
شانزدهم جلسه ی ١

کنید. حساب x > ٠ برای را f(x) = xx تابع مشتق .١ مثال

پاسخ.

f(x) = xx = ex lnx

است. مشتق پذیر نقاط این در نیز x ln(x) تابع مشتق پذیرند، x > ٠ در x, lnx توابع که آنجا از

تابع یعنͬ x ln(x) با آن ترکیب از آمده دست به تابع است، مشتق پذیر R سرتاسر در ex که آنجا از

داریم: و است مشتق پذیر x > ٠ در ex lnx

f ′(x) = (ln x+
١
x
x)ex lnx = (ln x+ ١)xx

f(x) = xx ⇒ f ′(x) = (ln x+ ١)xx

برای xa تابع̧ مشتق که داده ایم نشان زیر در .m
n
x

m
n
−١ با است برابر xm

n تابع̧ مشتق که ͬ دانیم م

است. سازگار داریم انتظار مشتق از آنچه با این و ١−axa؛ با است برابر a دلخواه˼ حقیق̞ͬ عدد

کنید. حساب را f(x) = xa تابع مشتق .٢ مثال

پس f(x) = xa = ea lnx داریم پاسخ.

f ′(x) =
a

x
ea lnx =

a

x
xa = axa−١

کنید. محاسبه x ̸= ٠ در را f(x) = ln |x| تابع مشتق .٣ مثال

پاسخ.

f(x) =

lnx x > ٠

ln(−x) x < ٠

١



با است برابر تابع مشتق x > ٠ برای است. مشتق پذیر x ̸= ٠ تمامͬ در فوق تابع

f ′(x) =
١
x

با است برابر تابع مشتق x < ٠ برای و

−١ × ١
−x

=
١
x

داریم: x ̸= ٠ تمامͬ در آنگاه f(x) = ln |x| اگر پس

f ′(x) =
١
x

نیست). مشتق پذیر x = ٠ در تابع این (و است زیر شͺل به f(x) = ln |x| تابع نمودار

بیابید. را

x٢ sin ١
x

x > ٠

sinhx x ⩽ ٠
تابع مشتق .۴ مثال

در sin ١
x

تابع پس است. مشتق پذیر R تمام در sin تابع است. مشتق پذیر ١
x

تابع x > ٠ در پاسخ.

است. مشتق پذیر x > ٠

پس است. مشتق پذیر x > ٠ در f(x) = x٢ sin ١
x

بنابراین و است مشتق پذیر R تمام در x٢ تابع

داریم: x > ٠ اگر

f ′(x) = ٢x sin ١
x
+ (− ١

x٢ ) cos
١
x
(x٢) = ٢x sin ١

x
− cos

١
x

٢



ex, e−x مشتق پذیرِ تابعهای از حاصلجمعͬ صورت به زیرا است، مشتق پذیر sinhx تابع x < ٠ در و

است. نوشتن قابل

(sinhx)′ = cosh(x)

:x = ٠ نقطه ی در تابع مشتق پذیری بررسͬ

lim
x→٠

f(x)− f(٠)
x− ٠

کنیم. مͬ بررسͬ ٠− و ٠+ جهت دو از را بالا حد

lim
x→٠+

f(x)− f(٠)
x

= lim
x→٠+

x٢ sin ١
x
− ٠

x
= lim

x→٠+
x sin

١
x
= ٠

پس

f ′
+(٠) = ٠

.۵ توجه

−١ ⩽ sin
١
x
⩽ ١

داریم: x > ٠ برای

−x ⩽ x sin
١
x
⩽ x

داریم: x < ٠ برای

+x ⩽ x sin
١
x
⩽ −x

داریم: فشردگͬ به بنا

lim
x→٠

x sin
١
x
= ٠

lim
x→٠−

f(x)− f(٠)
x

= lim
x→٠−

sinhx− sinh ٠
x

= (sinh)′(٠) = cosh(٠) = ١

داریم: پس

f ′
−(٠) = ١

٣



نیست. مشتق پذیر x = ٠ نقطه ی در نظر مورد تابع پس

است: زیر شͺل به f(x) =

x٢ sin ١
x

x > ٠

sinhx x ⩽ ٠
تابع نمودار

ͬ کنیم. م نگاه نزدیͷ تر از را بالا نمودار

۴



نسبی و مطلق ا̊کست˼رمˀمهای

دارای x٠ ∈ I نقطه ی در f ͬ گوییم م بͽیرید. نظر در را است) بازه I) f : I → R تابع .۶ تعریف

هرگاه ͬ رسد، م خود مطلق ماکزیمم به یا است، مطلق ماکزیمم

∀x ∈ I f(x) ⩽ f(x٠)

خود مطلق ͬ موم̧ مین به یا است، مطلق ͬ موم̧ مین دارای x٠ ∈ I نقطه ی در f ͬ گوییم م مشابه طور به

هرگاه ͬ رسد، م

∀x ∈ I f(x) ⩾ f(x٠)

هرگاه است، نسبی ماکزیمم دارای x٠ ∈ I نقطه ی در f : I → R تابع .٧ تعریف

∃δ (x٠ − δ, x٠ + δ) ⊆ I

در f : I → R تابع مشابهاً باشد. مطلق ماکزیمم ͷی x٠ نقطه ی (x٠ − δ, x٠ + δ) بازه ی در و

هرگاه است، نسبی ͬ موم مین دارای x٠ ∈ I نقطه ی

∃δ (x٠ − δ, x٠ + δ) ⊆ I

باشد. مطلق ͬ موم̧ مین ͷی x٠ نقطه ی (x٠ − δ, x٠ + δ) بازه ی در و

رسم بدون که ͬ کند م ͷکم ما به تابع مشتق مطالعه ی چͽونه که دید خواهیم درس ادامه ی در

در تابع مشتق مطالعه ی بشناسیم. را آن نسبی) حتͬ (و مطلق ͬ موم مین و ماکزیمم نقاط آن، نمودار

۵



هندسͬ شͺل از مناسبی درک به ͬ توانیم م آن از استفاده با که ͬ دهد م دست به تابع از تحلیلͬ واقع

برسیم. تابع آن

داشته نسبی ماکزیمم x٠ در و شده تعریف x٠ نقطه ی ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنید فرض .٨ قضیه

داشت: خواهیم باشد، مشتق پذیر x٠ در f تابع اگر آنگاه باشد،

f ′(x٠) = ٠

که کنید فرض اثبات.

∀x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ) f(x) ⩽ f(x٠)

آنگاه

∀x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ)


f(x)−f(x٠)

x−x٠
⩽ ٠ x > x٠

f(x)−f(x٠)
x−x٠

⩾ ٠ x < x٠

مثبت x٠ نقطه ی از ͬͽهمسای ͷی در f تابع آنگاه limx→x٠ f(x) = L > ٠ اگر .٩ یادآوری

در آن حد باشد، صفر مساوی یا کمتر x٠ نقطه ی از ͬͽهمسای ͷی در f تابع اگر بنابراین است.

باشد. مثبت ͬ تواند نم حد این و است ٠ با مساوی یا کمتراز نیز x٠

∀x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ) f(x) ⩽ ٠ ⇒ lim
x→x٠

f(x) ⩽ ٠

∀x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ) f(x) ⩾ ٠ ⇒ lim
x→x٠

f(x) ⩾ ٠

صفر با مساوی یا کمتراز وجود صورت در limx→x+
٠

f(x)−f(x٠)
x−x٠

گفته ایم بالا در آنچه بر بنا

است. صفر با مساوی یا از بزرگتر وجود صورت در limx→x−
٠

f(x)−f(x٠)
x−x٠

مشابه طور به است.

بنابراین . f ′(x) ⩽ ٠ و f ′(x) ⩾ ٠ باشد مشتق پذیر x٠ نقطه ی در f(x) اگر پس

f ′(x) = ٠

تابع مشتق نداریم. نسبی اکسترمم شود صفر مشتق که نقطه هر در لزوماً .١٠ توجه

f(x) = x٣

۶



ندارد. اکسترممͬ نوع هیچ نقطه این در تابع این ولͬ است صفر با برابر ٠ نقطه ی در

داشته x ∈ R هر برای و باشند مشتق پذیر f, g : R → R توابع که کنید فرض .١١ مثال

آنگاه f(x٠) = g(x٠) باشیم داشته x٠ نقطه ی در اگر که دهید نشان .f(x) ⩽ g(x) باشیم

.f ′(x٠) = g′(x٠)

و است مشتق پذیر R تمام در که بͽیرید نظر در را h(x) = g(x)− f(x) تابع پاسخ.

∀x ∈ R h(x) ⩾ ٠

پس است. h تابع برای نسبی مینیمم ͷی x٠ پس h(x٠) = ٠ آنگاه f(x٠) = g(x٠) اگر حال

h′(x٠) = ٠ ⇒ f ′(x٠) = g′(x٠)

برای مناسب اثباتͬ نوشتن برای من تلاش ولͬ ͬ رسد، م نظر به طبیعͬ و ساده زیر قضیه ی هرچند

ریاضͬ درس اطلاعات از تنها آن در که است اثباتͬ مناسب اثباتͬ از منظورم ماند. بی نتیجه آن،

باشد. کلاس در ارائه قابل اثبات آن و باشد شده استفاده ١ عمومͬ

٧



ماکزیمم هم بازه این در f آنگاه باشد پیوسته [a, b] کراندارِ بسته ی بازه ی در f تابع اگر .١٢ قضیه

دارد. مطلق مینیمم هم و مطلق

است. لازم بازه بودن بسته شرط .١٣ توجه

نیست. مطلق ماکزیمم دارای (٠, ١) بازه ی در ١
x

تابع .١۴ مثال

که ∃c, d آنگاه باشد بسته بازه ی ͷی [a, b] و باشد پیوسته تابع ͷی f اگر دیͽر بیان به

f([a, b]) = [c, d]

صورت میانͬ مقدار قضیه ی از استفاده با است بازه صورت به f([a, b]) اینکه اثبات .١۵ توجه

نیست. آسانͬ کار است، بسته بازه ی ͷی لزوماً f([a, b]) اینکه اثبات ولͬ ͬ گیرد م

مورد تابع که آنجا از باشد. پیوسته [a, b] بسته ی بازه ی ͷی در f تابع که کنید فرض .١۶ توجه

تعیین برای است. مطلق اکسترممهای دارای بازه این در قطعاً پس است، پیوسته بازه این در نظر

یا ندارد وجود تابع مشتق آنها در که ͬ کنیم م تعیین را نقاطͬ ابتدا تابع ͷی مطلق اکسترمم های

نقاط در و نقاط این در را f(x) سپس ͬ گوئیم). م بحرانͬ نقاط نقاط، این (به است صفر برابر

ͬ کنیم. م شناسایی را مطلق اکسترمم های آنها میان در و ͬ کنیم م حساب بازه انتهایی

٨



بیابید. را زیر تابع مطلق اکسترمم های .١٧ مثال

f(x) =

|x|x x ̸= ٠

١ x = ٠
x ∈ [−١, ٣]

است. پیوسته بازه آن در شده داده تابع که کنیم بررسͬ باید نخست پاسخ.

f(x) =


xx x > ٠

(−x)x x < ٠

١ x = ٠

پیوسته توابع از ترکیبی یعنͬ ex؛ lnx با است برابر چون است، پیوسته نظر مورد تابع x > ٠ در

است: پیوسته x = ٠ در f تابع که این بررسͬ ترتیب. همین به نیز x < ٠ در است.

lim
x→٠+

f(x) = lim
x→٠+

ex lnx

داریم: et = x متغیر تغییر از استفاده با

lim
t→−∞

ee
t×t

داریم: t = −u متغیر تغییر با و

lim
u→+∞

ee
−u×(−u) = lim

u→+∞

−u

eu
= ١

که دهید نشان مشابه طور به

lim
x→٠−

f(x) = ١

است: زیر صورت به تابع مشتق است. پیوسته [−١, ٣] بازه ی در ما نظر مورد تابع یعنͬ

f ′(x) =


(lnx+ ١)xx x > ٠

(ln(−x) + ١)(−x)x x < ٠

ͬ کنیم نم بررسͬ x = ٠

ندارد) وجود (یا است صفر تابع مشتق آن در که نقاطͬ

٩



x = ٠ نقطه ی احیاناً .١

باشیم: داشته باید شود صفر مشتق اینکه برای x > ٠ در .٢

lnx = −١ ⇒ x = e−١

باشیم: داشته باید شود صفر مشتق اینکه برای x < ٠ در .٣

ln(−x) = −١ ⇒ −x = e−١ ⇒ x = −e−١

بحرانͬ: نقاط و انتهایی و ابتدایی نقاط در تابع مقادیر

x = −١ ⇒ ١−١ = ١

x = ٣ ⇒ ٣٣ = ٢٧

x = ٠ ⇒ f(x) = ١

x = e−١ ⇒ ex lnx = e−e−١
= e−

١
e =

١
e

١
e

x = −e−١ ⇒ ex ln(−x) = e+e−١
=

١
ee

که دانیم مͬ

e > ١e ⇒ e
√
e > ١ ⇒ ١

e
١
e

< ١

داریم همچنین است. مطلق ͬ موم مین نقطه ی −e−١ نقطه ی پس

e
√
e ⩽ ٣٣

داریم. مطلق ماکزیمم آن در که است نقطه ای x = ٣ نقطه ی پس

است: زیر صورت به f(x) =

|x|x x ̸= ٠

١ x = ٠
x ∈ [−١, ٣] تابع شͺل

١٠



باشد. مشتق پذیر (a, b) در و پیوسته [a, b] بسته ی بازه ی در f تابع که کنید فرض (رˀل). ١٨ قضیه

آنگاه f(a) = f(b) اگر

∃x ∈ (a, b) f ′(x) = ٠.

ͬͺی اگر است. مطلق ماکزیمم و مطلق مینیمم دارای [a, b] بازه ی در پیوستگͬ به بنا f تابع اثبات.

و a از ͬͺی که است این دیͽر حالت است. صفر مشتق نقطه آن در نباشد انتهایی نقاط در ایندو از

تمام در و است ثابت نظر مورد تابع صورت این در باشد، مطلق منیمم دیͽری و مطلق ماکزیمم b

است. صفر آن مشتق [a, b] بازه ی نقاط

١١



و باشد پیوسته I بازِ بازه ی در f تابع کنید فرض .١٩ مثال

∀x ∈ I f ′(x) ̸= ٠

دارد. ریشه ͷی حداکثر I بازه ی در f(x) = ٠ معادله ی که دهید نشان آنگاه

در باید f مشتق̞ رˀل قضیه ی به بنا باشد، داشته ریشه ͷی از بیش f(x) = ٠ معادله ی اگر اثبات.

شود. صفر نقطه ای

دارد. R در ریشه n حداکثر n درجه ی از جمله ای چند هر .٢٠ مثال

کنیم فرض است. جواب ͷی حداکثر دارای ax+b معادله ی ،n = ١ اگر . n روی استقرا با اثبات.

n٠ + ١ درجه ی از p(x) جمله ای چند کنیم فرض باشد. درست n = n٠ برای نظر مورد حͺم که

مساوی یا بیشتر p′(x) آنگاه باشد. داشته ریشه n٠ + ٢ مساوی یا بیشتر p(x) که کنیم فرض باشد.

از بیش ͬ تواند نم استقرا فرض به بنا و است n٠ درجه ی از p′(x) چندجمله ایِ دارد. ریشه n٠ + ١

تناقض. باشد؛ داشته ریشه n٠ + ١

١٢
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