
چهاردهم جلسه ی ١

است. مشتق پذیر ٠ نقطه ی در ex تابع که دهید نشان .١ مثال

پاسخ.

lim
x→٠

ex − e٠

x− ٠
= lim

x→٠

ex − ١
x

= lim
x→٠

x+ x٢

٢! +
x٣

٣! + . . .

x
= lim

x→٠

�x(١ + x
٢! +

x٢

٣! + . . .)

�x

اگر

A =
x

٢!
+

x٢

٣!
+ . . .

داریم |x| < ١ اگر آنگاه

٠ ⩽ |A| ⩽ |x|

١
٢!+

١
٣!+...︷ ︸︸ ︷

(e− ٢) ⇒ lim
x→٠

|A| = ٠ ⇒ lim
x→٠

A = ٠

داریم: پس

lim
x→٠

١ +
x

٢!
+

x٢

٣!
+ . . . = lim

x→٠
١ + A = ١

نتیجه در

lim
x→٠

ex − ١
x

= ١ = e٠

است. مشتق پذیر R سرتاسر در exp که دهید نشان .٢ مثال

داریم: باشد. دلخواه نقطه ای x٠ ∈ R که کنید فرض پاسخ.

lim
h→٠

ex٠+h − ex٠

h
= lim

h→٠
ex٠(lim

h→٠

eh − ١
h︸ ︷︷ ︸

exp′(٠)=١=e٠

) = ex٠

آنگاه f(x) = ex٠ اگر بنابراین

f ′(x٠) = ex٠

١



است. مشتق پذیر x = ١ نقطه ی در lnx تابع که دهید نشان .٣ مثال

پاسخ.

lim
x→١

lnx− ln ١
x− ١

= lim
x→١

lnx

x− ١
ͬ کنیم. م استفاده x = et متغیر تغییر از

lim
t→٠

ln et

et − ١
= lim

t→٠

t

et − ١
= lim

t→٠

١
et−١
t

=
١

exp′(٠)
=

١
e٠ = ١

. ١ با است برابر x = ١ در lnx مشتق پس

است. مشتق پذیر خود دامنه ی در lnx که دهید نشان .۴ مثال

داریم: ،x٠ ∈ (٠,∞) کنید فرض پاسخ.

lim
x→x٠

lnx− lnx٠

x− x٠
= lim

x→x٠

ln x
x٠

x− x٠
= lim

x→x٠

ln x
x٠

x٠(
x
x٠

− ١)

ͬ کنیم. م استفاده x
x٠

= t متغیر تغییر از

lim
t→١

ln t

x٠(t− ١)
=

١
x٠

(ln′(١)︸ ︷︷ ︸
=١

) =
١
x٠

٢



تمام در lnx تابع پس است. ١ نقطه ی در ln تابع مشتق همان limt→١
ln t

(t−١) بالا در که کنید توجه

داریم: و است مشتق پذیر خود دامنه ی

(ln(x))′(x٠) =
١
x٠

(ex)′(x٠) = ex٠

.limx→١)٠ + x)
١
x = e که دهید نشان .۵ مثال

داریم: پاسخ.

lim
x→٠

e
١
x
ln(١+x) = lim

x→٠
e

ln(١+x)
x = elimh→٠

ln(١+h)
h = eln

′(١) = e١

بنابراین

lim
x→٠

(١ + x)
١
x = e١ = ١

است. e با برابر نیز (١ + ١
n
)n دنباله ی حد قبل، مثال به بنا .۶ توجه

lim
n→∞

(١ +
١
n
)n = e

توان سری

آنگاه |x| < ١ اگر که گفتیم
∞∑
n=٠

xn =
١

١ − x

١
١−x

تابع̧ واقع در همͽراست. سری ͷی آن چپ سمت و آشناست تابع̧ ͷی بالا، عبارت راست سمت

مشخص، دامنه ی ͷی در که توابعͬ به است. سری ͷی صورت به بالا نمایش دارای (−١, بازه ی(١ در

و مشتقگیری برای ͬ شود. م گفته تحلیلͬ توابع هستند، توانͬ سری ͷی صورت به نمایشͬ دارای

در بͽیریم. انتگرال یا مشتق بدانها مربوط سری جملات تک تک  از است کافͬ توابع، این از انتگرائͯ

٣



نظر در تحلیلͬ تابعͬ به مربوط سریِ را آنها از ͷی هر ͬ توان م که ͬ شویم م آشنا توان سریهای با زیر

گرفت.

ͬ گوییم: م توان سری ͷی زیر عبارت به باشد. دنباله ͷی {an} کنید فرض

∞∑
n=٠

an(x− x٠)
n

ͬ گوییم. م x = x٠ نقطه ی حول an ضرایب با توان سری ͷی بالا عبارت به

است: توان سری ͷی زیر عبارت .٧ مثال

∞∑
n=٠

xn

.{an} = {١} داریم بالا سری در

است: توان سری ͷی زیر عبارت .٨ مثال

∞∑
n=٠

x٢n

٢n!

گرفت نظر در زیر صورت به ͬ توان م را بالا سری واقع در

=
∞∑
n=٠

anx
n

آن در که

an =

١ باشد nزوج اگر

٠ باشد nفرد اگر

بازِ بازه ی به متعلق نقاط تمام در آنگاه باشد، همͽرا c > ٠ نقطه ی ͷی در توان سری ͷی اگر

کرده ایم. ثابت زیر قضیه ی در را گفته این همͽراست. (−c, c)

|x| < |c| که x هر برای آنگاه باشد، همͽرا x = c مقدارِ ͷی برای
∑∞

n=٠ anx
n اگر .٩ قضیه

همͽراست. مطلقاً

۴



آنگاه |x| < |c| کنید فرض اثبات.
|x|
|c|

< ١

همͽراست.
∑∞

n=٠
|x|n
|c|n هندس̞ͬ سری پس

همͽراست.
∑∞

n=٠ |an||x|n که این دادن نشان هدف.

بنابراین همͽراست.
∑∞

n=٠ anc
n که ͬ دانیم م

lim
n→∞

anc
n = ٠

که طوری به است موجود N ∈ N بزرگِ کافͬ اندازه ی به عددِ ϵ دلخواه عددِ برای یعنͬ

∀n > N |ancn| < ϵ

دیͽر بیان به

∀n > N |an| <
ϵ

cn

داریم پس
∞∑
N

|an||xn| ⩽
∞∑
N

ϵ|x|n

|c|n

همͽراست. نیز
∑∞

N |an||xn| درنتیجه همͽراست، گفتیم اثبات ابتدای در آنچه بر بنا
∑∞

N
ϵ|x|n
|c|n سری

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ |an||xn| سری بنابراین

دانست: تابع ͷی را آن ͬ توان م باشد، توان سری ͷی
∑∞

n=٠ anx
n اگر پس

در را f(x) =
∑∞

n=٠ anx
n تابع ͬ توان م آنگاه باشد، توان سری ͷی

∑∞
n=٠ anx

n اگر .١٠ نتیجه

است. زیر صورت های از ͬͺی به ͬ دهیم، م نشان D با را آن که آن، دامنه ی که گرفت نظر

D = R یا (آ)

D = {٠} یا (ب)

که طوری به است موجود R ∈ R عدد (ج)

{x| |x| < R} ⊆ D ⊆ {x| |x| ⩽ R}

۵



دیͽر بیان به

D = [−R,R) یا D = (−R,R) یا D = (−R,R] یا D = [−R,R]

اگر که گفتیم قبل قضیه ی در است. صفر شامل همواره D که است مشخص اثبات. برای راهنمائͬ

باشد −x شامل̞ D که این اما است، (−x, x] بازه ی نقاط تمام شامل D آنگاه x > ٠ و x ∈ D

کنید. بحث باشد منفͬ x که وقتͬ برای مشابه طور به نیست. مشخص نه یا

داده
∑∞

n=٠ anx
n توان سری کنید فرض کرده ایم: ارائه D دامنه ی تعیین برای روشͬ زیر در

ͬ کنیم: م عمل زیر صورت به ،D سری، این همͽرایی دامنه ی تعیین برای باشد. شده

بͽیرید: نظر در را مقایسه آزمون
∞∑
n=٠

|an||x|n︸ ︷︷ ︸
bn

lim
n→∞

bn+١

bn
= lim

n→∞

|an+١||x|n+١

|an||x|n
= lim

n→∞

|an+١||x|
|an|

کنید فرض (آ)

lim
n→∞

|an+١

an
| = L > ٠∑∞

n=٠ anx
n سری نسبت، آزمون به بنا و limn→∞

bn+١
bn

< ١ آنگاه |x| < ١
L

اگر آنگاه

|x| = ١
L

در واگراست.
∑∞

n=٠ anx
n سری |x| > ١

L
اگر همچنین است. مطلق) همͽرا(ی

کنیم. بررسͬ دستͬ صورت به باید

همͽراست. x = ٠ در تنها نظر مورد سری limn→∞ |an+١
an

| = ∞ اگر (ب)

همͽراست. x ∈ R همه ی در نظر مورد سری آنگاه limn→∞ |an+١
an

| = ٠ اگر (ج)

lim an+١/an است کافͬ
∑

anx
n توانِ سری همͽرائ̞ͬ دامنه ی تعیین برای شد گفته  بالا در آنچه به بنا

کنیم. محاسبه را

کنید. تعیین را زیر توانͬ) سری (یا تابع همͽرایی دامنه ی .١١ مثال

(آ)

f(x) =
∞∑
n=١

١
n٢x

n

۶



با: است برابر xn ضریب پاسخ.

an =
١
n٢

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

١
(n+١)٢

١
n٢

= lim
n→∞

n٢

(n+ ٢(١ = ١

و (١,∞) در نیز و است (−١, ١) بازه ی شامل قبل قضیه ی به بنا همͽرایی، دامنه ی پس

کنیم. بررسͬ نیز را x = ١ و x = −١ نقاط باید واگراست. فوق سری (−∞,−١)

x = ١ ⇒
∞∑
n=١

١
n٢

همͽراست. سری این

x = −١ ⇒
∞∑
n=١

(−١)n

n٢

.D = [−١, ١] با است برابر دقیقاً ما نظر مورد سری همͽرایی دامنه ی پس همͽراست. نیز سری این

(ب)
∞∑
n=١

١
n
xn

با: است برابر xn ضریب پاسخ.

an =
١
n

داریم: مقایسه آزمون به بنا

lim
n→∞

an+١

an
= ١

: ١ و −١ نقاط بررسͬ . (−١, ١) ⊆ D پس

x = −١
∞∑
n=١

(−١)n

n

همͽراست. فوق سری

x = ١
∞∑
n=١

١
n

D = [−١, ١) با است برابر تابع همͽرایی دامنه ی پس واگراست. فوق سری

٧



(ج)
∞∑
n=١

x٢n

(٢n)!

داریم: t = x٢ متغیر تغییر از استفاده با پاسخ.

∞∑
n=١

tn

(٢n)!

ͬ کنیم. م بررسͬ را سری این ͬ خواهیم م و

an =
١

(٢n)!
⇒ lim

n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

١
(٢n+٢)!

١
(٢n)!

= lim
n→∞

(٢n)!
(٢n+ ٢)!

= lim
n→∞

���(٢n)!
(٢n+ ٢)(٢n+ ��٢(١n!

= ٠

x مقادیر تمام برای هم
∑∞

n=٠
(x٢)n

(٢n)! پس همͽراست. t مقادیر تمام برای
∑∞

n=٠
tn

(٢n)! پس

همͽراست.

(د)
∞∑
n=١

١
n
(٢x− ١)n

. ٢x− ١ = t دهید: قرار ∞∑پاسخ.
n=١

١
n
tn سری همͽرایی دامنه ی قبل مثال دو مطابق ͬ کنیم. م بررسͬ را

∑∞
n=١

١
n
tn سری حال

باشیم: داشته باید پس D = [−١, ١) با است برابر

−١ ⩽ ٢x− ١ < ١ ⇒ ٠ ⩽ x < ١

D = [٠, ١) با است برابر
∑∞

n=١
١
n
(٢x− ١)n سری همͽرایی دامنه ی نتیجه در

است: تحلیلͬ تابع ͷی نیز آن مشتق باشد، تحلیلͬ تابع ͷی f اگر

آنگاه |x| < R برای f(x) =
∑∞

n=٠ anx
n اگر .١٢ قضیه

∀x ∈ (−R,R) f ′(x) =
∞∑
n=١

nanx
n−١

٨



سریِ (−R,R) بازه ی در که این نخست داریم. حͺم دو واقع در بالا قضیه ی در .١٣ توجه

تابعͬ مشتق که ͬ کند م مشخص را تابعͬ سری، این که این دوم و همͽراست،
∑∞

n=١ nanx
n−١

ͬ کرد. م مشخص اول سری که است

درس: خلاصه ی

(ln(x))′(x٠) =
١
x٠

(ex)′(x٠) = ex٠

lim
x→٠

(١ + x)
١
x = e

lim
n→∞

(١ +
١
n
)n = e

آنگاه |x| < R برای f(x) =
∑∞

n=٠ anx
n اگر

∀x ∈ (−R,R) f ′(x) =
∞∑
n=١

nanx
n−١

باشد. شده داده
∑∞

n=٠ anx
n توان سری کنید فرض

اگر (آ)

lim
n→∞

|an+١

an
| = L > ٠

|x| > ١
L

اگر همچنین است. مطلق) همͽرا(ی
∑∞

n=٠ anx
n سری |x| < ١

L
اگر آنگاه

کنیم. بررسͬ دستͬ صورت به باید |x| = ١
L

در واگراست.
∑∞

n=٠ anx
n سری

همͽراست. x = ٠ در تنها نظر مورد سری limn→∞ |an+١
an

| = ∞ اگر (ب)

همͽراست. x ∈ R همه ی در نظر مورد سری آنگاه limn→∞ |an+١
an

| = ٠ اگر (ج)

٩
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