
سیزدهم جلسه ی ١

کردیم: تعریف زیر صورت به حقیقͬ های r برای را xr تابع قبل، جلسه ی انتهای در

ͬ کنیم: م تعریف r ∈ R برای آنگاه a > ٠ اگر .١ تعریف

ar := er ln a

است. کرده ایجاب ln تابع̧ دامنه ی را a > ٠ شرط بالا تعریف در که کنید توجه

توان تابع ͬ های ویژگ

آن گاه r ∈ N اگر .١

ar = er ln a = eln(

بار r︷ ︸︸ ︷
a× a× . . .× a) =

بار r︷ ︸︸ ︷
a× a× . . .× a

فراگرفته ایم. مقدماتͬ ریاضیات در که است توانͬ تابع همان تعمیم توان، تابع یعنͬ

مشابه طور به .٢

a
m
n = n

√
am

کرده ایم. تعریف بولتسانو قضیه ی از استفاده با قبل، جلسات در را n
√
a که کنید توجه

.٣

∀r١, r٢ ∈ R ar١+r٢ = ar١ar٢

اثبات:

e(r١+r٢) ln a = er١ ln a+r٢ ln a = er١ ln aer٢ ln a = ar١ar٢

.۴

∀r١, r٢ ∈ R (ar١)r٢ = ar١r٢

.۵

∀r ∈ R a−r = e−r ln a = e
١

r ln a =
١
ar

١



پیوسته ی تابع̧ دو ترکیب (زیرا است Rپیوسته سرتاسر در ،a > ٠ آن در که ax = ex ln a تابع .۶

است). ex و x ln a

آنگاه a > ١ اگر .٧

ln a > ٠

آنگاه x١ > x٢ اگر پس

x١ ln a > x٢ ln a

داریم: است صعودی تابعͬ e که آنجا از

ex١ ln a > ex٢ ln a

یعنͬ

ax١ > ax٢

است. صعودی ax آنگاه a > ١ اگر که کردیم ثابت پس

آنگاه a < ١ اگر .٨

ln a < ٠

آنگاه x١ < x٢ اگر

x١ ln a > x٢ ln a

پس

ex١ ln a > ex٢ ln a

پس

ax١ > ax٢

است. نزولͬ ax تابع صورت این در یعنͬ

.٩

١x = ex ln ١ = e٠ = ١

٢



آنگاه ، a > ١ اگر .١٠

lim
x→+∞

ax = lim
x→+∞

ex ln a = +∞

lim
x→−∞

ax = lim
x→−∞

ex ln a = ٠

آنگاه ٠ < a < ١ اگر

lim
x→+∞

ax = lim
x→+∞

ex ln a = ٠

lim
x→−∞

ax = +∞

کشیده ایم: را ٢x, (١
٢)

x, x توابع̧ زیر در

٣



است. پیوسته R سرتاسر در زیر تابع که دهید نشان .٢ مثال

f(x) =

|x|
x x ̸= ٠

١ x = ٠

پاسخ.

f(x) =


xx x > ٠

(−x)x x < ٠

١ x = ٠

x lnx و lnx توابع و f(x) = xx = ex lnx زیرا است. پیوسته تابع (٠,+∞) بازه ی در f تابع̧

است پیوسته (−∞, ٠) در f تابع مشابه طور به است. پیوسته هم ex lnx پس هستند. پیوسته 

حال کنید). (تحقیق

lim
x→٠+

xx = lim
x→٠+

ex lnx

داریم: et = x متغیر تغییر از استفاده با

lim
et→٠+

ee
t ln et = lim

t→−∞
et ln et = lim

t→−∞
ett

پس ͬ کنیم. م استفاده t = −u متغیر تغییر از دیͽر بار

lim
t→−∞

ett = lim
u→+∞

e−u(−u) = lim
u→+∞

١
eu

(−u) = ٠

۴



پس

lim
x→٠

xx = e٠ = ١

که کنید ثابت مشابه طور به

lim
x→٠−

f(x) = ١

است. پیوسته نقاط همه ی در f تابع̧ که بͽیرید نتیجه آن از و

xx تابع̧ بررسͬ

.{x ∈ R : x > ٠} با است برابر دامنه تابع

lim
x→+∞

xx = +∞

lim
x→٠+

xx = ١

۵



داده ایم: نشان ͷنزدی از را xx تابع̧ زیر در

x = e نقطه ی در نمودار دو که کنید توجه داده ایم. نمایش شͺل ͷی در را ex تابع و xx تابع̧ زیر در

دارند. تقاطع هم با

تابع است. نزولͬ اکیداً a < ١ اگر و است صعودی اکیداً a > ١ اگر ax تابع که گفتیم .٣ توجه

نمایش logxa با را آن که است پیوسته و تعریف قابل نیز معکوس̞ تابع بنابراین است. پیوسته نظر مورد

ͬ دهیم. م

صعودی logxa ← a > ١

نزولͬ logxa ← a < ١

۶



پس است، ax معکوس logxa که آنجا از

alog
x
a = x

داریم: همواره زیرا

f ◦ f−١ = x

همچنین

loga
x

a = x

داریم: همواره زیرا

f−١ ◦ f = x

است. صفر از بزرگتر های x تمام̧ (ax بˀردِ نیز (و logxa دامنه ی که کنید توجه همچنین

.۴ توجه

logxa =
lnx

ln a

که کنیم ثابت است کافͬ اثبات.

a
ln x
ln a = x

داریم: یͺتاست. وجود صورت در تابع ͷی معکوس زیرا

a
ln x
ln a = e

ln x
ln a

ln a = elnx = x.

کنید. رسم مختلف حالات در را logxa نمودار .۵ تمرین

دهید نشان .۶ مثال

∃x ∈ (٠,+∞) ln x =
x

١ + x٢

دهید: قرار پاسخ.

f(x) = lnx− x

١ + x٢

f(١) = −١
٢
< ٠

٧



f(e) = ١− e

١ + e٢ > ٠

ͬ شود. م صفر بار ͷی حداقل [١, e] بازه ی در نظر مورد تابع بولتسانو، قضیه ی به بنا پس

اگر .٧ توجه

lim
x→+∞

f(x) = +∞

آنگاه

∀N ∃M x > M f(x) > N

قضیه ی همراه به زیر در نکته این از است. مثبت ویژه به و بزرگتر N هر از تابع بعد به جایی از یعنͬ

است. شده استفاده بولتسانو

دارد. ریشه R در فرد درجه ی از جمله ای چند هر .٨ مثال

که کنید ثابت باشد. فرد درجه ی از جمله ای چند ͷی f(x) کنیم فرض پاسخ.

lim
x→+∞

f(x) = +∞

که کنید ثابت همچنین است. مثبت بعد به جایی از f(x) گفته ایم بالا در آنچه بر بنا پس

lim
x→−∞

f(x) = −∞

بولتسانو قضیه ی به بنا است. صفر از کمتر قبل به جایی از f یعنͬ

∃x f(x) = ٠

R در زیر چندجمله ای مثلا́ نیست. درست زوج درجه ی با چندجمله های مورد در بالا گفته ی

ندارد. ریشه ای هیچ

x٢ + ١ = ٠

پوشاست. فرد درجه ی از جمله ای چند هر .٩ تعمیم

٨



آن کاربردهای و مشتق

متغیر ͷی ͷکوچ بی نهایت تغییرات حسب بر متغیر ͷی تغییرات مطالعه ی یعنͬ مشتق، مطالعه ی

بی نهایت یا ͷکوچ بی نهایت از سخن هرگاه حساب در گرفته ایم، یاد کنون تا که گونه همان دیͽر.

است. ͷفیزی در لحظه ای سرعت مفهوم معادل مشتق، مفهوم است. گرفتن حد منظور شود، بزرگ

ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به PQ خط شیب زیر شͺل در

خط PQشیب :
f(x+△x)− f(x)

△x

کند، میل صفر به ∆x اگر یعنͬ شود، ͷنزدی P به بی نهایت و کند حرکت منحنͬ روی Q اگر حال

:x نقطه ی در منحنͬ بر مماس خط شیب به ͬ کند م میل PQ خط شیب

lim
△x→٠

f(x+△x)− f(x)

△x

لایبنیتز
=

dy

dx

٩



x٠ در را تابع این باشد. شده تعریف x٠ نقطه ی از ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنید فرض .١٠ تعریف

باشد: موجود زیر حد هرگاه ͬ خوانیم م مشتق پذیر

lim
h→٠

f(x٠ + h)− f(x٠)

h

دیͽر بیان به ͬ دهیم. م نشان f ′(x٠) با را آن باشد موجود بالا حد اگر

f ′(x٠) = lim
x→x٠

f(x)− f(x٠)

x− x٠

این در باشد. مشتق پذیر بازه این نقاط تمام در هرگاه است، مشتق پذیر I بازه ی در f تابع ͬ گوییم م

است: تابع ͷی ،I بازه ی روی نیز f ′ صورت،

x ∈ I → f ′(x)

بیابید. x٠ هر در را f(x) = xn تابع مشتق .١١ مثال

پاسخ.

lim
x→x٠

f(x)− f(x٠)

x− x٠
= lim

x→x٠

xn − xn
٠

x− x٠

.١٢ یادآوری

an − bn = (a− b)(an−١ + an−٢b+ an−٣b٢ + . . .+ abn−٢ + bn−١︸ ︷︷ ︸∑
i+j=n−١ a

ibj

)

lim
x→x٠

xn − xn
٠

x− x٠
= lim

x→x٠

(x− x٠)(x
n−١ + xn−٢x٠ + xn−٣x٢

٠ + . . .+ xxn−٢
٠ + xn−١

٠ )

x− x٠
=

xn−١
٠ + xn−١

٠ + . . .+ xn−١
٠︸ ︷︷ ︸

بار n

= nxn−١
٠

کنید. محاسبه (٠,∞) بازه ی در را f(x) = x
١
n مشتق .١٣ مثال

١٠



اثبات.

lim
x→x٠

x
١
n − x

١
n٠

x− x٠

x− x٠ = (x
١
n )n − (x

١
n٠ )

n = (x
١
n٠ )(x

n−١
n + x

n−٢
n x

١
n٠ + . . .+ x

١
nx

n−٢
n٠ + x

n−١
n٠ )

lim
x→x٠

x
١
n − x

١
n٠

x− x٠
= lim

x→x٠

x
١
n − x

١
n٠

(x
١
n − x

١
n٠ )(x

n−١
n + x

n−٢
n x

١
n٠ + . . .+ x

١
nx

n−٢
n٠ + x

n−١
n٠ )

=

١

nx
n−١
n٠

=
١

nx١− ١
n

=
١
n
x

١
n
−١

٠

بیابید. x٠ = ٠ در را ex تابع مشتق .١۴ مثال

lim
x→٠

ex − e٠

x− ٠
= lim

x→٠

ex − ١
x

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

ex − ١ = x(١ +
x

٢!
+

x٢

٣!
+ . . .︸ ︷︷ ︸

A

)

A = x(
١
٢!

+
x

٣!
+

x٢

۴!
+ . . .)

عبارتِ مقدار که کنید توجه

(
١
٢!

+
x

٣!
+

x٢

۴!
+ . . .)

داریم گاه آن |x| ≤ ١ اگر پس .e− ٢ با ͬ شود م برابر x = ١ در

٠ ⩽ |A| ⩽ |x|(e− ٢)

پس

lim
x→٠

A = ٠

و

lim
x→٠

ex − ١
x

= ١ + lim
x→٠

A = ١

آنگاه f(x) = ex اگر پس

f ′(٠) = ١ = e٠

١١
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