
دوازدهم جلسه ی ١

ͬ کنیم: م تعریف باشد، طبیعͬ عدد ͷی n وقتͬ شده ایم. آشنا توان تابع با مقدماتͬ ریاضیات در

xn = x× x× x× . . .× x︸ ︷︷ ︸
بار n

.r ∈ R دلخواه˼ عدد هر و x > ٠ هر برای است xr تعریف تعریف درس، این ادامه ی در ما هدف

است: ساده ای کار گویا اعدادِ به توان تعمیم

است موجود چنان b > ٠ عدد n ∈ N هر برای که دهید نشان ، a؛ > ٠ که کنید فرض .١ مثال

که

bn = a

کنیم). تعریف مثال این در b عدد با برابر را a ١
n ͬ توانیم م (پس

.a > ١ کنید فرض نخست بͽیرید. نظر در را f(x) = xn − a تابع پاسخ.

f(١) = ١ − a < ٠

f(a) = an − a > ٠

بولتسانو قضیه ی به بنا

∃x ∈ [٠, a] f(x) = ٠ ⇒ xn = a

داریم ،a < ١ اگر حال

f(١) = ١ − a > ٠

f(a) = an − a < ٠

بولتسانو قضیه ی به بنا دوباره پس

∃x ∈ [٠, a] f(x) = ٠ ⇒ xn = a

١



است: تعریف قابل آسانͬ به نیز am
n کرده ایم، تعریف را a ١

n که حال .٢ توجه

a
m
n = (a

١
n )m

کردن طͬ نیازمند حقیقͬ های r تمام̧ برای ar تعریفِ یعنͬ نظر، مورد هدف به رسیدن برای

هستیم. زیر مسیر

تابع که دهید نشان .٣ مثال

e : R → (٠,∞)

یعنͬ ͬ پوشاند. م را (٠,∞) بازه ی

exp(R) = (٠,∞)

دیͽر بیان به

∀y ∈ (٠,∞) ∃x ∈ R ex = y.

جواب دارای ex − b = ٠ معادله ی ͬ خواهیم م بͽیرید. نظر در را b ∈ (٠,∞) دلخواه عدد پاسخ.

باشد.

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

داریم: x > ٠ برای پس

ex > x

یعنͬ eb > b بنابراین

eb − b > ٠

پس ١
b
> ٠ داریم b > ٠ که آنجا از طرفͬ از

e
١
b >

١
b

پس
١
e

١
b

< b

یعنͬ

e−
١
b < b

٢



یعنͬ

e−
١
b − b < ٠

داریم شد گفته آنچه بر بنا f(x) = ex − b : دهید قرار

f(b) > ٠

f(−١
b
) < ٠

بنابراین است پیوسته تابعͬ f و

∃x ∈ (−١
b
, b) f(x) = ٠ ⇒ ex = b

پوشاست. ex که کردیم ثابت پس

با است برابر دقیقاً (٠,∞) بازه ی که گفتیم بالا مثال در .۴ توجه

{ex|x ∈ R}.

رو این از و صعودی اکیداً ex تابع زیرا یͺتاست. بالا مثال در آمده دست به x عدد که کنید توجه

آنگاه x٢ > x١ اگر داریم. حالت دو x٢ ̸= x١ اگر آنگاه ex١ = y اگر پس است. ͷی به ͷی

.ex٢ < ex١ = y آنگاه x٢ < x١ اگر و ex٢ > ex١ = y

ͷی I و باشد پیوسته تابعͬ f : I → R کنید فرض میانͬ). مقدار قضیه ی از نتیجه ͷی) ۵ نتیجه

باشد: زیر صورتهای از ͬͺی به یعنͬ باشد؛ بازه

I = [a, b], I = (−∞, a], I = [a,+∞), I = (−∞,∞)

است. بازه ͷی نیز f(I) = {f(x) : x ∈ I} اینصورت در

f(c) < f(d) و باشند f(I) در نقطه دو f(c) و f(d) هرگاه که کنید دقت گفته، این اثبات برای

ͬ شود. م واقع f(I) در (f(c), f(d)) بازه ی تمام میانͬ مقدار قضیه ی به بنا آنگاه

است. ͷی به ͷی پیوسته تابع هر که نکرده ایم ادعˁا .۶ توجه

٣



،f(I) = J و باشد بازه ͷی I و باشد ͷی به ͷی و پیوسته تابعͬ f : I → R تابع کنید فرض .٧ لم

آنگاه ١ باشد، نزولͬ اکیداً یا و صعودی اکیداً یا I در f تابع̧ علاوه به و

است. پیوسته J تمام در f−١ : J → I (آ)

داریم .c ∈ J کنید فرض اثبات.

∃x٠ ∈ I c = f(x٠)

که دهیم نشان باید .{cn} → c که طوری به باشد J اعضای از دنباله ای (cn) کنید فرض

x٠ به ti دنباله ی که دهیم نشان باید .ci = f(ti) کنیم فرض .{f−١(ci)} → x٠ دنباله ی

ͬ کند. م میل

که طوری به است موجود ϵ > ٠ ͷی نکند، میل x٠ به ti اگر

∀N ∈ N ∃n > N |tn − x٠| > ϵ

یعنͬ

∀N ∈ N ∃n > N [tn > x٠ + ϵ یا tn < x٠ − ϵ]

داریم باشد صعودی f تابع̧ اگر حال

∀N ∈ N ∃n > N [f(tn) > f(x٠ + ϵ) یا f(tn) < f(x٠ − ϵ)]

کنید: نگاه زیر شͺل به

[a, b] صورت به بسته محدودِ بازه ی ͷی I که صورتͬ در تابع، بودن نزولͬ اکیداً با صعودی اکیداً شرط ١توجه:

داریم. نیاز شرط این به است، شده گرفته نظر در هم نامحدود بازه های چون اینجا در نیست. لازم باشد

۴



f(tn) دنباله ی که ͬ شود م نتیجه شد گفته آنچه از است، مشخص بالا شͺل در که طور همان

که حالتͬ در بحث است. تناقض این و شود، ͷنزدی f(x٠) به ϵ′ اندازه ی به ͬ تواند نم هیچͽاه

است. مشابه نیز، باشد نزولͬ نظر مورد تابع

است. صعودی اکیداً f−١ آنگاه باشد صعودی اکیداً f اگر (ب)

داریم باشد صعودی f اگر اثبات.

x < y ⇒ f(x) < f(y)

اگر حال

f(x) < f(y)

یا x > y یا صورت این غیر در زیرا .x < y باشیم داشته باید حتما باشند، J در مقدار دو

x = y اگر .f(x) > f(y) داشت خواهیم است صعودی تابع که آنجا از x > y اگر .x = y

.f(x) = f(y) داشت خواهیم است ͷی به ͷی تابع که آنجا از

ͷی به ͷی رو این (از است. صعودی اکیداً exp : R → (٠,∞) تابع که گفتیم .٨ توجه

که گفتیم همچنین است.)

exp(R) = {ex|x ∈ R} = (٠,∞)

ͬ دهیم. م نمایش ln با را آن است. صعودی اکیداً و پیوسته نیز exp وارون تابع پس

ln : (٠,∞) → R

ͷی به ͷی صعودی، اکیداً پیوسته،

ln تابع ͬ های ویژگ

.١

∀x ∈ (٠,∞) elnx = x

است. (٠,+∞) بازه ی تابع، این دامنه ی که کنید توجه

۵



.٢

∀x ∈ R ln(ex) = x

.٣

∀a, b ∈ (٠,∞) ln(ab) = ln a+ ln b

∃x a = ex

∃y b = ey

ab = exey

ln(ab) = ln(exy) = x+ y = ln(a) + ln(b)

.۴

∀a ∈ (٠,∞) ln(
١
a
) = − ln(a)

.۵

∀a ∈ (٠,∞) ∀r ∈ Q ln(ar) = r ln a

.۶

∀x ∈ (٠, ١) ln(x) < ln(١) = ٠

است.) صعودی اکیداً ln (زیرا

.٧

∀x > ١ lnx > ٠

.٨

lim
x→+∞

lnx = lim
et→+∞

ln(et) = lim
t→+∞

ln(et) = lim
t→+∞

t = +∞

.٩

lim
x→٠+

lnx = lim
t→−∞

ln(et) = lim
t→−∞

t = −∞

۶



.١٠

∀x ∈ (٠,∞) x > lnx

زیرا:

x < lnx ⇒ ex < xB

است: زیر صورت به ln(x) تابع نمودار

کرده ایم. مشخص را y = x نمودارِ آبی رنگ با بالا در

که دهید نشان n ∈ N کنید فرض .٩ مثال

lim
x→+∞

lnx

xn

پاسخ.

lim
x→+∞

lnx

xn
= lim

t→+∞

ln(et)

ent
= lim

t→+∞

t

ent
= ٠

کنید ثابت .١٠ مثال

lim
x→٠+

xn lnx = ٠

پاسخ.

lim
x→٠+

xn lnx = lim
t→−∞

etn ln et
u=−t
= lim

u→∞
e−nu ln e−u = lim

u→∞
ln

−u

enu
= ٠

٧



کنید فرض کنیم. تعریف حقیقͬ توانهای تمام برای را توان تابع که رسیدیم جائͬ به بالاخره

ͬ کنیم. م تعریف r ∈ R و a > ٠

ar = er ln a

مثلا́

٢
√

٢ = e
√

٢ ln ٢

کرد. خواهیم صحبت مفصلا́ بعد جلسه ی در تابع این مورد در

که دهید نشان .١١ مثال

∃x ∈ R ٢x + ٣x = x٢ + x٣

که کنید دقت پاسخ.

x = ٢ → ٢٢ + ٣٢ > ٢٢ + ٢٣

x = ٣ → ٢٣ + ٣٣ < ٣٢ + ٣٣

دهید قرار

f(x) = ٢x + ٣x − x٢ − x٣

داریم

f(٢) > ٠

f(٣) < ٠

داریم: بولتسانو قضیه ی به بنا است پیوسته f تابع که آنجا از حال

⇒ ∃x ∈ [٢, ٣] f(x) = ٠

است: زیر صورت به f تابع نمودار

٨



f(x) = ٢x + ٣x − x٢ − x٣

٩
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