
یازدهم جلسه ی ١

هر به تابع، آن مقادیر یعنͬ است شده بینهایت مثبتِ بی نهایت، مثبتِ در تابعͬ حدِّ ͬ گوئیم م وقتͬ

باشد: بزرگ کافͬ اندازه ی به تابع، ورودی که این شرط به ͬ شوند م بزرگ دلخواه اندازه ی

lim
x→+∞

f(x) = +∞ ⇐⇒ ∀M ∈ N ∃N ∈ N ∀x (x > N → f(x) > M).

.١ مثال

lim
x→∞

ex = +∞

داریم پاسخ.

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+ . . .

پس

x > ٠ → ex > ١ + x ⇒ lim
x→+∞

ex = +∞.

که دهید نشان .٢ مثال

lim
x→−∞

ex = ٠

پاسخ.

lim
x→−∞

ex = lim
t→∞

e−t = lim
t→∞

١
et

= ٠

x → −∞ که صورت بدین کرده ایم؛ استفاده t = −x متغیرِ تغییر از بالا در که کنید توجه

.−t → ∞ اگروتنهااگر

n ∈ N هر برای که دهید نشان .٣ مثال

lim
x→+∞

xn

ex
= ٠

داریم پاسخ.

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+ . . .+

xn

n!
+

xn+١

(n+ ١)!
+ . . .

١



پس

٠ ⩽ xn

ex

کرده ایم ͷکوچ را مخرج
⩽ xn

xn+١

(n+١)!

=
(n+ ١)!xn

xn+١ =
(n+ ١)!

x
7→ ٠

داریم: فشردگͬ قضیه ی به بنا

lim
x→+∞

xn

ex
= ٠

که دهید نشان .۴ مثال

lim
x→−∞

xnex = ٠

داریم x = −t متغیر تغییر با

lim
x→−∞

xnex = lim
t→∞

(−t)n

et
= ٠.

اگر همچنین پیوسته اند. x٠ در λf و f ± g آنگاه باشند، پیوسته x٠ در g و f توابع اگر .۵ توجه

است. پیوسته هم f
g

آنگاه g(x) ̸= ٠

است. پیوسته R سراسر در ex

x۴+١ تابع .۶ مثال

پیوسته ax٢ پس است. پیوسته f(x)× f(x) = x٢ پس است. پیوسته f(x) = x تابع .٧ نتیجه

زیر، صورت به توابع̧ یعنͬ چندجمله ایها، بدین ترتیب است. پیوسته هم bx٣ پس است

anx
n + an−١x

n−١ + . . .+ ٠

هستند. پیوسته

هˀذلولوی توابع

این پارامتری معادله ی که ͬ دانید م است. ١ شعاع به دایره ͷی معادله ی x٢ + y٢ = ١ معادله ی

است: زیر صورت به دایره،

x = cos(θ) y = sin(θ)

٢



دارند: قرار دایره این روی θ زاویه ی حسب بر cos, sin مثلثات̞ͬ نسبتهای واقع، در

هستند. واقع هذلولͬ ͷی روی آنها مقادیر که شویم آشنا ١ هذلولوی توابع با است قرار قسمت این در

بͽیرید: نظر در را x٢ − y٢ = ١ معادله ی

صورت به ͬ کند، م وصل هذلولͬ به را مبدأ که خطͬ بین شده احاطه مساحت حسب بر هذلولوی توابع

ͬ شوند: م تعریف زیر شͺل

١Hyperbolic functions

٣



پس .y = sinh(a) و x = cosh(a) بالا شͺل در

cosh٢ − sinh٢ = ١

ͬ گیریم. م نظر در منفͬ را x محورِ زیر مساحتهای که کنید توجه

در دو هر e−x و ex توابع که گفتیم ͬ کنیم: م معرفͬ رسمͬ صورت به را یادشده توابع حال

پیوسته اند: R سراسر در هم زیر توابع پس پیوسته اند R سراسر

ex + e−x

٢
ex − e−x

٢

ͬ کنیم م تعریف

coshx :=
ex + e−x

٢

sinhx :=
ex − e−x

٢

داریم پس

cosh(x) =

∑∞
n=٠

xn

n!
+
∑∞

n=٠
(−x)n

n!

٢

=

∑∞
n=٠

٢x٢n

٢n!
٢

=
∞∑
n=٠

x٢n

٢n!
∞∑
n=٠

x٢n

٢n!
= ١ +

x٢

٢!
+

x۴

۴!
+ . . .

مشابه، طور به و

sinh(x) =
∞∑
n=٠

x٢n+١

(٢n+ ١)!

.٨ توجه

.١

ex = cosh x+ sinhx

۴



.٢

e−x = coshx− sinhx

.٣

cosh٢ x− sinh٢ x = (coshx− sinhx)(coshx+ sinhx)

بنابراین

cosh٢ x− sinh٢ x = exe−x = ١

.۴

cosh٢ x = ١ + sinh٢ x → cosh٢ x ⩾ ١

طرفͬ از

coshx =
ex − e−x

٢
⩾ ٠

که ͬ گیریم م نتیجه پس

coshx ⩾ ١

.۵

cosh(٠) = ١

.۶

lim
x→+∞

coshx = lim
x→+∞

ex + e−x

٢
= +∞

lim
x→−∞

coshx = +∞

.٧

sinhx =
ex − e−x

٢
=

e٢x − ١
٢ex

x < ٠ ⇒ sinhx ⩽ ٠

x > ٠ ⇒ sinhx ⩾ ٠

.٨

lim
x→+∞

sinhx = +∞

۵



.٩

lim
x→−∞

sinhx = lim
x→−∞

ex − e−x

٢
x=−t
= lim

x→∞

e−t − et

٢
= −∞

.١٠

sinh(−x) = − sinhx

است. فرد تابعͬ sinh یعنͬ

.١١

cosh(−x) = cos x

است. زوج تابعͬ cosh یعنͬ

.١٢

lim
x→٠

sinhx = ٠

است: زیر صورت به sinh تابع نمودار گفته ایم بالا در آنچه طبق

sinh قرمز، نمودار و ͬ دهند م نشان را −١
٢e

−x و ١
٢e

x ترتیب به سبز و آبی نمودارهای بالا شͺل در

است: زیر صورت به cosh تابع نمودار همچنین را.

۶



و ex

٢ ترتیب به سبز و آبی نمودارهای و است شده مشخص قرمز رنگ با cosh نمودار بالا شͺل در

ͬ دهند. م نشان را e−x

٢

هم tanhx = sinhx
coshx

تابع coshx ̸= ٠ و هستند پیوسته R در coshx و sinhx که آنجا از

است. پیوسته R در

tanhx =
ex − e−x

ex + e−x
=

e٢x − ١
e٢x + ١

tanh ٠ = ٠

lim
x→+∞

tanh x = lim
x→+∞

e٢x − ١
e٢x + ١

= lim
x→٠

١ − ١
e٢x

١ + ١
e٢x

= ١

lim
x→−∞

tanhx = −١

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به نیز coth تابع

cothx =
coshx

sinhx
=

ex + e−x

ex − e−x
=

e٢x + ١
e٢x − ١

lim
x→+∞

cothx = lim
x→+∞

١
tanhx

= ١

lim
x→−∞

cothx = lim
x→−∞

١
tanhx

= −١

lim
x→٠+

coth x = lim
x→٠+

e٢x + ١
e٢x − ١

= +∞

lim
x→٠−

cothx = −∞

٧



کشیده ایم: را tanh نمودار زیر در

کشیده ایم: را coth نمودار زیر در

٨



.٩ توجه

sinh(x١ ± x٢) = sinhx١ coshx٢ ± coshx١ sinhx٢ (١)

cosh(x١ ± x٢) = coshx١ coshx٢ ± sinhx١ sinhx٢ (٢)

sinh ٢x = ٢ sinhx coshx (٣)

cosh ٢x = cosh٢ x+ sinh٢ x (۴)

از ͬͽهمسای ͷی در g تابع و باشد پیوسته x٠ ∈ I در f : I(بازه) → R تابع اگر .١٠ قضیه

است. پیوسته x٠ در g ◦ f(x) آنگاه باشد، پیوسته f(x٠) در و شده تعریف f(x٠)

است. پیوسته R سرتاسرِ در زیر تابع .١١ مثال

f(x) = sinh(
١

١ + x٢ )

است. پیوسته R سرتاسر در زیر تابع دهید نشان .١٢ مثال

f(x) =

x tanh ١
x

x ̸= ٠

٠ x = ٠

است). پیوسته تابع دو ترکیب (زیرا است. پیوسته همواره x٠ ̸= ٠ در نظر مورد تابع پاسخ.

:x٠ = ٠ در

lim
x→٠

f(x) = lim
x→٠

x

limx→٠ tanh
١
x
=١︷ ︸︸ ︷

tanh
١
x

= ٠

است. پیوسته نیز x٠ = ٠ در تابع این پس

بولتسانو قضیه ی

اگر که ͬ شود م نتیجه قضیه این از ͬ کند. م بیان را پیوسته توابع از مهمͬ مشخصه ی ٢ بولتسانو قضیه ی

اگر یعنͬ است. بازه ͷی نیز f(I) = {f(x) : x ∈ I} آنگاه باشد پیوسته I بازه ی ͷی در f تابع

f(a) < f(b) باشیم داشته و f(b) دیͽر نقطه ی ͷی در و باشد شده ،f(a) نقطه ͷی در تابع مقدار

ͬ پذیرد. م نیز را f(b) و f(a) بین̞ مقادیر همه ی f تابع̧ آنگاه

٢Bolzano

٩



.f(b) > ٠ و f(a) < ٠ و باشد پیوسته f : [a, b] → R تابع کنید فرض (بولتسانو). ١٣ قضیه

.f(x٠) = ٠ که طوری به است موجود x٠ ∈ [a, b] مانند نقطه ای آنگاه

دهید: قرار اثبات.

A = {x ∈ [a, b]|f(x) < ٠}.

است، کراندار بالا از A مجموعه ی ثانیاً .a ∈ A زیرا است، ناتهͬ A مجموعه ی اولا˟ که کنید دقت

است. آن برای بالا کران ͷی b زیرا

بالاست. کران کوچͺترین دارای R از کراندار بالا از و ناتهͬ مجموعه ی هر تمامیت. اصل

باشد. A بالای کران کوچͺترین x٠ کنید فرض

دارد. اشتراک A با x٠ از ͬͽهمسای هر مشاهده.

کوچͺترین ͬ تواند نم شͺل مطابق x٠ آنگاه ندارد، Aاشتراک با که باشیم داشته x٠ از ͬ ای ͽهمسای اگر

باشد. بالا کران

.f(x٠) = ٠ ادعˁا:

است. مثبت x٠ از (x٠ − h, x٠ + h) ̞ͬͽهمسای ͷی در f پیوستگͬ، به بنا آنگاه f(x٠) > ٠ اگر

١٠



است. تناقض این که دارد، اشتراک A با ͬͽهمسای این گفتیم بالا در آنچه بر بنا

:f(x٠) < ٠ اگر

منفͬ f تابع (x٠ − h, x٠ + h) ̞ͬͽهمسای ͷی در ثالثاً .x٠ ∈ A ثانیاً .x٠ ̸= b اولا حالت این در

x١ ∈ (x٠, x٠ +h) هر یعنͬ .x٠ +h < b که گرفت گونه ای به ͬ توان م را h که کنید توجه است.

بالاست. کران کوچͺترین x٠ اینکه با است متناقض این و است. بزرگتر x٠ از و است A در

بنابراین:

f(x٠) = ٠

است. جواب دارای R در ex = ١
x

معادله ی که دهید نشان .١۴ مثال

که ͬ خواهیم م پاسخ.

f(x) = exx− ١ = ٠

است. پیوسته تابع ͷی f(x)

f(٠) = −١

f(١) = e− ١ > ٠

پس .f(١) > ٠ ، f(٠) < ٠ و است پیوسته و است شده تعریف [٠, ١] بازه ی در f تابع پس

∃x ∈ [٠, ١] f(x) = ٠.

∃x ∈ [٠, ١] exx− ١ = ٠ ⇒ exx = ١

است جواب دارای R در ex = ١
x٢ معادله ی دهید نشان .١۵ مثال

هر برای آنگاه ،f(a) < f(b) و باشد پیوسته [a, b] بازه ی در f(x) اگر میانͬ). (مقدار ١۶ قضیه

.f(x٠) = k که طوری به به است موجود x٠ ∈ [a, b] عنصر k ∈ [f(a), f(b)]

١١



دهید: قرار اثبات.

g(x) = f(x)− k.

داریم

g(a) < ٠

و

g(b) > ٠.

داریم بولتسانو قضیه ی به بنا پس

∃x ∈ [a, b]

g(x) = ٠

یعنͬ

∃x ∈ [a, b] f(x) = k.

١٢
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