
دهم جلسه ی ١

.١ مثال

lim
x→۴

٢x+ ١ = ٩

که کنیم ثابت م خواهیم پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃δϵ > ٠ ∀x (|x− ۴| < δ → |٢x+ ١ − ٩| < ϵ)

م خواهیم

|٢x+ ١ − ٩| < ϵ

م خواهیم یعن

|٢x− ٨| < ϵ

م خواهیم یعن

٢|x− ۴| < ϵ

م خواهیم یعن

|x− ۴| < ϵ

٢
داریم: صورت این در شود. گرفته نظر در δϵ = ϵ

٢ است کاف

|x− ۴| < ϵ

٢
⇒ |٢x− ٨| < ϵ ⇒ |٢x+ ١ − ٩| < ϵ

کنید ثابت .٢ مثال

lim
x→٠

x٣ sin
١
x
= ٠

کنیم ثابت باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃δϵ > ٠ ∀x (|x| < δϵ → |x٣ sin
١
x
| < ϵ)

|x٣| | sin ١
x
|︸ ︷︷ ︸

| sin ١
x
|⩽١

< ϵ

١



باشیم: داشته است کاف

|x٣| < ϵ

یعن

|x|٣ < ϵ

یعن

|x| < ٣
√
ϵ

دهیم: قرار است کاف

δϵ =
٣
√
ϵ

.|x٣ sin(١/x)| ≤ |x٣| < ϵ آنگاه |x| < δϵ = ٣
√
ϵ اگر صورت این در

است: زیر صورت به صفر نزدی در x٣ sin( ١
x
) تابع نمودار

است: زیر صورت به کنیم نگاه بدان دورتر از وقت اما

٢



کنید. دقت بالا ل ش دو هر در مختصات محورهای روی عددهای به

که دهید نشان .٣ مثال

lim
x→٠

ex = ١ = e٠

است.) پیوسته ٠ نقطه ی در ex تابع (یعن

که کنیم ثابت باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ δϵ > ٠ ∀x (|x| < δϵ → |ex − ١| < ϵ)

ex =
∞∑
n=٠

xn

n!
= ١ + x+

x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

ex − ١ = x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

ex − ١ = x(١ +
x

٢!
+

x٢

٣!
+ . . .)

|a+ b| ⩽ |a|+ |b|

|ab| = |a||b|

٣



|ex − ١| ⩽ |x|(١ +
|x|
٢!

+
|x|٢

٣!
+ . . .)︸ ︷︷ ︸

A

اگر که کنیم پیدا گونه ای به را δ م خواهیم

|x| < δ ⇒ A < ϵ

کنید فرض

|x| < ١

آنگاه

|ex − ١| < |x| (١ +
١
٢!

+
١
٣!

+ . . .)︸ ︷︷ ︸
e−١

باشیم داشته است کاف |ex − ١| < ϵ که این برای آنگاه |x| < ١ اگر پس

|x|(e− ١) < ϵ

یعن

|x| < ϵ

e− ١
اگر پس

δ = min{١, ϵ

e− ١
}

.|ex − ١| < ϵ آنگاه |x| < δ اگر آنگاه

باشد شده تعریف x = a نقطه ی محذوف همسای ی در f تابع کنید فرض .۴ قضیه

lim
x→a

f(x) = L ⇐⇒

∀{an}∞n=٠ ({an} 7→ a, an ̸= a ⇒ {f(an)} 7→ L)

a٠ a١ a٢ a٣ . . . → a

f(a٠) f(a١) f(a٢) . . . → L

۴



مقادیر با که هنگام هرگاه است L با برابر x = a در تابع حد که گفته ایم بالا قضیه ی در

x → a وقت تابع، حد ر، دی بیان به شوند. نزدی L به f مقادیرِ شویم، نزدی a به x گسسته ی

میل L به f(an) دنباله ی کند، میل a به دنباله این اگر an دنباله ی هر برای هرگاه است L با برابر

یعن باشد. درست دنباله ها همه ی برای باید بالا گفته ی باشد، L تابع حد که این برای پس کند.

پیدا an نا ثابتِ دنباله  ی است کاف نیست، L با برابر x = x٠ در تابع حد کنیم ثابت که این برای

نقطه  ی در تابع که دهیم نشان که این برای یا نکند. میل L به f(an) ول کند میل a به که کنیم

به هایشان f دنباله ی ول کنند، میل نقطه آن به دو هر که کنیم پیدا دنباله  دو است کاف ندارد حد

باشد. را هم مختلف اعداد

ندارد. حد x = ٠ در sin ١
x

تابع دهید نشان .۵ مثال

+sin(۴nپاسخ. ١)π٢ = ١

sin(۴n+ ٣)π٢ = −١

{sin(١/an)} دنباله ی باید شویم، نزدی صفر به که {an} دنباله ی هر با باشد، L برابر تابع حد اگر

یرید: ب نظر در را زیر دنباله های کند. میل L به

an =
١

(۴n+ ١)π٢

bn =
١

(۴n+ ٣)π٢
داریم:

lim
n→∞

an = ٠ an ̸= ٠

lim
n→∞

bn = ٠ bn ̸= ٠

یرید. ب نظر در زیر صورت به را dn و cn دنباله های حال

cn = {sin(an)} = {١}

dn = {sin(bn)} = {−١}

ندارد. حد x = ٠ نقطه ی در تابع است، متفاوت dn و cn دنباله های حد که آنجا از

۵



است: زیر صورت به sin( ١
x
) تابع نمودار

است: زیر صورت به صفر نزدی در x sin(١/x) تابع نمودار

است: زیر ل ش به کنیم نگاه آن به دورتر فاصله ی از اگر اما

۶



به شویم دورتر هم این از اگر کنید. دقت محورها روی شده نوشته اندازه های به بالا ل ش دو در

م رسیم: زیر ل ش

دارد. حد x = ١ در تنها زیر تابع کنید ثابت .۶ مثال

f(x) =

١ x ∈ Q

x x ∈ R−Q

که باشد صورت به {an} دنباله ی کنید فرض پاسخ.

an 7→ a ̸= ١

٧



باشند گویا anها همه ی و

{f(an)} = {١}

و باشند گویا غیر جملاتش همه ی bn دنباله ی کنید فرض حال

bn 7→ a ̸= ١

{f(bn)} = {bn} 7→ a ̸= ١

ندارد. حد a ̸= ١ هیچ در تابع پس

که طوری به باشد دلخواه دنباله ای {an} کنیم فرض

lim
n→∞

an = ١

ادعا: گنگ. برخ و گویایند دنباله این جملات برخ

lim
n→∞

f(an) = ١

که دهیم نشان باید منظور این برای

∀ϵ ∃N ∈ N ∀n > N |f(an)− ١| < ϵ

داریم

lim
n→∞

an = ١

٨



∀ϵ > ٠ ∃N ∈ N ∀n > N |an − ١| < ϵ

توجه

f(an) =

١ an ∈ Q

an an /∈ Q

که گفتیم

∀n > N١ |an − ١| < ϵ

پس

∀n > N١

f(an) = an ⇒ |f(an)− ١| < ϵ

f(an) = ١ ⇒ |f(an)− ١| < ϵ

.|f(an)− ١| < ϵ آنگاه n > N اگر صورت هر در پس

و باشد شده تعریف x٠ نقطه ی محذوف همسای ی در f : D → R تابع کنید فرض .٧ مثال

lim
x→x٠

f(x) = L

یعن است. مثبت x٠ نقطه ی از محذوف همسای ی در f تابع آنگاه L > ٠ و

∃δ > ٠ ∀x [x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ) → f(x) > ٠]

تواند نم x٠ در آن حد باشد، منف x٠ نقطه ی از محذوف همسای ی در f تابع اگر ر دی بیان به

شود. مثبت

اثبات.

lim
x→x٠

f(x) = L > ٠ ⇒

∀ϵ > ٠ ∃δϵ > ٠ ∀x (٠ < |x− x٠| < δ → |f(x)− L| < ϵ)

∀x (٠ < |x− x٠| < δ → L− ϵ < f(x) < L+ ϵ)

آنگاه ٠ < ϵ < L که یریم ب نظر در صورت به را ϵ اگر .L > ٠ گفتیم

∃δϵ ∀x (٠ < |x− x٠| < δ → f(x) > L− ϵ > ٠)

٩



و باشند شده تعریف x٠ نقطه ی محذوف همسای ی در g و f کنید فرض (یادآوری). ٨ لم

باشند. موجود limx→x٠ g(x) و limx→x٠ f(x)

.١

lim
x→x٠

f(x)± g(x) = lim
x→x٠

f(x)± lim
x→x٠

g(x)

.٢

lim
x→x٠

f(x)g(x) = lim
x→x٠

f(x) lim
x→x٠

g(x)

.٣

lim
x→x٠

f(x)

g(x)
=

limx→x٠ f(x)

limx→x٠ g(x)

نشود. صفر نظر مورد همسای در g(x) ه صورتی در

x = x٠ در را f تابع باشد، شده تعریف x٠ نقطه ی همسای ی در f تابع کنید فرض .٩ تعریف

هرگاه م خوانیم پیوسته

lim
x→x٠

f(x) = f(x٠)

هرگاه ر دی بیان به

lim
h→٠

f(x٠ + h) = f(x٠)

یرید. ب نظر در را h = x− x٠ متغیرِ تغییر اول تعریف در است کاف دوم، تعریف به رسیدن برای

{an} → x٠ اگر {an} دنباله ی هر برای هرگاه است پیوسته x٠ نقطه ی در f تابع ر دی بیان به

آنگاه

{f(an)} → f(x٠)

یادآوری limx→٠ e
x = e٠ = ١ که کردیم ثابت است. پیوسته x = ٠ نقطه ی در ex تابع .١٠ مثال

است. R تمام ex تابع دامنه ی که م کنیم

است. پیوسته x٠ ∈ R نقاط تمام در ex که دهید نشان .١١ مثال

پاسخ.

lim
h→٠

ex٠+h = lim
h→٠

ex٠ × eh = ex٠

١٠



که دهید نشان .١٢ مثال

lim
x→∞

ex = +∞

داریم پاسخ.

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

پس

∀x > ٠ ex > ١ + x

پس

lim
x→+∞

ex = +∞

١١
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