
اول جلسه ی ١

Calculus واژه ی ͬ دهم. م کوتاهͬ توضیح حساب درباره ی کنیم شروع رسماً را درس آنکه از پیش

در را، واژه این ͬ شود. م استفاده آن از دستͬ چرتکه های در که است ͬͺکوچ سنگ معنͬ به لاتین در

کرده اند. ترجمه حساب) (یا حسابان آن، اصطلاحͬ لغت

از صحبت که آنجا انتگرال. حساب و دیفرانسیل حساب دارد، حساب دو به اشاره حسابان

دیفرانسیل حساب با است، دیͽری کمیت ͷکوچ بی نهایت تغییرات حسب بر کمیت ͷی تغییرات

که ∆x
∆t

با است برابر t + ∆t و t زمانهای بین در جسم ͷی متوسط سرعت مثلا́ داریم. کار و سر

لحظه ی در جسم ͷی لحظه ای سرعت محاسبه ی برای حال است. جسم جابجایی میزان ∆x آن در

نشان dx
dt

با را کمیت این بدانیم. t از پس ͷکوچ بی نهایت زمانͬ در را آن مͺان تغییر میزان باید t

است. مشͺل ساز مفاهیم از ͷکوچ بی نهایت مفهوم ͬ دهیم. م

این از منظور مثلا ͬ کنند. م تعبیر کافͬ اندازه ی به شدن ͷنزدی با را ͷکوچ بی نهایت حساب در

که است این v با است برابر t لحظه ی در جسم سرعت که

lim
∆t→٠

∆x/∆t = v.

به دلخواه» «اندازه ی به بدینسان و کرد کوچͺتر و کوچͺتر کافͬ» اندازه ی «به را زمانها ͬ شود م یعنͬ

شد. ͷنزدی v لحظه ایِ سرعتِ

و خرگوش تناقض گفته، این مؤید است. دشوار چیزی به شدن ͷنزدی بی نهایت درک که گفتم

خرگوش سرعت است. شده سرعت مسابقه وارد لاک پشتͬ با خرگوشͬ کنید فرض است. لاک پشت

است. ایستاده لاک پشت از عقبتر قدم ده خرگوش اما است، بیشتر پشت لاک سرعت از برابر چندین

برای ͬ رسد: نم لاک پشت به هیچͽاه خرگوش زیر، استدلال با ͬ کنند. م دویدن به شروع همزمان آنها

زمانͬ تا است. آن در لاک پشت که برسد نقطه ای به نخست باید برسد، لاک پشت به خرگوش که این

است! رفته نقطه آن از لاک پشت برسد نقطه بدان خرگوش که

«تعدادی به منحنͬ، ͷی زیر مساحت محاسبه ی برای است: انتگرال حساب حساب، دیͽر بخش

زیر مساحت به دلخواه» اندازه ی هر «به آنها مساحت مجموع که نیازمندیم آن زیر مستطیل کافͬ»

این جمع است. dx با برابر آنها قاعده ی و f(x) با برابر مستطیلها این ارتفاع شود. ͷنزدی منحنͬ

ͬ دهیم. م نشان
∫
f(x)dx با را

∑
f(x).dx عبارت یعنͬ مقادیر،
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حساب: اساسͬ قضیه ی به بنا حسابند! ͷی واقع در انتگرال و دیفرانسیل ∫حساب b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)

خودِ تابع. ͬ شود م مشتق انتگرالِ یعنͬ

مهم رابطه ی چند

هستیم: زیر روابط یادآوری نیازمند بحث به ورود برای

برنولͬ: نامساوی •

∀a ⩾ −١ ∈ R ∀n ∈ N (١ + a)n ⩾ ١ + na

•

١ + ٢ + ...+ n =
n(n+ ١)

٢

•

١٢ + ٢٢ + ...+ n٢ =
n(n+ ٢)(١n+ ١)

۶

•

a٠ + a١ + a٢ + ...+ an =
١ − an+١

١ − a

•

(a+ b)n =
n∑

i=٠

(
n

i

)
aibn−i

.
(
n
i

)
=

∑
n!

i!(n−i)!
آن در که

دنباله ها

زیر: صورت به حقیقͬ اعداد از نامتناهͬ لیستͬ یعنͬ ما برای دنباله

a١, a٢, . . .

کنیم. تعریف دقیقتر را دنباله ها بیایید پس ͬ شود. م شمرده طبیعͬ اعداد توسط نامتناهͬ لیست هر
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زیر صورت به R به N از تابعͬ یعنͬ دنباله .١ تعریف

f : N → R,

n 7→ an

ͬ خوانیم. م دنباله عمومͬ جمله ی را an باشد، معلوم f ضابطه ی هرگاه

ͬ دهیم. م نشان (an) {an}و ،(an)∞n=١ ،{an}∞n=١ نمادهای با را دنباله .٢ توجه

بیابید. را زیر دنباله ی عمومͬ جمله ی .٣ مثال

٣
۵
,
−۴
۵

,
۵

١٢۵
,
−۶
۶٢۵

,
٧

٣١٢۵
, ...

an = (−١)n+١n+٢
۵n پاسخ.

بنویسید. را زیر دنباله ی اول جمله ی چند .۴ مثال

f : N → R, f(n) =
n∑

k=١

١
k!

حل: پاسخ.

a١ = ١
١! •

a٢ = ١
١! +

١
٢! •

a٣ = ١
١! +

١
٢! ++ ١

٣! •

در باشد جهان جمعیت an کنید فرض نیستند: مشخص عمومͬ جمله ی دارای دنباله ها لزوما

بسط در اعشار از بعد رقم امین n با باشد برابر bn کنید فرض یا امسال. از پس سال n مهرماه˼ اول

.π عددِ اعشاری

میلادی) ١٣ قرن (در فیبوناچͬ ͬ شود. م تعریف بازگشتͬ صورت به دنباله ͷی ضابطه ی گاهͬ

بعد خرگوش جفت هر که بدانیم و داریم خرگوش جفت ͷی کنیم فرض است: پرسیده را زیر سوال

بیابید. nام ماه در را خرگوش ها تعداد ͬ کنند. م تولید دیͽر جفت ͷی ماهͬ ماه، دو از
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پاسخ.

داریم. ماهه ٠ خرگوش جفت ͷی اول ماه در یعنͬ a١ = ١ •

داریم. ماهه ͷی خرگوش جفت ͷی دوم ماه در a٢ = ١ •

ͬ کند، م تولید ماهه ٠ خرگوش جفت ͷی که داریم ماهه دو خرگوش جفت ͷی سوم، ماه در •

.a٣ = ١ + ١ = ٢ = a١ + a٢ پس

و ͬ کند م تولید تازه جفت ͷی که داریم ماهه ٣ خرگوش جفت ͷی چهارم ماه در بدین ترتیب •

.a۴ = ١ + ١ + ١ = ٣ = a٣ + a٢ پس ماهه؛ ١ خرگوش جفت ͷی

.an+٢ = an + an+١ که کرد بررسͬ ͬ توان م صورت بدین و •

درباره ی ͬ پدیا ͺوی صفحه ی در ͬ کنم م پیشنهاد ندارد!  اهمیت فقط خرگوشها خاطر به فیبوناچͬ دنباله ی

https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_number کنید: مطالعه بیشتر دنباله این

بنویسید: بازگشتͬ صورت به را زیر دنباله ی عمومͬ جمله ی .۵ مثال

a١ = ١, a٢ =
√

٢, a٣ =

√
١ +

√
٢, a۴ =

√
١ +

√
١ +

√
٢, . . .

a١ = ١, an+١ =
√

١ + an پاسخ.

دنباله ها حد

بزرگتر n چه هر ͬ آید م نظر به ولͬ نیست معلوم دنباله این انتهای چند هر بͽیرید. نظر در را ١
n

دنباله ی

جملات که بͽوییم ͬ توانیم م چͽونه ͬ کنند. م تجمع صفر ͬͺنزدی در بیشتر دنباله جملات ͬ شود، م

ͬ شوند؟ م ͷنزدی صفر به بی نهایت دنباله این

ͷی از دلخواه اندازه ی هر به anها هرگاه همͽراست L به an دنباله ی ͬ گوییم م رسمͬ: غیر تعریف

شوند. ͷنزدی L به بعد به ما) دلخواه اندازه ی به (وابسته بزرگ کافͬ اندازه ی به n

آنجا از ͬ کنند. م بازی کلیدی نقش کافͬ» «اندازه ی و دلخواه» «اندازه ی عبارت دو بالا تعریف در

۴

https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_number


این جملات که فاصله ی که این بیان برای نوشت، ͬ توان نم مستقیماً را شدن» ͷنزدی «بی نهایت که

نیازمندیم. تعبیر دو این به است، ͷکوچ بی نهایت حدشان از دنباله

(ریاضͬ). ۶ تعریف

lim
n→∞

an = L ⇐⇒ ∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > N |an − L| < ϵ.

بدهم، شما به من که ϵ هر برای باید است، L با برابر an دنباله ی حد که ͬ کنید م ادعا وقتͬ پس

جملاتِ همه ی که شوم مطمئن که طوری به بازگردانید من به Nϵ ͷی شما

aN , aN+١, aN+٢, . . .

نزدیͺند). L به ϵ اندازه ی به (يعنͬ ͬ شوند م واقع (L− ϵ, L+ ϵ) بازه ی در

هرگاه ͬ خوانیم م همͽرا را an دنباله ی .٧ تعریف

∃L lim
n→∞

an = L.

ͬ خوانیم. م واگرا را دنباله این صورت، این غیر در

.limn→∞
١
n
= ٠ که کنید ثابت .٨ مثال

داشته n > Nϵ برای که بیابیم طوری را Nϵ بخواهیم و باشد شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض پاسخ:

هر برای هر برای که است واضح .n > ١
ϵ

باشیم داشته باید | ١
n
| < ϵ اینکه برای .| ١

n
| < ϵ باشیم

داریم .Nϵ = [١
ϵ
] + ١ ͬ دهیم م قرار پس .| ١

n
| < ϵ داریم n١

ϵ
طبیع̞ͬ عدد

∀ϵ > ٠ ∀n > Nϵ = [١/ϵ] + ١ |١/n| < ϵ.

limn→∞
١
nr = ٠ که کنید ثابت باشد. مثبت گویای عدد ͷی r که کنید فرض .٩ مثال

یعنͬ nr > ١
ϵ

ͬ خواهیم م پس .| ١
nr | < ϵ بخواهیم و باشد شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض پاسخ:

آنگاه باشد r

√
١
ϵ

از بزرگتر طبیعͬ عدد ͷی N اگر .n > r

√
١
ϵ

∀n > N | ١
nr

| < ϵ.

کنید. تحقیق را حاصل و بͽیرید ٢
٣ را r بالا مثال در

۵



limn→∞
۴n٢+٢n
n٢+٢ = ۴ که کنید ثابت .١٠ مثال

که داد نشان باید پاسخ:

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ |۴n
٢ + ٢n

n٢ + ٢
− ۴| < ϵ.

باشیم داشته Nϵ ͷی از بزرگتر های n برای که بخواهیم و باشد شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض

.|۴n٢+٢n
n٢+٢ − ۴| < ϵ

محاسبات:

|۴n
٢ + ٢n

n٢ + ٢
− ۴| < ϵ ⇒ |۴n

٢ + ٢n− ۴n٢ − ٨
n٢ + ٢

| < ϵ ⇒ |٢n− ٨
n٢ + ٢

| < ϵ ⇒

| n
٢ + ٢

٢n− ٨
| < ١

ϵ
.

باشیم داشته بعد به جایی از ͬ خواهیم م پس

n٢ + ٢
٢n− ٨

>
١
ϵ
.

N > ٢
ϵ

اگر .n٢+٢
٢n−٨ > ١

ϵ
که است واضح n

٢ > ١
ϵ

که جا هر پس .n٢+٢
٢n−٨ ≥ n٢

٢n = n
٢ که کنید توجه

آنگاه باشد، طبیعͬ عدد ͷی

∀n > N
n

٢
>

١
ϵ

پس

∀n > N
n٢ + ٢
٢n− ٨

>
١
ϵ

پس

∀n > N
٢n− ٨
n٢ + ٢

< ϵ

یعنͬ

∀n > N |an − ۴| < ϵ.

آن گاه an, bn ̸= ٠ اگر که داد نشان ͬ توان م مشابه روش به .١١ توجه

lim
n→∞

anx
n + an−١x

n−١ + . . .+ a٠

bnxn + bn−١xn−١ + . . .+ b٠
=

an
bn

۶
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