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مقدمه ١ . ١

این .{١, ٢, ٣, . . .} چون اعدادی یعنͬ بوده اند، طبیعͬ اعداد بشر توسط شناخته شده اعداد نخستین

کاربردی هر برای دارائیها. و اموال گوسفندان، شمارش مثلا́ ͬ شده  اند؛ م استفاده شمارش برای اعداد

ولͬ است. آسانͬ کار خطͺش ͷی از استفاده با طبیعͬ ͷی طول به پاره خطͬ رسم نیز، هندسه در

شاید مثلا́ است. نیاز هم طبیعͬ اعداد از غیر دیͽری اعداد به که است شده معلوم ابتدا همان از احتمالا˟

(کسری) گویا اعداد کشف موجب نان، قرص ͷی نصف مثلا́ اجسام، از قطعاتͬ از استفاده لزوم

الͽوریتم از استفاده با رو این از و است، طبیعͬ عدد دو از قسمتͬ خارج گویا عدد هر باشد. شده

گرفت نظر در متناوب نامتناه̞ͬ یا متناهͬ اعشاری نمایش ͷی ͬ توان م گویا عدد هر برای اقلیدسͬ،

خارج ͬ کنیم، م تقسیم ٣ بر را ٧ عدد نخست ، ٧
٣ نمایش برای مثلا́ دارد). اثبات به نیاز گفته این (البته

اقلیدسͬ الͽوریتم ͷکم با ͬ کنیم. م تقسیم ٣ بر دوباره را تقسیم باقیمانده و ͬ داریم م نگه را قسمتش

راحتͬ به هم گویا طولهای به ͬ رسیم. م یادشده عدد برای ٢٫ ٣٣ . . . نمایش̞ به روش این ادامه ی با

کنید). ارائه کار این برای روشͬ کنید (سعͬ کرد رسم پاره خط پرگار و خطͺش از استفاده با ͬ توان م

سوالِ این پاسخ هستند؟ طبیعͬ) عدد دو قسمت خارج صورت به (یعنͬ گویا طولها، همه ی آیا اما

است. دیفرانسیل حساب درس معرفͬ برای مناسبی شروع گیج کننده ، بواقع و ساده ظاهر به

از استفاده با باشد. ١ قائمه اش زاویه ی ضلع دو طول که بͽیرید نظر در را قائم الزاویه مثلثͬ

دبیرستانͬ روشهای با .
√

٢ با است برابر مثلث این وتر طول که ͬ دانیم م ͷنی فیثاغورث فرمول

بنابراین نوشت. طبیعͬ عدد دو از خارج قسمتͬ صورت به ͬ توان نم را عدد این که کرد تحقیق ͬ توان م

چندان
√

٢ طول به پاره خطͬ رسم حال، این با است. نامتناوب و نامتناهͬ عدد، این اعشاری نمایش

نظر در r شعاع به دایره ای دیͽر، مثال عنوان به اما بͺشیم. را یادشده مثلث است کافͬ نیست. دشوار

شبیه ماهیتͬ هم π عدد است. π عددِ با برابر آن، قطر به دایره این محیط نسبت که ͬ دانیم م بͽیرید.

جبری)  تکنیͺهای از استفاده (با امروزه هست: هم بغرنجتر عدد این وضعیت دارد.
√

٢ همان به

وارد کرد. رسم پرگاری و خطͺش روشهای از استفاده با ͬ توان نم را π طول به خطͬ که ͬ دانیم م

صورت به که هستند اعشاری ای اعداد اینها دوی هر که است این مهم ͬ شویم، نم پیچیده جزئیات

اعداد، بااین کار سختͬ ͬ کنند. نم پیروی شونده ای تکرار الͽوی هیچ از ولͬ دارند ادامه پایان بدون

آنهاست. نمایش بودن نامتناهͬ

وجود موضوعه ای، اصول ریاضیاتِ در است. ریاضیات اسرارآمیز مفاهیم از بودن، نامتناهͬ

مفهومͬ ریاضیدانان برای بی نهایت اصل، این پذیرش محض به است. موضوعه» «اصل ͷی بی نهایت

۵



اهداف جزو بی نهایتها مبحث به دقیق شدن وارد ͬ شود. م مختلف اندازه های دارای حتͬ و درک قابل

دقیقاً آن، بزرگ متناهͬ بخشهای گرفتن نظر در وسیله ی به بی نهایت درک ولͬ نیست، درس این

ͬ توان نم کرد. تصور ͬ توان نم را پله بی نهایت دارای راه پله ͷی مثال، برای ماست. نظر مورد موضوع

اول پله ی ١٠٠٠ ͬ توان م ولͬ ͬ افتد، م اتفاقͬ چه آن بالای قسمتهای در و چیست آن انتهای که فهمید

به و رفت بالا را آن از پله میلیون ١ ͬ توان م نبود کافͬ درک این اگر رسید. درکͬ به و رفت بالا را

ولͬ رفت، بالا را آن از پله دلخواه (متناه̞ͬ) تعدادِ هر به ͬ توان م ترتیب بدین رسید. بهتری درک

را گنگ عدد هر است. همینگونه وضع هم گنگ اعداد مورد در رفت. پیش آن نهایتِ تا ͬ شود نم

آن ˁک͒ل به ͬ توان نم هیچͽاه ولͬ زد تقریب متناهͬ اعشاری بسطهای با دلخواه ی اندازه هر به ͬ توان م

ͷنزدی گویا اعداد از «دنباله ای» با دلخواه اندازه ی هر به ͬ توان م گنگ عدد هر به دیͽر، بیان به رسید.

بی نهایت کرد. «ͷبی نهایت کوچ» گنگ، عدد ͷی از را خود فاصله ی ͬ شود م دیͽر، بیان به باز شد.

است. حساب در مهم موضوعات از پارامتر، ͷی به شدن ͷنزدی

زمان در جسم آن مͺان تغییر مقدار بدانیم باید t لحظه ی در جسم ͷی سرعت محاسبه ی برای

به است. متوسط سرعت نوع ͷی لحظه ای، سرعت پس است. چقدر t به ͷنزدی ِͷکوچ بی نهایت

یافتن برای ولͬ کرد، حساب را ∆(x)/∆(t) باید جسم ͷی متوسط سرعت یافتن برای بهتر، بیان

که گونه همان کرد. حساب t به ͷنزدی بی نهایت زمان در را متوسط سرعت باید لحظه ای سرعت

فاصله ی متناهͬ، مراحل در ͬ شود م ولͬ نیست، ممͺن t زمان به شدن ͷنزدی بینهایت شد، داده شرح

ͷی پیوسته ی تغییرهای دقیقاً حساب، موضوع کرد. کم دلخواه اندازه ی هر به t زمان از از را خود

نمادگذاری با و سرعت، مثال در است. دیͽر متغیری ͷکوچ بی نهایت تغییرهای حسب بر متغیر

بینهایت تغییرات نشانگر ترتیب به dt و dx آن در که است dx
dt

محاسبه ی هدف واقع در لایبنیتز

تغییرات حسبِ بر متغیر ͷی تغییرات مطالعه ی به که حساب از بخشͬ به هستند. t و x ِͷکوچ

بخش حساب اما ͬ شود. م گفته دیفرانسیل» «حساب ͬ پردازد، م دیͽر متغیر ͷی ِͷکوچ بی نهایت

دارد. نیز دیͽری

شͺل ͷی مساحت محاسبه ی برای ͬ دانیم. م دبستان از را مستطیل ͷی مساحت محاسبه ی نحوه ی

برای گرفت. نظر در را آن درون مستطیلهای همه ی مساحتهای مجموع ͬ توان م انحنا، دارای پیچیده ترِ

«مجموع ͷی نهایتاً و کرد کوچͺتر و کوچͺتر را مستطیلها باید شود، حاصل منحنͬ شͺل که این

S حرفِ یادآورِ که کرد استفاده
∫

علامت از مجموع این برای لایبنیتز گرفت. نظر در را نامتناهͬ»

۶



بالا، گفته های به بنا که آنجا از ١ است. «مجموع» معنͬ به آلمانͬ در که Summe کلمه ی در است

اندازه ی هر به مناسب متناهͬ تقریبهای با کار این برای باید است، نایافتنͬ دست مقدار نامتناهͬ جمع̧

به گرفت. «حد» باید دیͽر بیان به و شد ͷنزدی مساحت) (یعنͬ نظر مورد جمع حاصل به دلخواه

ͬ گویند. م انتگرال» «حساب ͬ پردازد، م موضوع بدین که دیفرانسیل حساب از بخشͬ

با گاهͬ را ایندو انتگرال. حساب و دیفرانسیل حساب دارد: بخش دو حساب، که گفتیم اینجا تا

اساسͬ قضیه ی واقع در است. درست هم آنها دوی هر خواندن حساب اما ͬ خوانند. م «حسابان» هم

ͷی هر دقیقتر، بیان (به مربوطند هم با بخش دو این که است این بیانگر انتگرال، و دیفرانسیل حساب

است: زیر فشرده ی صورت دارای (f تابع̧ روی شرایطͬ (تحت قضیه این است). دیͽری برعکس

∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)

از است تابع تغییر میزان با برابر مشتق، منحنͬ زیر مساحت بͽیریم، مشتق تابع ͷی از اگر یعنͬ،

تابع. خودِ ͬ شود م تابع ͷی مشتق انتگرالِ غیردقیق، بیان به پایان. نقطه ی تا شروع نقطه ی

مقدمه بͽذارید پرداخت. خواهیم دقیق طور به ترم طول در شد، گفته بالا در که آنچه همه ی به

ترجمه حساب را آن که calculus واژه ی که این نخست بریم. پایان به عمومͬ نکته ی دو ذکر با را

دوم ͬ شود. م استفاده چرتکه در آنها از که است ͬͺکوچ سنگهای معنͬ به و لاتین اصل در کرده اند،

و انگلستان در نیوتون شد، داده شرح بالا در که گونه ای به و آن مˀدرنِ معنͬ در را، حساب که این

را لایبنیتز سپس نیوتون داده اند. بسط یͺدیͽر از بی خبر و مستقل و همزمان طور به آلمان در لایبنیز

علمͬ قدرت و نفوذ از استفاده با و ناحق به را ادعا این و است کرده خود آثار کپی برداری به متهم

به را حساب یافتن اعتبار امروز است. رسانده اثبات به انگلستان در دادگاهͬ در خود اجتماعͬ و

ابتکاری نمادهای dx,
∫

مانند حساب معروف نمادگذاریهای از بسیاری ولͬ، ͬ دهند م آنها دوی هر

هستند. لایبنیتز

summation ͬ شود م انگلیسͬ به ١و

٧



اول جلسه ی ١ . ٢

Calculus واژه ی ͬ دهم. م کوتاهͬ توضیح حساب درباره ی کنیم شروع رسماً را درس آنکه از پیش

در را، واژه این ͬ شود. م استفاده آن از دستͬ چرتکه های در که است ͬͺکوچ سنگ معنͬ به لاتین در

کرده اند. ترجمه حساب) (یا حسابان آن، اصطلاحͬ لغت

از صحبت که آنجا انتگرال. حساب و دیفرانسیل حساب دارد، حساب دو به اشاره حسابان

دیفرانسیل حساب با است، دیͽری کمیت ͷکوچ بی نهایت تغییرات حسب بر کمیت ͷی تغییرات

که ∆x
∆t

با است برابر t + ∆t و t زمانهای بین در جسم ͷی متوسط سرعت مثلا́ داریم. کار و سر

لحظه ی در جسم ͷی لحظه ای سرعت محاسبه ی برای حال است. جسم جابجایی میزان ∆x آن در

نشان dx
dt

با را کمیت این بدانیم. t از پس ͷکوچ بی نهایت زمانͬ در را آن مͺان تغییر میزان باید t

است. مشͺل ساز مفاهیم از ͷکوچ بی نهایت مفهوم ͬ دهیم. م

این از منظور مثلا ͬ کنند. م تعبیر کافͬ اندازه ی به شدن ͷنزدی با را ͷکوچ بی نهایت حساب در

که است این v با است برابر t لحظه ی در جسم سرعت که

lim
∆t→٠

∆x/∆t = v.

به دلخواه» «اندازه ی به بدینسان و کرد کوچͺتر و کوچͺتر کافͬ» اندازه ی «به را زمانها ͬ شود م یعنͬ

شد. ͷنزدی v لحظه ایِ سرعتِ

و خرگوش تناقض گفته، این مؤید است. دشوار چیزی به شدن ͷنزدی بی نهایت درک که گفتم

خرگوش سرعت است. شده سرعت مسابقه وارد لاک پشتͬ با خرگوشͬ کنید فرض است. لاک پشت

است. ایستاده لاک پشت از عقبتر قدم ده خرگوش اما است، بیشتر پشت لاک سرعت از برابر چندین

برای ͬ رسد: نم لاک پشت به هیچͽاه خرگوش زیر، استدلال با ͬ کنند. م دویدن به شروع همزمان آنها

زمانͬ تا است. آن در لاک پشت که برسد نقطه ای به نخست باید برسد، لاک پشت به خرگوش که این

است! رفته نقطه آن از لاک پشت برسد نقطه بدان خرگوش که

«تعدادی به منحنͬ، ͷی زیر مساحت محاسبه ی برای است: انتگرال حساب حساب، دیͽر بخش

زیر مساحت به دلخواه» اندازه ی هر «به آنها مساحت مجموع که نیازمندیم آن زیر مستطیل کافͬ»

این جمع است. dx با برابر آنها قاعده ی و f(x) با برابر مستطیلها این ارتفاع شود. ͷنزدی منحنͬ

ͬ دهیم. م نشان
∫
f(x)dx با را

∑
f(x).dx عبارت یعنͬ مقادیر،

٨



حساب: اساسͬ قضیه ی به بنا حسابند! ͷی واقع در انتگرال و دیفرانسیل ∫حساب b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)

خودِ تابع. ͬ شود م مشتق انتگرالِ یعنͬ

مهم رابطه ی چند

هستیم: زیر روابط یادآوری نیازمند بحث به ورود برای

برنولͬ: نامساوی •

∀a ⩾ −١ ∈ R ∀n ∈ N (١ + a)n ⩾ ١ + na

•

١ + ٢ + ...+ n =
n(n+ ١)

٢

•

١٢ + ٢٢ + ...+ n٢ =
n(n+ ٢)(١n+ ١)

۶

•

a٠ + a١ + a٢ + ...+ an =
١− an+١

١− a

•

(a+ b)n =
n∑

i=٠

(
n

i

)
aibn−i

.
(
n
i

)
=

∑
n!

i!(n−i)!
آن در که

دنباله ها

زیر: صورت به حقیقͬ اعداد از نامتناهͬ لیستͬ یعنͬ ما برای دنباله

a١, a٢, . . .

کنیم. تعریف دقیقتر را دنباله ها بیایید پس ͬ شود. م شمرده طبیعͬ اعداد توسط نامتناهͬ لیست هر

٩



زیر صورت به R به N از تابعͬ یعنͬ دنباله .١ تعریف

f : N→ R,

n 7→ an

ͬ خوانیم. م دنباله عمومͬ جمله ی را an باشد، معلوم f ضابطه ی هرگاه

ͬ دهیم. م نشان (an) {an}و ،(an)∞n=١ ،{an}∞n=١ نمادهای با را دنباله .٢ توجه

بیابید. را زیر دنباله ی عمومͬ جمله ی .٣ مثال

٣
۵
,
−۴
٢۵

,
۵

١٢۵
,
−۶
۶٢۵

,
٧

٣١٢۵
, ...

an = (−١)n+١n+٢
۵n پاسخ.

بنویسید. را زیر دنباله ی اول جمله ی چند .۴ مثال

f : N→ R, f(n) =
n∑

k=١

١
k!

حل: پاسخ.

a١ = ١
١! •

a٢ = ١
١! +

١
٢! •

a٣ = ١
١! +

١
٢! +

١
٣! •

در باشد جهان جمعیت an کنید فرض نیستند: مشخص عمومͬ جمله ی دارای دنباله ها لزوما

بسط در اعشار از بعد رقم امین n با باشد برابر bn کنید فرض یا امسال. از پس سال n مهرماه˼ اول

.π عددِ اعشاری

میلادی) ١٣ قرن (در فیبوناچͬ ͬ شود. م تعریف بازگشتͬ صورت به دنباله ͷی ضابطه ی گاهͬ

بعد خرگوش جفت هر که بدانیم و داریم خرگوش جفت ͷی کنیم فرض است: پرسیده را زیر سوال

بیابید. nام ماه در را خرگوش ها تعداد ͬ کنند. م تولید دیͽر جفت ͷی ماهͬ ماه، دو از

١٠



پاسخ.

داریم. ماهه ٠ خرگوش جفت ͷی اول ماه در یعنͬ a١ = ١ •

داریم. ماهه ͷی خرگوش جفت ͷی دوم ماه در a٢ = ١ •

ͬ کند، م تولید ماهه ٠ خرگوش جفت ͷی که داریم ماهه دو خرگوش جفت ͷی سوم، ماه در •

.a٣ = ١ + ١ = ٢ = a١ + a٢ پس

و ͬ کند م تولید تازه جفت ͷی که داریم ماهه ٣ خرگوش جفت ͷی چهارم ماه در بدین ترتیب •

.a۴ = ١ + ١ + ١ = ٣ = a٣ + a٢ پس ماهه؛ ١ خرگوش جفت ͷی

.an+٢ = an + an+١ که کرد بررسͬ ͬ توان م صورت بدین و •

درباره ی ͬ پدیا ͺوی صفحه ی در ͬ کنم م پیشنهاد ندارد!  اهمیت فقط خرگوشها خاطر به فیبوناچͬ دنباله ی

https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_number کنید: مطالعه بیشتر دنباله این

بنویسید: بازگشتͬ صورت به را زیر دنباله ی عمومͬ جمله ی .۵ مثال

a١ = ١, a٢ =
√

٢, a٣ =

√
١ +
√

٢, a۴ =

√
١ +

√
١ +
√

٢, . . .

a١ = ١, an+١ =
√

١ + an پاسخ.

دنباله ها حد

بزرگتر n چه هر ͬ آید م نظر به ولͬ نیست معلوم دنباله این انتهای چند هر بͽیرید. نظر در را ١
n

دنباله ی

جملات که بͽوییم ͬ توانیم م چͽونه ͬ کنند. م تجمع صفر ͬͺنزدی در بیشتر دنباله جملات ͬ شود، م

ͬ شوند؟ م ͷنزدی صفر به بی نهایت دنباله این

ͷی از دلخواه اندازه ی هر به anها هرگاه همͽراست L به an دنباله ی ͬ گوییم م رسمͬ: غیر تعریف

شوند. ͷنزدی L به بعد به ما) دلخواه اندازه ی به (وابسته بزرگ کافͬ اندازه ی به n

که آنجا از ͬ کنند. م بازی کلیدی نقش کافͬ» «اندازه ی و دلخواه» «اندازه ی عبارت دو بالا تعریف در

١١
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دنباله این جملات فاصله ی که این بیان برای نوشت، ͬ توان نم مستقیماً را شدن» ͷنزدی «بی نهایت

به و کافͬ اندازه ی به تعبیرِ دو بردن کار به زیرکارنه ی روش از است، ͷکوچ بی نهایت حدشان از

ͬ کنیم. م استفاده دلخواه اندازه ی

(ریاضͬ). ۶ تعریف

lim
n→∞

an = L ⇐⇒ ∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ |an − L| < ϵ.

بدهم، شما به من که ϵ هر برای باید است، L با برابر an دنباله ی حد که ͬ کنید م ادعا وقتͬ پس

جملاتِ همه ی که شوم مطمئن که طوری به بازگردانید من به Nϵ ͷی شما

aN , aN+١, aN+٢, . . .

نزدیͺند). L به ϵ اندازه ی به (يعنͬ ͬ شوند م واقع (L− ϵ, L+ ϵ) بازه ی در

هرگاه ͬ خوانیم م همͽرا را an دنباله ی .٧ تعریف

∃L lim
n→∞

an = L.

ͬ خوانیم. م واگرا را دنباله این صورت، این غیر در

.limn→∞
١
n
= ٠ که کنید ثابت .٨ مثال

داشته n > Nϵ برای که بیابیم طوری را Nϵ بخواهیم و باشد شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض پاسخ:

طبیع̞ͬ عدد هر برای که است واضح .n > ١
ϵ

باشیم داشته باید | ١
n
| < ϵ اینکه برای .| ١

n
| < ϵ باشیم

داریم .Nϵ = [١
ϵ
] + ١ ͬ دهیم م قرار پس .| ١

n
| < ϵ داریم n > ١

ϵ

∀ϵ > ٠ ∀n > Nϵ = [١/ϵ] + ١ |١/n| < ϵ.

limn→∞
١
nr = ٠ که کنید ثابت باشد. مثبت گویای عدد ͷی r که کنید فرض .٩ مثال

یعنͬ nr > ١
ϵ

ͬ خواهیم م پس .| ١
nr | < ϵ بخواهیم و باشد شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض پاسخ:

آنگاه باشد r

√
١
ϵ

از بزرگتر طبیعͬ عدد ͷی N اگر .n > r

√
١
ϵ

∀n > N | ١
nr
| < ϵ.

١٢



کنید. تحقیق را حاصل و بͽیرید ٢
٣ را r بالا مثال در

limn→∞
۴n٢+٢n
n٢+٢ = ۴ که کنید ثابت .١٠ مثال

که داد نشان باید پاسخ:

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ |
۴n٢ + ٢n
n٢ + ٢

− ۴| < ϵ.

باشیم داشته Nϵ ͷی از بزرگتر های n برای که بخواهیم و باشد شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض

.|۴n٢+٢n
n٢+٢ − ۴| < ϵ

محاسبات:

|۴n
٢ + ٢n

n٢ + ٢
− ۴| < ϵ⇒ |۴n

٢ + ٢n− ۴n٢ − ٨
n٢ + ٢

| < ϵ⇒ |٢n− ٨
n٢ + ٢

| < ϵ⇒

| n
٢ + ٢

٢n− ٨
| < ١

ϵ
.

باشیم داشته بعد به جایی از ͬ خواهیم م پس

n٢ + ٢
٢n− ٨

>
١
ϵ
.

N > ٢
ϵ

اگر .n٢+٢
٢n−٨ > ١

ϵ
که است واضح n

٢ > ١
ϵ

که جا هر پس .n٢+٢
٢n−٨ ≥

n٢

٢n = n
٢ که کنید توجه

آنگاه باشد، طبیعͬ عدد ͷی

∀n > N
n

٢
>

١
ϵ

پس

∀n > N
n٢ + ٢
٢n− ٨

>
١
ϵ

پس

∀n > N
٢n− ٨
n٢ + ٢

< ϵ

یعنͬ

∀n > N |an − ۴| < ϵ.

١٣



دوم جلسه ی

مثالها: ادامه ی

و است ثابت گویای عدد ͷی r آن در که بͽیرید نظر در را an = (rn)n∈N دنباله ی .١١ مثال

.limn→∞ an = ٠ که دهید نشان .٠ < r < ١

زیرند صورت به دنباله اول جمله ی چند r = ١
٢ کنیم فرض اگر

١
٢
,

١
٢٢ ,

١
٢٣ , ...

ͬ رسد. م نظر به درست ͬ گراید م صفر به یادشده دنباله ی که ادعا این بنابراین

که کنیم ثابت باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ rn < ϵ

کنید فرض مثبتند. همه دنباله این جملات ͬ دانیم م که است این |rn| < ϵ ننوشته ایم که این علت

ͬ دانیم م سوال فرض طبق . ١
rn

> ١
ϵ

با است معادل rn < ϵ که کنید توجه باشد. شده داده ϵ > ٠

به است موجود a > ٠ عددِ ͷی که کنیم فرض ͬ توانیم م بنابراین . ١
r
> ١ پس ٠ < r < ١ که

که ͬ خواهیم م پس .١
r
= ١ + a که طوری

١
rn

= (
١
r
)
n

= (١ + a)n >
١
ϵ

باشیم: داشته است کافͬ پس .(١ + a)n ⩾ ١ + na برنولͬ نامساوی به بنا

١ + na >
١
ϵ

که است کافͬ آن برای و

n >
١
ϵ
− ١
a

.

اگر پس

Nϵ = ⌊
١
ϵ
− ١
a
⌋+ ١

آنگاه

∀n > Nϵ rn < ϵ

١۴



باشد زیر مجموعه ی اعضای از ͬͺی an اگر یعنͬ ماست. نظر مد دنباله بعدِ به aNϵ جمله ی از

aNϵ , aNϵ+١, aNϵ+٢, . . .

.|an| < ϵ آنگاه

.١٢ قضیه

آنگاه باشند، همͽرا دنباله ی دو (bn)n∈N و (an)n∈N کنید فرض آ.

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

که کنیم فرض اثبات.

lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B.

که دهیم نشان باید lim an + bn = A+B که دهیم نشان که این برای

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ |(an + bn)− (A+B)| < ϵ

موجود N١
ϵ/٢ ͷی که ͬ دانیم م است A به همͽرا an که آنجا از باشد. شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض

که طوری به است،

∀n > N١
ϵ/٢ |an − A| < ϵ/٢

که طوری به است، موجود N١
ϵ/٢ ͷی که ͬ دانیم م است B به همͽرا bn که آنجا از همچنین

∀n > N١
ϵ/٢ |bn −B| < ϵ/٢

آنگاه N > max{N١
ϵ/١, N

١
ϵ/٢} اگر پس

∀n > N |(an + bn)− (A+B)| ≤ |an − A|+ |bn −B| ≤ ϵ

٢
+

ϵ

٢
= ϵ.

ب.

∀λ ∈ R lim
n→∞

λan = λ lim
n→∞

an

١۵



که کنیم فرض اثبات.

lim
n→∞

an = A.

که دهیم نشان باید

∀ϵ > ٠∃N ∈ N ∀n > N |λan − λA| = |λ||(an − A)| < ϵ.

کنیم. استفاده an دنباله ی همͽرائ̞ͬ از و ϵ١ = ϵ
|λ| بͽیریم است کافͬ

آنگاه limn→∞ bn ̸= ٠ اگر ج.

lim
n→∞

an
bn

=
limn→∞ an
limn→∞ bn

که کنیم ثابت باید .limn→∞ an = A و limn→∞ bn = B ̸= ٠ که کنیم فرض اثبات.

∀ϵ > ٠ ∃N ∈ N ∀n > N |an
bn
− A

B
| < ϵ

باشیم داشته که ͬ خواهیم م پس

|anB − Abn
Bbn

| < ϵ

ͬ کنیم: م اضافه صورت درون به را −AB + AB عبارتِ

|anB − AB + AB − Abn
Bbn

| < ϵ

داریم

|anB − AB + AB − Abn
Bbn

| ≤ |B||an − A|+ |A||bn −B|
|Bbn|

همͽراست، bn که آنجا از که کنید توجه باشد. کمتر ϵ از بالا راستِ سمت عبارت است کافͬ

که طوری به است موجود N١ ͷی

∀n > N١ |bn −B| < ϵ (∗)

پس

∀n > N١ B − ϵ < bn < B + ϵ (∗∗)

١۶



که یافت چنان را M١,M٢ مثبتِ اعداد ͬ توان م (∗∗) به بنا

∀n ∈ N M١ < |bn| < M٢ (∗ ∗ ∗).

که است موجود چنان N٢ عددِطبیعͬ پس همͽراست. A به an دنباله ی که کنید توجه حال

∀n > N٢ |an − A| < ϵ.

آنگاه n > max{N١, N٢} اگر حال

|an − A| < ϵ, |bn −B| < ϵ

پس
|B||an − A|+ |A||bn −B|

|Bbn|
≤ |B|ϵ+ |A|ϵ

|B|M١
=

(|A|+ |B|)ϵ
|B|M١

که: کرده ایم ثابت اینجا تا است؛ شده تقریباًتمام بحث

که است موجود چنان N ∈ N عددِ ϵ > ٠ هر برای

∀n > N |an
bn
− A

B
| < (|A|+ |B|)ϵ

|B|M١

٢ بͽذارید. را |B|M١
|A|+|B|ϵ مقدارِ ϵ جای به بالا، بند در

بیابید. را زیر دنباله های حد .١٣ مثال

•

an = lim
n→∞

۴n+٣ + ٧
۵n

پاسخ.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

۴n+٣

۵n
+ lim

n→∞

٧
۵n

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
۴
۵
)n × ۴٣ + lim

n→∞

١
۵n
× ٧ = ٠ + ٠ = ٠

ͬ آید! نم امتحان در ٢نه!

١٧



•

an =
٣n

٢n + ۴n

کنید. تقسیم ۴n بر را مخرج و صورت راهنمایی:

فرض همͽراست. شود، فشرده همͽرا دنباله ی دو میان دنباله ای اگر که ͬ بینیم م زیر قضیه ی در

جملات بزرگ کافͬ به اندازه ی های n برای .an ≤ cn ≤ bn و lim an = L, lim bn = L کنیم

در ناچار به نیز هستند دنباله دو این میان که cn دنباله ی جملات نزدیͺند. L به an, bn دنباله های
٣ کرده ایم. اثبات و بیان دقیق را گفته این زیر در ͬ گیرند. م قرار L ͬͺنزدی

و limn→∞ an = limn→∞ bn = L اگر (فشردگͬ). ١۴ قضیه

∀n ∈ N an ⩽ cn ⩽ bn,

آنگاه

lim
n→∞

cn = L

که کنیم ثابت باید اثبات.

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ |cn − L| < ϵ

ͬ خواهیم م یعنͬ

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ L− ϵ < cn < L+ ϵ

چنان N١ ∈ N که ͬ دانیم م limn→∞ an = L که آنجا از باشد. شده داده ϵ > ٠ که کنیم فرض

که است موجود

∀n > N١ an < L+ ϵ

که است موجود چنان N٢ ∈ N که ͬ دانیم م lim bn = L که آنجا از نیز

∀n > N٢ L− ϵ < bn

٣Squeeze Lemma

١٨



آنگاه n > max{N١,N٢} اگر پس

Lϵ < bn ≤ cn ≤ an < L+ ϵ.

که کنید ثابت فشردگͬ قضیه ی از استفاده با .١۵ مثال

lim
n→∞

٢n

n!
= ٠

داریم پاسخ.

٠ ⩽ ٢n

n!
=

بار n︷ ︸︸ ︷
٢× ٢× ٢× ...× ٢
١× ٢××...× n︸ ︷︷ ︸

≥٣×...×٣

⩽ ٢× ٢n−٢

٣n−٢ = ٢× (
٢
٣
)n−٢

فشردگͬ به بنا پس ͬ کنند، م میل صفر به دو هر ٢× (٢
٣)

n−٢ دنباله ی و ٠ ثابتِ دنباله ی

lim
٢n

n!
= ٠.

.limn→∞
an

n!
= ٠ داریم a > ٠ هر برای که ͬ دهد م نشان بالا اثبات همان .١۶ توجه

ͬ شود م یافت چنان N ∈ N ͷی دلخواه، ϵ > ٠ هر برای limn→∞
٢n

n!
= ٠ که آنجا از .١٧ توجه

که

∀n > N
٢n

n!
< ϵ

یعنͬ

∀n > N ٢n < ϵn!

کرده ایم. صحبت درباره اش که است رشد» «نرخ  همان تقریباً این و

که دهید نشان و an = n
√
n دهید قرار .١٨ مثال

lim
n→∞

an = ١

١٩



زیرند: صورت به دنباله اول جمله ی چند پاسخ.

١
√

٢ ٣
√

٣ ۴
√

۴ ...

داریم

an = n
√
n ⩾ n

√
١ = ١

نوشت ͬ توان م پس

an = ١ + bn bn ⩾ ٠

limn→∞ bn = ٠ که ͬ دهیم م نشان

an = n
√
n = ١ + bn ⇒ n = (١ + bn)

n = ١ + nbn +

(
n

٢

)
b٢
n + ...

⇒ n ⩾
(
n

٢

)
b٢
n =

n(n− ١)
٢

b٢
n

⇒ b٢
n ⩽ ٢

n− ١
⇒ ٠ ⩽ bn ⩽

√
٢

n− ١
فشردگͬ به بنا

lim
n→∞

bn = ٠

که دهید نشان an = n
√

١ + ٢n اگر .١٩ مثال

lim
n→∞

an = ٢

پاسخ.

an = n
√

١ + ٢n ⩾ n
√

٢n = ٢ ⇒ an ⩾ ٢ ⇒ an
٢

⩾ ١

(an)
n = ١ + ٢n ⇒ (

an
٢
)٢ =

١
٢n

+ ١

١ ⩽ an
٢

⩽ (
an
٢
)n︸ ︷︷ ︸

limn→∞(an٢ )n=١

lim
n→∞

an
٢

= ١ ⇒ lim
n→∞

an = ٢

٢٠



هرگاه ͬ خوانیم م کراندار را (an) دنباله ی کراندار). (دنباله ی ٢٠ تعریف

∃M ∈ N ∀n ∈ N |an| < M

یعنͬ

∀n ∈ N −M < an < M.

است. کراندار همͽرا دنباله ی هر .٢١ مشاهده

an 7→ L

ϵ =
١
٢
∃Nϵ ∀n > Nϵ |an − L| < ١

٢

⇒ ∀n > Nϵ L− ١
٢
< an < L+

١
٢

نیست. همͽرا ولͬ است کراندار (−١)n .٢٢ توجه

پائین کراندار از و نزولͬ دنباله ی هر (و همͽراست کراندار بالا از و صعودی دنباله ی هر .٢٣ قضیه

همͽراست).

کوچͺترین وجودِ همͽراست. خود بالای کرانِ کوچͺترین به بالاکراندار از و صعودی دنباله ی ͷی

ͬ کند: م تضمین حقیقͬ اعدادِ در تمامیت اصل را بالا کرانِ

بالاست. کران کوچͺترین دارای حقیقͬ، اعداد از کراندار بالا از زیرمجموعه ی هر .٢۴ توجه

است؟ درست هم گویا اعدادِ درباره ی گفته ایم بالا در آنچه آیا

همͽراست. an =
∑n

k=١
١
k!

دنباله ی که دهید نشان .٢۵ مثال

زیرند: صورت به دنباله اول جمله ی چند پاسخ.

a١ = ١ a٢ = ١ +
١
٢!

a٣ = ١ +
١
٢!

+
١
٣!

که کنید دقت

an − an−١ =
١
n!

⩾ ٠

٢١



است. کراندار بالا از یادشده دنباله ی که دهیم نشان است کافͬ است. صعودی (an) دنباله ی یعنͬ

an =
n∑

k=١

١
k!

= ١+ ١
٢!

+
١
٣!

+ ...+
١
n!

⩽ ١+ ١
٢
+

١
٢× ٢

+
١

٢× ٢× ٢
+ ...+

١
٢n−١

an ⩽ (
١
٢
)٠ + (

١
٢
)١ + (

١
٢
)٢ + ...+ (

١
٢
)n−١︸ ︷︷ ︸

=
١−( ١

٢ )n

١− ١
٢

=
١−( ١

٢ )n

١
٢

=١)٢−( ١
٢ )

n)⩽٣

که را این بعد جلسات در

(
١
٢
)٠ + (

١
٢
)١ + (

١
٢
)٢ + ...+ (

١
٢
)n−١ =

١− (١
٢)

n

١− ١
٢

کرد. خواهیم ثابت

که دادیم نشان جلسه این در

.limn→∞ rn = ٠ داریم ٠ < r < ١ حقیق̞ͬ عددِ هر برای •

.limn→∞
n
√
n = ١ •

همͽراست. an =
∑n

k=١
١
k!

دنباله ی •

داریم a > ٠ هر برای •

lim
n→∞

an

n!
= ٠.

٢٢



سوم نیم جلسه ی ١ . ٣

همͽراست. (١ + ١
n
)n دنباله ی دهید نشان .٢۶ مثال

دنباله بودن صعودی است. کراندار بالا از و صعودی شده ی یاد دنباله ی که ͬ دهیم م نشان پاسخ.

یعنͬ:

∀n an ⩽ an+١

دهیم: نشان دنباله، بودن صعودی اثبات برای است کافͬ مثبتند،  دنباله جملات که آنجا از پس

∀n an+١

an
⩾ ١

داریم

an+١

an
=

(١ + ١
n+١)

n+١

(١ + ١
n
)n

=
(n+٢
n+١)

n+١

(n+١
n
)n
×

n+١
n

n+١
n

= (
n+ ١
n

)(
n(n+ ٢)
(n+ ٢(١ )

n+١ = (
n+ ١
n

)(
n٢ + ٢n
(n+ ٢(١ )

n+١

= (
n+ ١
n

)(
(n+ ٢(١ − ١
(n+ ٢(١ )n+١ = (

n+ ١
n

)(١− ١
(n+ ٢(١ )

n+١

پس (١ + a)n+١ ⩾ ١ + (n+ ١)a داریم برنولͬ، نامساوی به توجه با

(
n+ ١
n

)(١− ١
(n+ ٢(١ )

n+١ ⩾ n+ ١
n
× (١− n+ ١

(n+ ٢(١ ) =
n+ ١
n
× n

n+ ١
= ١

بودن. صعودی اثبات پایان □
دنباله: بودن کراندار اثبات

an = (١ +
١
n
)n =

n∑
k=٠

(
n

k

)
(

١
n
)k︸ ︷︷ ︸

⩽ ١
k!

)ادعا:
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!(
n

k

)
(

١
n
) =

١
k!
× n× (n− ١)× ...× (n− k + ١)

nk

n× (n− ١)× ...× (n− k + ١)
nk

⩽ ١

⇒ an ⩽
n∑

k=٠

١
k!

است. کراندار
∑n

k=٠
١
k!

که دادیم نشان قبل جلسه ی

٢٣



عددِ ،e با است برابر an = (١ + ١
n
)n دنباله ی حد که دید خواهیم درس همین در بعداً .٢٧ توجه

زیر: سری حاصلجمع̧ با است برابر همچنین نپر عددِ نپر.

∞∑
n=٠

١
n!
.

کنید. مشخص دلیل ذکر با را زیر دنباله ی حد .٢٨ مثال

an =
√

٢n۵ − ۵n−
√

٢n۵ − n٢

پاسخ.

an =
√

٢n۵ − ۵n︸ ︷︷ ︸
a

−
√

٢n۵ − n٢︸ ︷︷ ︸
b

داریم: (a− b)(a+ b) = a٢ − b٢ رابطه ی به توجه با

an = an ×
a+ b

a+ b
=

⩽۵n٢︷︸︸︷
۵n +n٢

√
٢n۵ − ۵n+

√
٢n۵ − n٢

⩾ ٠

ͬ کنیم م بزرگ را آن صورت و ͷکوچ را کسر مخرج

٠ ⩽ an ⩽ ۶n٢
√

٢n۵ +
√
n۵

=
۶n٢

(
√

٢ + ١)n ۵
٢
=

۶
(
√

٢ + ١)
n٢− ۵

٢

است. صفر فشردگͬ به بنا نیز an حد نتیجه در ͬ کند. م میل صفر به ۶n٢− ۵
٢

.limn→∞
n
√

٢ = ١ که دهید نشان .٢٩ مثال

پاسخ.

١ =
n
√

١ ⩽ n
√

٢ = ١ + bn bn ⩾ ٠

پس ٢ = (١ + bn)
n همچنین bn ⩾ ٠ ͬ دانیم م limn→∞ bn = ٠ که ͬ دهیم م نشان

٢ = ١ +

(
n

١

)
bn +

(
n

٢

)
b٢
n + ...+

(
n

n

)
bnn

پس

٢ ⩾ ١ +

(
n

١

)
bn ⇒ ١ ⩾ nbn

٢۴



bn ⩽ ١
n

بنابراین

٠ ⩽ bn ⩽ ١
n

lim
n→∞

١
n
= ٠

است. صفر نیز bn دنباله ی حد فشردگͬ به بنا نتیجه در

آنگاه a > ١ اگر که داد نشان ͬ توان م مشابه کاملا́ طور به .٣٠ توجه

n
√
a 7→ ١

limn→∞
n
√

٢n + ٣n = ٣ که دهید نشان .٣١ مثال

پاسخ.
n
√

٣n ⩽ n
√

٢n + ٣n ⩽ n
√

٣n + ٣n

⇒ ٣ ⩽ an ⩽ n
√

٢× ٣n

⇒ ٣ ⩽ an ⩽ ٣ n
√

٢

.an 7→ ٣ فشردگͬ به بنا پس ͬ کند، م میل ͷی به n
√

٢ که دیدیم قبل مثال در

آنگاه ٠ < a < b اگر که داد نشان ͬ توان م مشابه طور به .٣٢ توجه

lim
n→∞

n
√
an + bn = b.

که کنید ثابت limn→∞ an = ٣ کنید فرض .٣٣ مثال

lim
n→∞

n
√
an = ١

که طوری به است، موجود Nϵ ͷی ϵ = ١
٢ برای an 7→ ٣ که آنجا از پاسخ.

∀n > Nϵ |an − ٣| < ١
٢

یعنͬ

∀n > Nϵ ٢٫ ۵ < an < ٣٫ ۵

٢۵



پس

∀n > Nϵ
n
√

٢٫ ۵ < n
√
an < n

√
٣٫ ۵

lim
n→∞

n
√

٢٫ ۵ = ١, lim
n→∞

n
√

٢٫ ۵ = ١

limn→∞ n
√
an = ١ فشردگͬ قضیه ی به بنا

.٣۴ توجه

آنگاه limn→∞ an = a > ٠ اگر که داد نشان ͬ توان م مشابه طور به .١

lim
n→∞

n
√
an = ١

به آن از مناسبتری انتخاب با ͬ توان م ولͬ نکند کار جا این در ϵ = ١
٢ شاید که کنید توجه

رسید. مطلوب نتیجه ی

است. کراندار همͽرا، دنباله ی هر که کردیم ثابت همچنین قبل مثال پاسخ طͬ در .٢

بیابید: را زیر دنباله ی حد .٣۵ مثال
n
√

٢n − ١

داریم راهنمائͬ.
n
√

٢n − ١ =
n
√

١ + ٢ + ٢٢ + . . .+ ٢n−١

است. ٢ با برابر دنباله این حد که دهید نشان فشردگͬ لم از استفاده با حال

کردیم: ثابت جلسه این در

همͽراست. (١ + ١
n
)n .١

.limn→∞
n
√
a = ١ آنگاه a > ٠ اگر .٢

آنگاه ٠ < a < b اگر .٣

lim
n→∞

n
√
an + bn = b.

٢۶



آنگاه limn→∞ an = a > ٠ اگر .۴

lim
n→∞

n
√
an = ١

٢٧



سریها چهارم، جلسه ی ۴ . ١

مقدمه

عددِ که کرده ایم توجه نکته این به قبلا́

π = ٣٫ ١۴١۵٩٢ . . .

گویاست: اعدادِ از نامتناهͬ جمعͬ واقع در

π = ٣ +
١

١٠
+

۴
١٠٠

+
١

١٠٠٠
+ . . .

گویا، اعداد از متناهͬ تعداد هر حاصلجمع که ͬ دانیم م ͬ گوئیم. م عددی سری جمعهائͬ، چنین به

نامتناهͬ حاصلجمع ͬ رسد، م نظر به π عددِ برای بالا نمایش در که همانگونه اما ͬ شود؛ م گویا عددی

از صحبت وقتͬ حساب در که کرده ایم صحبت باره این در طرفͬ از نباشد. گویا شاید گویا، عدد

ͬ های متناه بوسیله ی نامتناهͬ به شدن ͷنزدی (یا است بزرگ ͬ های متناه منظور ͬ شود، م نامتناهͬ

ایده ای چنین از باید کنیم، پیدا ͬ ای معن نیز عدد نامتناهͬ حاصلجمع برای باشد قرار اگر بزرگ).

که کنیم ثابت باید است، π عددِ با برابر دقیقاً بالا، مجموع بͽوئیم که این برای مثلا́ کنیم. استفاده

تقریبهای به رسیدن برای و شویم ͷنزدی π به دلخواه اندازه ی هر به ͬ توانیم م بالا جمع از استفاده با

کنیم. جمع هم با را بیشتری و بیشتر اعداد باید π برای بهتر

شده اید: آشنا ها جمله ای چند با مقدماتͬ ریاضیات در دارند. نیز دیͽری ویژه ی اهمیت سریها

anx
n + an−١x

n−١ + . . .+ a٠

تنها ،sin مانند توابعͬ نمودار خلاف بر آنها، نمودار در و خوشرفتارند و پیوسته توابعͬ چندجمله ایها

آنها که را، توابع برخͬ که دید خواهیم درس این ادامه ی در ͬ شود. م دیده نزول و صعود متناهͬ تعداد

چندجمله ای ͷی ͬ توان م یعنͬ زد. تقریب چندجمله ای ها از استفاده با ͬ توان م ͬ خوانیم، م تحلیلͬ را

تا که این شرط به شود، نظر مورد تابع شبیه دلخواه اندازه ی هر به که کرد تصور بی نهایت درجه ی از

خواهیم صحبت مفصلا́ درس همین در بعداً باره این در شود. گرفته نظر در آن از مناسبی اُم̧ n توانِ

آورده ایم: را تیلور) (ی سریها این از نمونه  چند زیر در کرد.

١
١− x

= ١ + x+ x٢ + x٣ + ... =
∞∑
n=٠

xn |x| < ١

٢٨



sinx =
∞∑
n=٠

(−١)n

(٢n+ ١)!
x٢n+١ = x− x٣

٣!
+

x۵

۵!
− x٧

٧!
+ ...

درس شروع

صورت به (صوری) حاصلجمع̧ باشد. حقیقͬ اعداد از دنباله ͷی {an}∞n=٠ کنید فرض .٣۶ تعریف

a٠ + a١ + a٢ + ...

با را آن و ͬ نامیم م (عددی) سری ͷی را
∞∑
n=٠

an

ͬ دهیم. م نمایش

است. عددی سری ͷی زیر جمع آن گاه an = ١
n

اگر .٣٧ مثال
∞∑
n=١

an = ١ +
١
٢
+

١
٣
+

١
۴
+ ...

داریم. زیر صورت به سری ͷی an = n برای .٣٨ مثال
∞∑
n=٠

an = ١ + ٢ + ٣ + ۴ + ...+ n+ . . .

تعریف زیر صورت به را سریها حاصلجمع نیست، ممͺن عدد نامتناهͬ بستن جمع که آنجا از

به را ،Sn دنباله ی یعنͬ آن، جزئͬ حاصلجمع های دنباله ی باشد، سری ͷی
∑∞

n=٠ an اگر ͬ کنیم: م

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت

Sn = a٠ + a١ + a٢ + a٣ + ...+ an

S٠ = a٠

S١ = a٠ + a١

S٢ = a٠ + a١ + a٢

S٣ = a٠ + a١ + a٢ + a٣

...

٢٩



ͬ نویسیم م و ͬ خوانیم م a به همͽرا را
∑∞

n=٠ an سری باشد، همͽرا a به Sn دنباله ی اگر .٣٩ تعریف

∞∑
n=٠

an = a = lim
n→∞

Sn

ͬ خوانیم. م واگرا را نظر مورد سری نباشد موجود فوق حدِّ اگر

آنگاه an = n اگر .۴٠ مثال

Sn = ١ + ٢ + ٣ + ...+ n =
n(n+ ١)

٢
∞∑
n=٠

an = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n(n+ ١)
٢

=∞

واگراست. فوق سری

کنید. حساب را زیر سری حاصلجمع .۴١ مثال

n=∞∑
n=٠

(
١
٢
)n = ١ +

١
٢
+

١
٢٢ +

١
٢٣ + . . .

پاسخ.

Sn = (
١
٢
)٠ + (

١
٢
)١ + (

١
٢
)٢ + ...+ (

١
٢
)n−١ + (

١
٢
)n

١
٢
× Sn = (

١
٢
)١ + (

١
٢
)٢ + (

١
٢
)٣ + ...+ (

١
٢
)n + (

١
٢
)n+١

Sn −
١
٢
Sn = ١− (

١
٢
)n+١

(١− ١
٢
)Sn = ١− (

١
٢
)n+١ ⇒ Sn =

١− (١
٢)

n+١

١− ١
٢

که ͬ دانیم م

lim
n→∞

(
١
٢
)n = ٠

پس
n=∞∑
n=٠

(
١
٢
)n = lim

n→∞
Sn =

١
١− ١

٢
= ٢

٣٠



هندسͬ سریهای

نظر در نیز را دیͽری عدد هر ١
٢ جای به ͬ توان م بالا، محاسبات در کرده اید، دقت که طور همان

دارد. قرار هندسͬ سریهای نام به عددی سریهای از مهمͬ رده ی در واقع در بالا، مثال گرفت.

r نسبت قدر با هندسͬ سری ͷی را ،r٠ + r١ + r٢ + ... یعنͬ ،
∑∞

n=٠ r
n سری .۴٢ تعریف

ͬ خوانیم. م

داریم باشد. هندسͬ سری ͷی
∑∞

i=٠ r
n کنیم فرض

Sn = r٠ + r١ + ...+ rn

rSn = r١ + r٢ + ...+ rn+١

(١− r)Sn = ١− rn+١ r ̸=١ فرض̞ با
⇒ Sn =

١− rn+١

١− r
(١ . ١)

آنگاه ١ . ١ فرمولِ به توجه با −١ < r < ١ اگر .١ .۴٣ توجه

∞∑
i=٠

rn = lim
n→∞

Sn =
١

١− r

آنگاه r = ١ اگر .٢

Sn = ١٠ + ١١ + ١٢ + ١٣ + ...+ ١n = (n+ ١)r

پس

lim
n→∞

Sn =∞

آنگاه ١ . ١ فرمولِ به توجه با |r| > ١ اگر .٣

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

١− rn+١

١− r
=∞

.۴۴ مثال

١ +
١
٣
+ (

١
٣
)٢ + ...+ (

١
٣
)n =

١
١− ١

٣

٣١



کرده ایم: خلاصه زیر قضیه ی در آمد بالا توجه در که را آنچه

.|r| < ١ اگر تنها و اگر همͽراست
∑∞

n=٠ r
n هندسͬ سری .۴۵ قضیه

یادآوری:

p→ q

¬q → ¬p

q → p

¬p→ ¬q

⇔ p
اگر تنها و →←اگر q

به آن ضلع ͷی روی و بͽیرید نظر در ١ طول به مربعͬ : هندسͬ سری های برای هندسͬ تعبیر ͷی

بسازید: را زیر مثلث و کنید جدا r < ١ اندازه ی

داریم: مثلث ها تشابه به بنا شͺل در

r

١
=

S − ١
S

⇒ rS = S − ١ ⇒ (r − ١)S = −١

نتیجه در

S =
١

١− r

٣٢



به بنا دوباره بͺشید. مربع ضلع موازی خطͬ سپس و کنید جدا بالایی مثلث روی r اندازه ی به حال

داریم: مثلث ها تشابه

x

r
=

S − (١ + r)

S − ١
⇒ x

r
= r ⇒ x = r٢

برسید: زیر شͺل به ترتیب بدین

که کنید مشاهده و

S = ١ + r + r٢ + . . . =
١

١− r
.

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .۴۶ مثال

∞∑
n=١

٢٢n٣١−n

٣٣



پاسخ.
∞∑
n=١

٢٢n٣١−n =
∞∑
n=١

۴n٣١−n =
∞∑
n=١

(
۴
٣
)n × ٣

سری این است ١ از بزرگتر ۴
٣ که آنجا از است. ۴

٣ با برابر نسبت قدر با هندسͬ سری ͷی بالا مثال

واگراست.

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .۴٧ مثال

∞∑
n=٠

٢n + ٣n

۴n

پاسخ.

∞∑
n=٠

٢n + ٣n

۴n
=

∞∑
n=٠

(
٢
۴
)n + (

٣
۴
)n =

∞∑
n=٠

(
١
٢
)n︸ ︷︷ ︸

١
١− ١

٢

+
∞∑
n=٠

(
٣
۴
)n︸ ︷︷ ︸

١
١− ٣

۴

= ٢ + ۴ = ۶

سری زیر از را جمعها داریم مجوز موقع چه که این درباره ی هنوز (البته، همͽراست سری این

نکرده ایم). صحبت دربیاوریم،

سریها بحث ادامه ی

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .۴٨ مثال

∞∑
n=١

١
n
=

١
١
+

١
٢
+

١
٣
+ ...

یعنͬ است.
∑∞

n=١(
١
٢)

n سری رفتار به شبیه  فوق، سری رفتار که ͬ آید م نظر به اول نگاه در پاسخ.

باشد. a به همͽرا
∑∞

n=١
١
n

سری کنیم فرض باشد: همͽرا ͬ آید م نظر به

Sn =
n∑

k=١

١
k

پس

lim
n→∞

Sn = a

٣۴



ͬ کند؛ م میل a به نیز S ′
n := S٢n دنباله ی پس ͬ کند، م میل a به Sn دنباله ی که آنجا از که کنید توجه

یعنͬ

lim
n→∞

S٢n = a.

داریم: پس

lim
n→∞

(S٢n − Sn) = lim
n→∞

S٢n − lim
n→∞

Sn = a− a = ٠

داریم: طرفͬ از

S٢n : a١ + a٢ + . . .+ a٢n = ١ +
١
٢
+

١
٣
+ . . .+

١
n
+ . . .+

١
٢n

Sn : a١ + a٢ + . . .+ an = ١ +
١
٢
+

١
٣
+ . . .+

١
n

S٢n − Sn =
١

n+ ١
+

١
n+ ٢

+ . . .+
١

٢n
⩾ ١

٢n
+

١
٢n

+ . . .+
١

٢n
=

n

٢n
=

١
٢

سری بودن همͽرا فرض با بنابراین .limn→∞(S٢n − Sn) = ٠ باشیم داشته ͬ توانیم نم پس

واگراست. سری این پس ͬ رسیم م تناقض به
∑∞

n=١
١
n

شویم. یادآور باید را نکته چند

.۴٩ توجه

که وقتͬ بوده ایم. نادقیق Sn مورد در گاهͬ بالا بحثهای در کرده اید، مشاهده که طور همان •

نوشته ایم است ͬ شده م شروع صفر از دنباله اندیس

Sn = a٠ + a١ + . . .+ an

نوشته ایم است ͬ شده م شروع ͷی از دنباله اندیس که وقتͬ و

Sn = a١ + . . .+ an

است. بوده دنباله اول عناصر از جمعͬ منظورمان همواره صورت، هر در

که شدند کژفهمͬ این دچار دانشجویان برخͬ S٢n مورد در •

S٢n = a٢ + a۴ + . . .+ a٢n.

٣۵



تعریف: به بنا بلͺه نیست، بالا عبارت منظورمان که کنید توجه

S٢n = a١ + a٢ + . . .+ a٢n

دنباله . اول جمله ی ٢n حاصلجمع̧ یعنͬ

در ͬ شود. م نتیجه S٢n بودنِ همͽرا Sn بودنِ همͽرا از که کردیم ادعا بالا، اثبات خلال در •

کرده ایم. اثبات دقیقتر طور به را این زیر

باشیم داشته و باشد دنباله ͷی an که کنید فرض .۵٠ لم

lim
n→∞

an = a.

که طوری به باشد دیͽری دنباله ی bn کنید فرض

∀n ∈ N bn = a٢n.

صورت این در

lim
n→∞

bn = a.

باشد زیر دنباله ی an اگر که کنید توجه .۵١ توجه

a٠, a١, a٢, . . .

است: زیر دنباله ی bn آنگاه

a٠, a٢, a۴, a۶, . . .

است. an از زیردنباله ای bn یعنͬ

که کنیم ثابت باید لم. اثباتِ

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ |bn − a| < ϵ

که ͬ دانیم م an همͽرایی به بنا باشد. شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض

∃N ′
ϵ ∀n > N ′

ϵ |an − a| < ϵ

٣۶



پس ٢n > Nϵ آنگاه n > Nϵ اگر

∀n > N ′
ϵ |a٢n − a| < ϵ

یعنͬ

∀n > N ′
ϵ |bn − a| < ϵ

شد. ثابت نظر مورد حͺم و

دنباله ی ͷی از دلخواه نامتناه̞ͬ زیردنباله ی هر که دهید نشان علاقه مند). دانشجوی (برای ۵٢ تمرین

همͽراست. همͽرا،

داریم باشد. دنباله  ͷی an کنید فرض .۵٣ توجه

n∑
k=٠

(ak−ak+١) = (a٠���−a١)+(��a١−a٢)+(a٢−a٣)+. . .+(an−an+١) = a٠−an+١

ͬ مانند. م  ͬ باق ممͺن اندیس بزرگترین و ممͺن اندیس̞ کوچͺترین بالا حاصل جمع در یعنͬ

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .۵۴ مثال
∞∑
n=١

١
n٢ = ١ +

١
٢٢ +

١
٣٣ + . . .

پاسخ.

Sn =
n∑

k=١

١
k٢ = ١ +

١
٢٢ +

١
٣٣ + . . .+

١
n٢

زیرا است، صعودی دنباله این بͽیرید. نظر در را {Sn} دنباله ی

Sn+١ − Sn =
١

(n+ ٢(١ ≥ ٠.

داریم همچنین

Sn =
n∑

k=١

١
k٢ = ١ +

n∑
k=٢

١
k٢ ⩽ ١ +

n∑
k=٢

١
k٢ − k

شوند. بزرگتر کسرها تا کرده ایم ͷکوچ را کسرها مخرج اینجا در

٣٧



چرک نویس
١

k − ١
− ١

k
=

k − k + ١
k(k − ١)

=
١

k(k − ١)

١ +
n∑

k=٢

١
k٢ − k

= ١ +
n∑

k=٢

١
k(k − ١)

=

١ +
n∑

k=٢

(
١

k − ١
− ١

k
)

۵٣ توجه˼ به بنا
= ١ + (١− ١

n
) =⇒ Sn ⩽ ١ + (١− ١

n
)⇒ Sn ⩽ ٢

همͽراست. Sn رو این از و است کراندار و صعودی Sn دنباله ی پس

محاسبه اویلر را جمع این نداریم. دست در بالا سری حد محاسبه ی برای را لازم ابزار فعلا́ .۵۵ توجه

است: کرده 
∞∑
n=١

١
n٢ =

π٢

۶

برای است. شده اصم عدد ͷی با برابر گویا اعداد از نامتناهͬ حاصلجمعͬ دوباره، که کنید توجه

بفرمائید: مطالعه را زیر پیوندهای جمع، این محاسبه ی روش دانستن

https://www.math.purdue.edu/~eremenko/dvi/euler.pdf

https://en.wikipedia.org/wiki/Basel_problem

٣٨
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بͽیرید. نظر در را ١
x٢ تابع .۵۶ توجه

∞∑
n=٢

١
n٢ = شͺل در مستطیلها مساحت مجموع ⩽ منحنͬ زیر مساحت =

∫ ∞

١

١
x٢

گفت. خواهیم بیشتر سریها و انتگرالͽیری بین رابطه ی درباره ی بعدی فصلهای در

سری .۵٧ توجه
∞∑
n=١

١
n٣

داریم و است صعودی نیز سری این جزئͬ حاصلجمعهای دنباله ی بͽیرید. نظر در را

∞∑
n=١

١
n٣ ⩽

∞∑
n=١

١
n٢

آنگاه p ∈ Q و p ≥ ٢ اگر که داد نشان ͬ توان م ترتیب همین به همͽراست.
∑∞

n=١
١
n٣ سریِ پس

سری
∞∑
n=١

١
np

آنگاه p ∈ Q+, p < ١ اگر حال همͽراست.

∞∑
n=١

١
np

>
∞∑
n=١

١
n

واگراست. یادشده سری که دیدیم نیز p = ١ اگر واگراست.
∑∞

n=١
١
np سریِ صورت این در پس

با درس ادامه ی در ولͬ ͬ پذیریم م فعلا́ را این همͽراست؛ سری این نیز ١ < p < ٢ اگر همچنین

کرد. خواهیم ثابت پیشرفته تر ابزارهای

٣٩



که فهمیدیم جلسه این در

در (یعنͬ صورت این در .|r| < ١ اگر تنها و اگر همͽراست
∑∞

n=٠ r
n هندسͬ سری •

داریم همͽرائͬ)  صورت
∞∑
n=٠

rn =
١

١− r

همͽراست. p > ١ برای و واگرا p ≤ ١ برای است p ∈ Q+ آن در که
∑∞

n=١
١
np سریِ •

این کلͬ، حالت در ͬ گویند. م همساز یا ،ͷهارمونی سری حاصل، سری به p = ١ اگر

ͬ شوند. م نامیده pسری سریها،

همͽراست. نیز آن از نامتناهͬ زیردنباله ی هر باشد، همͽرا دنباله ͷی اگر •

داریم باشد، دنباله  ͷی an اگر •

n∑
k=٠

(ak − ak+١) = a٠ − an+١

۴٠



پنجم نیم جلسه ی ۵ . ١

آنگاه باشد، همͽرا
∑∞

n=٠ an سری اگر .۵٨ لم

lim
n→∞

an = ٠

lim an ̸= ٠ اگر بالا لم به بنا زیرا کرد؛ استفاده سریها برخͬ واگرائͬ اثبات برای ͬ توان م بالا لم از

واگراست.
∑

an سریِ آنگاه

.limn→∞(٣
٢)

n ̸= ٠ زیرا واگراست،
∑∞

n=٠(
٣
٢)

n سریِ .۵٩ مثال

داریم باشد. همͽرا
∑∞

n=٠ an سری کنید فرض ل˼م. اثبات

Sn = a٠ + a١ + a٢ + . . .+ an

و

Sn−١ = a٠ + a١ + a٢ + . . .+ an−١

داریم: همͽراست {Sn} دنباله ی که آنجا از

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

Sn−١

نتیجه در

lim
n→∞

(Sn − Sn−١) = ٠

داریم an با است برابر سری دو تفاضل اینکه به توجه با

lim
n→∞

an = ٠

کردیم. استفاده نیز زیر ͷکوچ لم از بالا اثبات خلال در

{bn}∞n=١ = {an−١}∞n=١ دنباله ی آنگاه باشد، همͽرا L به {an}∞n=٠ دنباله ی کنیم فرض .۶٠ لم

همͽراست. L به نیز
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اثبات.
n = ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵

an = a٠ a١ a٢ a٣ a۴ a۵

bn = a٠ a١ a٢ a٣ a۴

برای حال، این با هستند. همͽرا حد ͷی به دو هر bn و an دنباله های که است مشخص بالا شͺل از

Nϵ عدد an همͽرائͬ به بنا باشد. شده داده ϵ > ٠ کنید فرض lim bn = L که این دقیق اثبات

که است موجود چنان

∀n > Nϵ |an − L| < ϵ

پس

∀n > Nϵ + ١ |an−١ − L| < ϵ

یعنͬ

∀n > Nϵ + ١ |bn − L| < ϵ.

نیست. همͽرا
∑∞

n=٠ an آنگاه limn→∞ an ̸= ٠ اگر .۶١ نتیجه

است: نقض مثال ١
n

دنباله ی نیست. برقرار ۵٨ ل˼م عکس .۶٢ مثال

lim
n→∞

١
n
= ٠

واگراست.
∑∞

n=١
١
n

که دیدیم قبل جلسه ی و

.a > ١ که کرده ایم فرض کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .۶٣ مثال
∞∑
n=١

١
n
√

١ + an

که کرده ایم ثابت قبل جلسه های در پاسخ.

lim n
√

١ + an = a

پس
∞∑
n=١

١
n
√

١ + an
=

١
a
̸= ٠

است. واگرا نظر مورد سری نتیجه در
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آنگاه باشند، همͽرا B و A به ترتیب به
∑∞

n=٠ bn و
∑∞

n=٠ an سریهای اگر .۶۴ لم

∞∑
n=٠

(an + bn) =
∞∑
n=٠

an +
∞∑
n=٠

bn

و
∞∑
n=٠

λan = λ

∞∑
n=٠

an ∀λ ∈ R

همͽراست؟
∑∞

n=٠
٢n+٣+١n+١

۴n سری آیا .۶۵ مثال

پاسخ.
∞∑
n=٠

٢n+١ + ٣n+١

۴n
=

∞∑
n=٠

(
٢
۴
)n × ٢ +

∞∑
n=٠

(
٣
۴
)n × ٣ =

٢
∞∑
n=٠

(
٢
۴
)n + ٣

∞∑
n=٠

(
٣
۴
)n = ٢× ١

١− ٢
۴
+ ٣× ١

١− ٣
۴
= ۴ + ١٢ = ١۶

لم از که مجازیم موجودند
∑∞

n=٠(
٣
۴)

n × ٣ و
∑∞

n=٠(
٢
۴)

n × ٢ حدهای که آنجا از که کنید توجه

کنیم. استفاده بالا

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=٠
٢n+٣n

٢n+٣+١n+١ سری همͽرایی یا واگرایی .۶۶ مثال

پاسخ.

lim
n→∞

٢n + ٣n

٢n+١ + ٣n+١ = lim
(٢

٣)
n + ١

(٢
٣)

n × ٢ + ٣
̸= ٠

کرده  ایم. تقسیم ٣n بر را مخرج و صورت بالا در که کنید توجه واگراست. نظر مورد سری بنابراین

مقایسه آزمون ١ . ۵ . ١

که طوری به باشند دنباله دو {bn} و {an} کنید فرض .۶٧ قضیه

∀n ∈ N ∪ {٠} ٠ ⩽ an ⩽ bn

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ an آنگاه باشد همͽرا
∑∞

n=٠ bn اگر آنگاه
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همͽراست. هم
∑∞

n=٠ an که کنیم ثابت ͬ خواهیم م باشد. همͽرا
∑∞

n=٠ bn ͬ کنیم م فرض اثبات.

{Sn} اولا˟ همͽراست. Sn دنباله ی که دهیم نشان باید Sn = a٠ + a١ + . . . + an کنیم فرض

ͬ شوند. م اضافه مثبت جملات بدان مرحله هر در زیرا است صعودی

Sn = a٠ + a١ + . . .+ an

Sn+١ = a٠ + a١ + . . .+ an + an+١

Sn+١ − Sn = an+١ ≥ ٠

دهید: قرار است. کراندار بالا از Sn که دهیم نشان است کافͬ Sn همͽرائͬ اثبات برای

S ′
n = b٠ + b١ + . . .+ bn

Sn ⩽ S ′
n داریم: است. Sکراندار ′

n بنابراین Sهمͽراست. ′
n که ͬ دانیم م همͽراست

∑
bn که آنجا از

است. کراندار نیز Sn پس

است. کراندار an آنگاه باشد، همͽرا an اگر .۶٨ لم

که است موجود چنان N١ که ͬ دانیم م ϵ = ١ برای اثبات.

∀n > N١ L− ١ < an < L+ ١

که کرد پیدا چنان M مثبت عدد ͷی ͬ توان م پس

∀n > N١ |an| < M.

فرض پس است. متناهͬ زیرا است، کراندار نیز A = {a٠, . . . , aN١} مجموعه ی که ͬ دانیم م حال

که کنیم

∀x ∈ A |x| < M١

ماست. نظر مورد دنباله ی کرانِ max{M,M١} بنابراین

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=١
١
n٣ سری واگرایی یا همͽرایی .۶٩ مثال
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پاسخ.
∞∑
n=١

١
n٣ ≤

∞∑
n=١

١
n٢

همͽراست. نیز
∑∞

n=١
١
n٣ سری نتیجه در همͽراست.

∑∞
n=١

١
n٢ که گفتیم

است: زیر صورت به ۶٧ قضیه ی نقیض̞ عکس

که طوری به باشند دنباله دو {bn} و {an} .٧٠ قضیه

∀n ∈ N ∪ {٠} ٠ ⩽ an ⩽ bn

واگراست. نیز
∑∞

n=٠ bn آنگاه باشد واگرا
∑∞

n=٠ an اگر آنگاه

an ⩽ bn ⇒ (
∞∑
n=٠

an 7→ ∞ ⇒
∞∑
n=٠

bn 7→ ∞)

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=١
١√
n

سری واگرایی یا همͽرایی .٧١ مثال

واگراست. نیز
∑ ١√

n
پس واگراست

∑ ١
n

ثانیاً ١√
n
≥ ١

n
اولا˟ پاسخ.

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=١
١

٣√n٢+٢n سری واگرایی یا همͽرایی .٧٢ مثال

پاسخ.

∞∑
n=١

١
٣
√
n٢ + ٢n

شود. ͷکوچ کسر تا ایم کرده بزرگ را مخرج
⩾

∞∑
n=١

١
٣
√
n٢ + n٢

=
∞∑
n=١

١
٣
√

٢× n
٢
٣
⩾ ١

n

واگراست. نیز نظر مورد سری واگراست، ١
n

که آنجا از
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ششم جلسه ی ۶ . ١

که دیدیم قبل جلسه ی در

آنگاه limn→∞ an = ٠ آنگاه باشد، همͽرا
∑∞

n=٠ an اگر .١

∀n ٠ ⩽ an ⩽ bn اگر .٢

همͽراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه باشد همͽرا
∑∞

n=٠ bn اگر •

واگراست.
∑∞

n=٠ bn آنگاه باشد واگرا
∑∞

n=٠ an اگر •

|x| < ١ اگر که گفتیم و کردیم صحبت هندسͬ سریهای درباره ی قبل جلسه ی در هم چنین

داریم

١ + x+ x٢ + . . . =
١

١− x

ببرد: زیر حاصلجمع به را x ∈ (−١, ١) هر که بͽیرید نظر در را تابعͬ  حال

١ + x+ x٢ . . .

ͬ گوئیم: م تابع این تیلور بسط یادشده، تابع برای زیر بسط به است. ١
١−x

تابع̧ با برابر دقیقاً تابع این

١
١− x

= ١ + x+ x٢ + x٣ + . . . |x| < ١

کرد. خواهیم صحبت مفصلا́ آینده جلسات در باره این در

همͽراست. x از مقادیری چه ازای به
∑∞

n=١
(٢x−۵)n

٣n+١ سری که کنید تعیین .٧٣ مثال

پاسخ.
∞∑
n=١

(٢x− ۵)n

٣n+١ =
∞∑
n=١

(
٢x− ۵

٣
)n × ١

٣
=

١
٣

∞∑
n=١

(
٢x− ۵

٣
)n

باشیم: داشته باید باشد، همͽرا که این برای است، هندسͬ سری ͷی فوق سری که آنجا از

|٢x− ۵
٣
| < ١
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یعنͬ

−١ <
٢x− ۵

٣
< ١⇒ −٣ < ٢x− ۵ < ٣⇒ ١ < x < ۴

∑∞
n=٠ an و ( ∀n an, bn ⩾ ٠ نامنفͬ( اعداد از دنباله دو {bn} و {an} کنید فرض .٧۴ مثال

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ anbn اینصورت در دهید نشان باشند. همͽرا دو هر
∑∞

n=٠ bn و

a٠ + a١ + a٢ + . . .

b٠ + b١ + b٢ + . . .

a٠b٠ + a١b١ + a٢b٢ + . . .

که نکرده ایم ادعا که کنید توجه

a٠b٠ + a١b١ + a٢b٢ + . . . =
∞∑
n=٠

an

∞∑
n=٠

bn

همͽراست.
∑∞

n=٠ a
٢
n ویژه به بالا، مثال بودن درست فرض با که کنید توجه همچنین

است: صعودی Sn =
∑n

k=٠ akbk بنابراین ∀n an, bn ⩾ ٠ پاسخ.

Sn+١ − Sn = an+١bn+١ ⩾ ٠

است. کراندار Sn دنباله ی که دهیم نشان است کافͬ

عدد ϵ = ١ برای بنابراین limn→∞ an = ٠ داریم: پس همͽراست.
∑∞

n=٠ an که ͬ دانیم م

که است موجود چنان N١ ∈ N

∀n > N١ an < ١︸ ︷︷ ︸
|an−٠>|١

داریم: پس
∞∑

n=N١+١

anbn ⩽
∞∑

n=N١+١

١× bn
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که کنید توجه حال است. کراندار
∑∞

n=N١+١ bn عبارت پس همͽراست.
∑∞

n=٠ bn طرفͬ از

Sn ≤
∞∑
k=٠

akbk =
N١∑
n=٠

anbn︸ ︷︷ ︸
است متناهͬ جمعͬ زیرا کراندار،

+
∞∑

n=N١+١

anbn︸ ︷︷ ︸
کراندار

⩽ M

است. کراندار Sn پس

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=١
n√

n٣+n+١ سری واگرایی یا همͽرایی .٧۵ مثال

ͷی با را سری این که ͬ رسد م نظر به منطقͬ ͬ بینیم م توان مخرج، و صورت در که آنجا از پاسخ.

کنیم: مقایسه
∑ ١

np صورت به pسری

∞∑
n=١

n√
n٣ + n+ ١

شود ͷکوچ کسر تا ͬ کنیم م بزرگ را مخرج
−→ ⩾

∞∑
n=١

n√
n٣ + n٣ + n٣

=
∞∑
n=١

n
√

٣× n
٣
٢
=

∞∑
n=١

١
√

٣× n
١
٢

زیرا واگراست.
∑∞

n=١
١
n

١
٢

که ͬ دانیم م

∞∑
n=١

١
n

١
٢
>

∞∑
n=١

١
n

واگراست. نیز ما نظر مورد سری پس

است مقایسه آزمون همان واقع در آزمون این کرده ایم. ارائه را حدی مقایسه ی آزمون زیر در

جمله های از را سریها حدی، مقایسه ی در آزمون بهتر، بیان به است. شده نوشته دیͽری زبان به که

میان به بزرگ کافͬ اندازه ی به از سخن وقتͬ ͬ کنیم. م مقایسه هم با بعد، به بزرگ کافͬ به اندازه ی

است. حد مفهوم از سخن واقع در آید،

که گونه ای به باشند دنباله  دو {bn} و {an} کنید فرض حدی). مقایسه ی (آزمون ٧۶ لم

∀n

an ⩾ ٠

bn > ٠
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همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ an باشد همͽرا
∑∞

n=٠ bn اگر آنگاه limn→∞
an
bn

= ٠ اگر .١

a٠ a١ a٢ . . .

b٠ b١ b٢ . . .

lim
n→∞

an
bn

= ٠

ͬ خواهیم م بلͺه نیست.
∑

an
bn

سریِ واگرائͬ یا همͽرائͬ بحثِ آزمون این در که کنید توجه

نتیجه را
∑

bn واگرائ̞ͬ یا همͽرائͯ
∑

an واگرائͯ یا همͽرائͬ از ͬ شود م چͽونه که بدانیم

گرفت.

همͽراست.
∑∞

n=٠ bn فرض: اثبات.

همͽراست.
∑∞

n=٠ an حͺم:

ثابت را آن کرانداری است کافͬ پس نامنفیند) آن جمله های (زیرا است صعودی
∑

an سری

کنیم.

که طوری به است موجود N ١
٢
∈ N عددِ ϵ = ١

٢ برای پس limn→∞
an
bn

= ٠ داریم:

∀n > N ١
٢

an
bn

<
١
٢

یعنͬ

∀n > N ١
٢

an <
bn
٢

پس
∞∑
n=٠

an ⩽ ١
٢

∞∑
n=٠

bn.

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ an مقایسه آزمون به بنا همͽراست، ١
٢
∑∞

n=٠ bn که جا آن از حال
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به بعد به جمله ای از را مقایسه آزمون همان بالا اثبات در کردید، مشاهده که گونه همان

گرفتیم. کار

اگروتنهااگر است همͽرا
∑∞

n=٠ bn آنگاه limn→∞
an
bn

= L > ٠ اگر لم) دوم (قسمت .٢

ͬ شود م نتیجه دیͽری همͽرائͬ سری، دو این از ͷی هر همͽرائͬ از (یا باشد همͽرا
∑∞

n=٠ an

ͬ شود) م نتیجه دیͽری واگرائͬ سری، دو این از ͷی هر واگرائͯ از و

داریم: ،limn→∞
an
bn

= L که آنجا از اثبات.

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ |
an
bn
− L| < ϵ

∀n > Nϵ L− ϵ <
an
bn

< L+ ϵ

نتیجه در L > ϵ > ٠ که بͽیرید نظر در چنان را ϵ > ٠ عددِ ͷی پس L > ٠ که ͬ دانیم م

داریم:

∀n > Nϵ bn(L− ϵ) < an < bn(L+ ϵ)

داریم همͽراست. نیز
∑

an آنگاه باشد، همͽرا
∑

bn اگر که ͬ دهیم م نشان

∞∑
n=Nϵ+١

an ⩽
∞∑

n=Nϵ+١

bn

همچنین همͽراست. نیز
∑∞

n=Nϵ+١ an پس همͽراست، راست سمت عبارت

∞∑
n=٠

an =
Nϵ∑
n=٠

an +
∞∑

n=Nϵ+١

an

همͽراست.
∑∞

n=٠ an پس

نامساویِ از استفاده با مشابه طور به

∀n > Nϵ bn(L− ϵ) < an

همͽراست.
∑

bn آنگاه باشد، همͽرا
∑

an اگر که دهید نشان
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نیز
∑∞

n=٠ an باشد واگرا
∑∞

n=٠ bn اگر آنگاه limn→∞
an
bn

= ∞ اگر لم) سوم (قسمت .٣

واگراست.

داریم limn→∞
an
bn

=∞ که آنجا از اثبات.

lim
n→∞

bn
an

= ٠

پس همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ bn آنگاه باشد، همͽرا
∑∞

n=٠ an اگر لم اول قسمت به بنا حال

واگراست. نیز
∑∞

n=٠ an باشد، واگرا
∑∞

n=٠ bn اگر

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=١
n

۴√٣n+٢n۵ سری واگرایی یا همͽرایی .٧٧ مثال

صورت اگر که ͬ شویم م متوجه سری داخل عبارت مخرج و صورت در n توانهای به نگاهͬ با پاسخ.

میل بی نهایت به حاصل کنیم) تقسیم ١
n

بر را سری داخل عبارت اگر (یعنͬ کنیم ضرب n در را

که ͬ دانیم م . bn = ١
n

کنید فرض ͬ کنیم. م مقایسه
∑ ١

n
با را سری این دیͽر، بیان به کرد. خواهد

و an = n
۴√٣n+٢n۵ اگر واگراست.

∑∞
n=١ bn

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n٢

۴
√

٣n+ ٢n۵
=∞

فوق حد که را این علت زیر در حدی). مقایسه ی آزمون به توجه (با واگراست
∑∞

n=٠ an پس

کرده ایم: بیان است شده بی نهایت

lim
n→∞

n٢

۴
√

٣n+ ٢n۵

ͬ کنیم م بزرگ را مخرج
⩾ lim

n→∞

n٢

۴
√

۵n۵
= lim

n→∞

n٢

۴
√

۵× n
۵
۴
= lim

n→∞

n٢− ۵
۴

۴
√

۵
=∞

بͽوئیم. دنباله ها حد شدن بی نهایت درباره ی مختصری درس، ادامه ی از پیش است بهتر

یعنͬ: limn→∞ an = +∞ عبارتِ .٧٨ توجه

بزرگ کافͬ اندازه ی به آنها اندیسهای اینکه شرط به ͬ شوند، م بزرگ دلخواه اندازه ی به دنباله جملات

شوند.
دلخواه ︷اندازه ی ︸︸ ︷
∀M ∈ N

کافͬ ︷اندازه ی ︸︸ ︷
∃NM ∈ N ∀n > NM |an| > M
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ͬ گیریم. م پی  دنباله ها از مثالͬ حل با را بحث

.limn→∞
n
an

= ٠ که دهید نشان a > ١ که کنید فرض دنباله ها). (از ٧٩ مثال

است. بیشتر n دنباله ی رشدِ نرخ از an دنباله ی رشدِ» «نرخ که است این بالا عبارت معنͬ

و دنباله دو اول جمله ی چند نوشتن کنید، حل را سوال این رشد» «نرخ به استناد با بخواهید اگر

نیست. کافͬ آنها مقایسه ی

.a = b+ ١ که طوری به است موجود b ⩾ ٠ پس a > ١ که ͬ دانیم م پاسخ.

n

an
=

n

(b+ ١)n
=

n

١ + nb+

(
n

٢

)
b٢︸ ︷︷ ︸

n(n−١)
٢

+ . . .+
(
n
n

)
bn

پس (b+ ١)n ⩾
(
n
٢

)
b٢ داریم

٠ ⩽ n

(b+ ١)n
⩽ n

n(n−١)
٢ b٢

داریم: فشردگͬ قضیه ی به بنا پس ͬ کند، م میل صفر به n
n(n−١)

٢ b٢ دنباله ی

lim
n→∞

n

an
= ٠

شود. ظاهر n برای ٢ توانِ ͬ خواستیم م که بود این کردیم استفاده را
(
n
٢

)
b٢ جمله ی که این علت

که ͬ شود م نتیجه بالا مثال از

∀ϵ > ٠ ∃N ∀n > N n < (an)ϵ.

که کردیم ثابت جلسه این در

اگر آنگاه باشند، صفر مخالف ها bn و باشند نامنفͬ جملات با دنباله دو bn و an اگر •

واگرائ̞ͬ از و ͬ شود م نتیجه
∑

an همͽرائ̞ͬ
∑

bn همͽرائͬ از آنگاه lim an
bn

= ٠

ͬ شود. م نتیجه
∑

bn واگرائͬ
∑

an
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∑
bn اگروتنهااگر همͽراست

∑
an آنگاه lim an

bn
= L > ٠ اگر بالا فرضهای با •

باشد. همͽرا

.a > ١ هر برای lim n
an

= ٠ •
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هفتم جلسه ی ١ . ٧

باشیم داشته an, bn نامنف̞ͬ جملاتِ با دنباله ی دو برای که صورتͬ در که گفتیم .٨٠ درس  مرور

lim
n→∞

an
bn

= L > ٠

باشیم داشته که صورتͬ در باشد. همͽرا
∑∞

n=٠ an اگروتنهااگر همͽراست
∑∞

n=٠ bn آنگاه

lim
n→∞

an
bn

=∞

واگراست. نیز
∑∞

n=٠ an آنگاه باشد واگرا
∑∞

n=٠ bn اگر گاه آن

کنیم فرض اگر زیرا واگراست؛
∑∞

n=٠ an سری آنگاه an = n
۴√٣n+n۵ اگر که کردیم ثابت همچنین

آنگاه واگراست،
∑∞

n=٠ bn سری که bn = ١
n

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n
۴
√

٣n+ n۵
× ١

n
=∞

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .٨١ مثال

∞∑
n=٠

٢n − n

٣n + n

داریم .bn = ٢n

٣n و an = ٢n−n
٣n+n

بͽیرید پاسخ.

an
bn

=
٢n − n

٣n + n
× ٣n

٢n
=

١− n
٢n

١ + n
٣n

که آنجا از

lim
n→∞

١− n
٢n

١ + n
٣n

= ١

همͽراست.
∑∞

n=٠ an سری مقایسه، آزمون به بنا همͽراست،
∑∞

n=٠ bn سری و

دوم: حل راه

که آنجا از .bn = ٢n

٣n+n
دهید قرار

bn =
٢n

٣n + n
⩽ ٢n

٣n
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نیز همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ bn سری همͽراست،
∑∞

n=٠
٢n

٣n سری و

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

٢n − n

٣n + n
× ٣n + n

٢n
= ١

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ an نتیجه در

سوم: حل راه

٢n − n

٣n + n
⩽ ٢n

٣n

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠
٢n−n
٣n+n

مقایسه  آزمون به بنا پس همͽراست،
∑∞

n=٠
٢n

٣n چون

همͽراست.
∑∞

n=٠
an

٣n+١ سری که دهید نشان limn→∞ an = a ̸= ٠ کنید فرض .٨٢ مثال

زیرا همͽراست،
∑∞

n=٠
١

٣n+١ اولا˟ ،bn = ١
٣n+١ اگر پاسخ.

∞∑
n=٠

١
٣n + ١

≤
∞∑
n=٠

١
٣n

داریم همچنین همͽراست.
∑∞

n=٠
١

٣n و

lim
n→∞

an
���٣n+١

١
���٣n+١

= lim
n→∞

an = a

همͽراست. حدی) مقایسه ی آزمون به (بنا نظر مورد سری کل پس

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=٠
١

n n
√
n

سری واگرایی یا همͽرایی .٨٣ مثال

واگراست.
∑∞

n=٠ bn که کنید توجه و bn = ١
n

دهید قرار پاسخ.

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

١
n n
√
n
× n = lim

n→∞

١
n
√
n
= ١

واگراست. نیز
∑∞

n=٠ an حدی مقایسه ی آزمون به بنا نتیجه در

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .٨۴ مثال

∞∑
n=٠

an + bn

cn − bn
, ٠ < a < b < c
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٠ < b
c
< ١ زیرا همͽراست

∑∞
n=٠(

b
c
)n سری .dn = ( b

c
)n دهید قرار پاسخ.

داریم: en = an+bn

cn−bn
اگر

en
dn

=
an + bn

cn − bn
× cn

bn
=

(ac)n + (bc)n

(bc)n − (b٢)n

داریم: نتیجه در ͬ کنیم. م تقسیم (bc)n بر را کسر مخرج و صورت

lim
n→∞

(ac
bc
)n + ١

١− ( b
٢

bc
)n

= ١

اگر مثال این در که کنید توجه همͽراست. نیز
∑∞

n=٠
an+bn

cn−bn
حدی مقایسه ی آزمون به بنا و

است. اضافه a < b شرط پس ͬ رسیدیم. م نتیجه همین به مشابه راه با ،٠ < b < a < c

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .٨۵ مثال

∞∑
n=٠

n+ n
۴
٣

٢ + n
۵
٣

آنگاه an = n+n
۴
٣

٢+n
۵
٣

اگر پس واگراست.
∑∞

n=٠
١
n

سری که ͬ دانیم م پاسخ.

lim
n→∞

an
١
n

= lim
n→∞

n× an = lim
n→∞

n٢ + n
٧
٣

٢ + n
۵
٣

⩾ lim
n→∞

n٢

n
۵
٣
=∞

واگراست.
∑∞

n=٠ an پس

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠
an

١+an
که دهید نشان باشد. همͽرا

∑∞
n=٠ an کنید فرض .٨۶ مثال

داریم: همͽراست،
∑∞

n=٠ an که آنجا از پاسخ.

lim
n→∞

an = ٠

داریم: حدی مقایسه ی آزمون به توجه با

lim
n→∞

an
١+an

an
= lim

n→∞

an
١ + an

× ١
an

= ١

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠
an

١+an
سری همͽراست،

∑∞
n=٠ an که آنجا از
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نسبت آزمون ١ . ٧ . ١

دهید قرار باشد. صفر) مخالف (و مثبت حقیق̞ͬ اعداد از دنباله ای {an}∞n=٠ کنید فرض .٨٧ لم

آنگاه limn→∞
an+١
an

= L

واگراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه L > ١ اگر .١

همͽراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه ٠ ⩽ L < ١ اگر .٢

اثبات.

lim
n→∞

an+١

an
= L

پس

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∀n > Nϵ |
an+١

an
− L| < ϵ

یعنͬ

∀n > Nϵ L− ϵ <
an+١

an
< L+ ϵ

داریم: نتیجه در

an+١ < an (L+ ϵ)︸ ︷︷ ︸
r

.r < ١ باشیم داشته که کنیم انتخاب گونه ای به را ϵ ͬ توانیم م پس L < ١ که کنید دقت

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را نظر مورد دنباله ی

a٠ a١ . . . aNϵ aNϵ+١ aNϵ+٢ aNϵ+٣ . . .

داریم

aNϵ+١ ⩽ aNϵ × r

aNϵ+٢ ⩽ aNϵ × r٢

aNϵ+٣ ⩽ aNϵ × r٣

...
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پس

∞∑
n=Nϵ

an ⩽ aNϵ+aNϵ×r+aNϵ×r٢+. . . = aNϵ(١+r+r٢+. . .) = aNϵ(
١

١− r
)

داریم: پس
∞∑
n=٠

an =
Nϵ−١∑
n=٠

an︸ ︷︷ ︸
متناهͬ

+
∞∑

n=Nϵ

an︸ ︷︷ ︸
همͽرا

همͽراست.
∑∞

n=٠ an نتیجه در

که کنید بررسͬ ͬ آید: نم کار به واگرایی یا همͽرایی اثبات برای آزمون این آنگاه L = ١ اگر .٣

قرار L = ١ حالت در بالا آزمون در واگراست) دیͽری و همͽرا ͬͺی (که زیر سریهای دو هر

ͬ گیرند. م
∞∑
n=٠

١
n٢︸ ︷︷ ︸

همͽرا

,
∞∑
n=٠

١
n︸ ︷︷ ︸

واگرا

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .٨٨ مثال

∞∑
n=٠

١
n!

پاسخ.

an =
١
n!

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

n!

(n+ ١)!
= lim

n→∞

n!

(n+ ١)n!
= lim

n→∞

١
n+ ١

= ٠

همͽراست. بالا سری پس

که دید خواهیم بعداً

١ + ١ +
١
٢!

+
١
٣!

+
١
٢!

+ . . . =
∞∑
n=٠

١
n!

= e
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و

ea =
∞∑
n=٠

an

n!

حدی: مقایسه ی آزمون با سوال همان حل

داریم:
∑∞

n=٠
١
n٢ و

∑∞
n=٠

١
n!

مقایسه  با

lim
n→∞

١
n!
١
n٢

= lim
n→∞

n٢

n!
= ٠

همͽراست. نیز نظر مورد سری همͽراست،
∑ ١

n٢ که آنجا از

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .٨٩ مثال
∞∑
n=٠

٣n

n!

گفتیم بالا کادر در آنچه به بنا که کنید توجه پاسخ.
∞∑
n=٠

٣n

n!
= e٣

نسبت: آزمون با حل راه

an =
٣n

n!

an+١

an
=

٣n+١

(n+١)!
٣n

n!

=
٣

n+ ١

که آنجا از پس

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

٣
n+ ١

= ٠

همͽراست.
∑∞

n=٠
٣n

n!
سری

حدی: مقایسه ی آزمون با حل

bn =
١
٣n

lim
n→∞

an
bn

=
٣n

n!
١

٣n

= lim
n→∞

٩n

n!
= ٠

همͽراست. نیز ما نظر مورد سری
∑ ١

٣n سری همͽرائ̞ͬ به بنا
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کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .٩٠ مثال

∞∑
n=٠

n٣

٢n

مقایسه: آزمون پاسخ.

کنید: مقایسه
∑∞

n=٠
١
n٣ با

n٣

٢n
× n٣ =

n۶

٢n
→ ٠

نامساوی از و ٢ > ١ که این از limn۶/٢n = ٠ که این اثبات برای همͽراست. نظر مورد سری پس

.a > ١ هر برای limn۶/an = ٠ که داد نشان ͬ توان م واقع در کنید. استفاده برنولͬ

نسبت: آزمون

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

(n+١)٣

٢n+١

n٣

٢n

= lim
n→∞

��٢n(n+ ٣(١

n٣���٢n+١︸︷︷︸
٢

= lim
n→∞

١
٢
×n٣ + ٣n٢ + ٣n+ ١

n٣ =
١
٢

ریشه آزمون ١ . ٧ . ٢

و باشد نامنفͬ اعداد از دنباله ای {an} کنید فرض

lim
n→∞

n
√
an = L

همͽراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه ٠ ⩽ L < ١ اگر .١

اثبات.

lim
n→∞

n
√
an = L

پس

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ | n
√
an − L| < ϵ

نتیجه در

∀n > Nϵ L− ϵ < n
√
an < ϵ+ L
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پس

∀n > Nϵ an < (L+ ϵ)n

پس ٠ < L+ ϵ︸ ︷︷ ︸
r

< ١ که کنید انتخاب طوری را ϵ

∞∑
n=Nϵ

an = aNϵ + aNϵ+١ + . . . ⩽ aNϵ + rNϵ+١ + rNϵ+٢ + . . .

.٩١ توجه

rNϵ+١ + rNϵ+٢ + . . . = rNϵ(١ + r + r٢ + . . .) =
rNϵ

١− r

پس
∞∑

n=Nϵ

an ⩽ aNϵ + rNϵ
∑

rn

∞∑
n=٠

an =
Nϵ−١∑
n=٠

an +
∞∑

n=Nϵ

an

همͽراست.
∑∞

n=٠ an نتیجه در

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .٩٢ مثال
∞∑
n=١

nan a > ٠

پاسخ.

an = nan ⇒ n
√
an = n

√
n× a

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n
√
n︸︷︷︸

limn→∞ n
√
n=١

×a = a

واگراست. فوق سری a ⩾ ١ اگر و همͽراست نظر مورد سری آنگاه ٠ < a < ١ اگر پس

مقایسه: آزمون با حل

همͽراست.
∑∞

n=٠
١
n٢ سری : ١

n٢ با مقایسه

nan × n٢ = n٣ × an
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نتیجه در b = ١
a
> ١ آنگاه ٠ < a < ١ اگر

lim
n→∞

n٣

bn
= ٠

همͽراست. نظر مورد سری پس

آزمونِ ریشه) (ادامه ی

واگراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه L > ١ اگر .٢

نیست. کارگر آزمون این آنگاه L = ١ اگر .٣

آنگاه باشند، نامنفͬ دنباله های an, bn اگر مرور:

سری l > ١ اگر همͽراست.
∑

an آنگاه ٠ ≤ l < ١ و lim an+١/an = l اگر •

واگراست. یادشده

سری l > ١ اگر همͽراست.
∑

an سری آنگاه ٠ ≤ l < ١ و lim n
√
an = l اگر •

واگراست. یادشده

ͬ کند. نم واگرائͬ یا همͽرائͬ تشخیص به ͬͺکم l = ١ حالت بالا، آزمون دو هر در •
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هشتم نیم جلسه ی ١ . ٨

که دیدیم ریشه آزمون در .٩٣ درس  مرور

lim
n→∞

n
√
an =


٠ < L < ١⇒ همͽراست

∑∞
n=٠ an

L = ١⇒ ͬ کند. نم کار آزمون این

L > ١⇒ واگراست
∑∞

n=٠ an

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .٩۴ مثال

∞∑
n=١

sin(n٣)

n٢

که ͬ دانیم م پاسخ.

−١ ⩽ sin(n٣) ⩽ ١

پس

− ١
n٢ ⩽ sin(n٣)

n٢ ⩽ ١
n٢

آزمون از استفاده با ͬ توانیم نم بنابراین ͬ کند. م کار مثبت جملات برای تنها مقایسه آزمون .٩۵ نکته

همͽراست. نظر مورد سری که بͽیریم نتیجه جا این در مقایسه،

کنیم. ترمیم زیر صورت به را بالا حل راه بیائید

−| sin(n٣)| ⩽ sin(n٣) ⩽ | sin(n٣)|

٠ ⩽ sin(n٣) + | sin(n٣)| ⩽ ٢| sin(n٣)|

بنابراین

٠ ⩽ sin(n٣) + | sin(n٣)|
n٢ ⩽ ٢| sin(n٣)|

n٢

.(
∑∞

n=٠
١
n٢ با همͽراست(مقایسه ٢

∑∞
n=٠

| sin(n٣)|
n٢ ͬ دانیم م

همͽراست. نیز
∑∞

n=١
sin(n٣)

n٢ نتیجه در همͽراست. نیز sin(n٣)
n٢ +

| sin(n٣)|
n٢︸ ︷︷ ︸

همͽرا

مقایسه آزمون به بنا پس
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داد: تعمیم زیر صورت به ͬ توان م را بالا حل راه

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ an آنگاه باشد همͽرا
∑∞

n=٠ |an| اگر .٩۶ توجه

اثبات.

−|an| ⩽ an ⩽ |an|

٠ ⩽ an + |an| ⩽ ٢|an|

پس همͽراست
∑∞

n=٠ ٢|an|
∞∑
n=٠

an + |an|

همͽراست.
∑∞

n=٠(an + |an| − |an|) نتیجه در همͽراست. مقایسه آزمون به بنا نیز

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=(١−)٠n سری واگرایی یا همͽرایی .٩٧ مثال

پاسخ.

S٠ = (−١)٠ = ١

S١ = (−١)٠ + (−١)١ = ٠

S٢ = (−١)٠ + (−١)١ + (−١)٢ = ١

S٣ = (−١)٠ + (−١)١ + (−١)٢ + (−١)٣ = ٠

S٢n = ١

S٢n+١ = ٠

نظر مورد سری آن تبع به و دنباله، این پس یͺند. و صفر میان در ͷی {Sn} دنباله ی جملات یعنͬ

نیست. همͽرا ما

ارائه منفͬ و مثبت جملات دارای سریهای همͽرائͬ برای شرطͬ لایبنیتز، از زیر قضیه ی در

کرده ایم.

آنگاه limn→∞ an = ٠ و باشد نامنفͬ اعداد از نزولͬ دنباله ای {an}∞n=٠ کنیم فرض .٩٨ قضیه

همͽراست.
∑∞

n=(١−)٠nan سری
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اثبات.

S٠ = (−١)٠a٠ = a٠

S١ = (−١)٠a٠ + (−١)١a١ = a٠ − a١ ⇒ S١ < S٠

S٢ = a٠ − a١ + a٢ = a٠ + (a٢ − a١)︸ ︷︷ ︸
ͬ شود م منفͬ است نزولͬ چون

⇒

S٢ > S١

S٢ < S٠

⇒ S١ ⩽ S٢ ⩽ S٠

S٣ = a٠−a١+a٢−a٣ = (a٠−a١)+(a٢−a٣)⇒

S٣ > S١

S٣ < S٢

⇒ S١ ⩽ S٣ ⩽ S٢ ⩽ S٠

...

S١ ⩽ S٣ ⩽ S٢ ⩽ S٠

S١ ⩽ S٣ ⩽ S۴ ⩽ S٢ ⩽ S٠

S١ ⩽ S٣ ⩽ S۵ ⩽ S۴ ⩽ S٢ ⩽ S٠

پایین از و نزولͬ (S٢n) دنباله ی همͽراست. پس است. کراندار بالا از و صعودی (S٢n+١) دنباله ی

که کنید توجه همچنین همͽراست. نیز S٢n پس است. کراندار

lim
n→∞

S٢n+١ = lim
n→∞

S٢n

زیرا:

lim
n→∞

S٢n+١ − lim
n→∞

S٢n = lim
n→∞

−a٢n+١ = ٠

داریم: را زیر مشاهدات کنون تا پس

.٩٩ مشاهدات

هستند. همͽرا دو هر S٢n و S٢n+١ دنباله های .١

.limn→∞ S٢n+١ = limn→∞ S٢n .٢

همͽراست. Sn که ͬ دهند م نشان زیر لم ͷکم با بالا مشاهدات
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باشد. اعداد از دنباله ͷی {an} که کنید فرض .١٠٠ لم

a٠ a١ a٢ a٣ . . .

limn→∞ a٢n+١ = limn→∞ a٢n = L و هستند همͽرا a٢n+١ و a٢n دنباله ی دو هر کنید فرض

است. L به همͽرا نیز an آنگاه

کنید فرض اثبات.

lim
n→∞

a٢n+١ = L

lim
n→∞

a٢n = L

که دهیم نشان باید .limn→∞ an = L کنیم ثابت ͬ خواهیم م

∀ϵ ∃Nϵ ∈ N ∀n > N |an − L| < ϵ

دهید قرار باشد. شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض

(bn) = (a٢n) cn = (a٢n+١)

داریم n > N هر برای که است موجود چنان N ∈ N عدد bn دنباله ی همͽرائ̞ͬ بر بنا

|bn − L| < ϵ

داریم n > N هر برای یعنͬ

|a٢n − L| < ϵ.

که طوری به است موجود N١ عددِ که ͬ گیریم م نتیجه cn دنباله ی همͽرائ̞ͬ از مشابه طور به

∀n > N١ |a٢n+١ − L| < ϵ.

دهید قرار

N٢ = max{N,N١}

آنگاه n > N٢ اگر گفته ایم، بالا در آنچه بر بنا

|a٢n+١ − L| < ϵ, |a٢n − L| < ϵ
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داریم n > ٢N٢ هر برای یعنͬ

|an − L| < ϵ.

همͽراست.
∑∞

n=(١−)٠n ١
n

سری که دهید نشان .١٠١ مثال

است. نزولͬ ١
n

دنباله ی و limn→∞
١
n
= ٠ طرفͬ از واگراست.

∑∞
n=٠

١
n

سری که ͬ دانیم م پاسخ.

همͽراست. سری این لایبنیتز، قضیه ی به بنا پس

که طوری به باشد دنباله ای an کنید فرض .١٠٢ تمرین

∀n an < p

آنگاه

lim
n→∞

an ⩽ p

کنید) استفاده لایبنیتز آزمون از (راهنمایی: همͽراست.
∑∞

n=٠
(−١)n√
n+١ که کنید ثابت .١٠٣ مثال

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١٠۴ مثال

∞∑
n=٠

(
n
√

٢− ١)n

ریشه: آزمون پاسخ.

an = (
n
√

٢− ١)n

n
√
an =

n
√

٢︸︷︷︸
limn→∞

n√١=٢

−١

پس

lim
n→∞

n
√
an = ٠

همͽراست. فوق سری ریشه، آزمون این به بنا
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و باشد نزولͬ و باشد نامنفͬ جملات با دنباله ای an اگر که کردیم ثابت جلسه این در

همͽراست.
∑

(−١)nan سری آنگاه limn→∞ an = ٠
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نهم جلسه ی ١ . ٩

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١٠۵ مثال
∞∑
n=٠

nn+ ١
n

(n+ ١
n
)n

پاسخ.

an =
nn+ ١

n

(n+ ١
n
)n

lim
n→∞

an = lim
n→∞

nn × n
١
n

(n
١+٢
n

)n

داریم:

lim
n→∞

n
١
n = lim

n→∞
n
√
n = ١

و

lim
n→∞

(
n٢

n٢ + ١
)n = lim

n→∞

١
(n

١+٢
n٢ )n

= lim
n→∞

١
n

√
(١ + ١

n٢ )n
٢

که کرده ایم ثابت قبلا́ همچنین

lim
n→∞

(١ +
١
n
)n

و پس است. بزرگتر صفر از و است موجود

lim
n→∞

(١ +
١
n٢ )

n٢

است. موجود

limn→∞
n

√
(١ + ١

n٢ )n
٢ = ١ پس n

√
an 7→ ١ آنگاه an 7→ a ̸= ٠ اگر که داده ایم نشان طرفͬ از

نتیجه در

lim
n→∞

an = ١

باشد. همͽرا ͬ تواند نم بالا سری پس

که کرد خواهیم ثابت درس این ادامه ی در .١٠۶ توجه

lim(١ +
١
n
)n = ١ + ١ +

١
٢!

+
١
٣!

+
١
۴!

+ . . .

ͬ دهیم. م نشان e با را بالا حد حاصل که
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بͽیرید. نظر در را زیر سری
∞∑
n=٠

an

n!

همͽراست. a مقدارِ هر ازاء به فوق سری که کردیم ثابت گذشته جلسات در

١ + a+
a٢

٢!
+

a٣

٣!
+

a۴

۴!
+ . . .

گرفت: نظر در را زیر تابع ͬ توان م پس ͬ شود. م متناهͬ مقدار ͷی فوق عبارت a مقدارِ هر برای یعنͬ

exp : R→ R

x 7→ ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

داریم

exp(٠) = ١

exp(١) = ١ + ١ +
١
٢!

+
١
٣!

+
١
۴!

+ . . . =
∞∑
n=٠

١
n!

است: زیر صورت به اعشار اول رقم چند تا عدد این ͬ دهیم. م نشان e با را exp(١) حاصل

e ∼= ٢٫ ٧١٨٢.

نیست موجود گویا اعداد در ضرایبِِ با جمله ای ای چند هیچ یعنͬ است. جبری غیر عدد ͷی e عدد

نیست. ممͺن هنوز ͬ گیریم م درس این در که اطلاعاتͬ با گفته این اثبات شود. e آن ریشه ی که

این به هیچͽاه اصلͬ، اعمال از استفاده بار متناهͬ با یعنͬ است. جبری غیر تابع ͷی نیز exp تابع

ͬ رسیم. نم تابع

ͬ دهیم. م نشان ex با را exp(x) تابع راحتͬ، برای .١٠٧ توجه

همچنین ͬ دانیم. م را ٢٣ چون عبارتͬ معنͬ و شده ایم آشنا «توان» با مقدماتͬ ریاضیات در .١٠٨ توجه

تعمیم حقیقͬ دیͽرِ اعداد به را توان ͬ توان م چͽونه اما است. فهم قابل ما برای نیز ٢ ٢
٣ چون عبارتͬ

از استفاده با که دید خواهیم درس ادامه ی در کرد. تعریف را ٢
√

٢ یا ٢π ͬ توان م چͽونه مثلا داد.

برآمد. کار این پس از ͬ توان م ex تابع̧
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است. شده گرفته توان معنای به exponential از exp کلمه ی .١٠٩ توجه

.١١٠ قضیه

ea+b = ea × eb

دیͽر بیان به

exp(a+ b) = exp(a)× exp(b)

کنیم: محاسبه را بالا عبارات بیائید

ea = ١ + a+
a٢

٢!
+

a٣

٣!
+

a۴

۴!
+ . . .

eb = ١ + b+
b٢

٢!
+

b٣

٣!
+

b۴

۴!
+ . . .

e(a+b) = ١ + (a+ b) +
(a+ b)٢

٢!
+

(a+ b)٣

٣!
+

(a+ b)۴

۴!
+ . . .

کنیم. ضرب هم در را نامتناهͬ سریِ دو باید ea+b محاسبه ی برای ͬ کنید م مشاهده که طور همان

زیر: صورت به ضربی برای

(a١ + a٢ + a٣ + . . .)(b١ + b٢ + . . .)

در را a٢ (!) شد تمام کار این وقت هر و کنیم ضرب ها bi تمام در را a١ نخست که است نیاز

اگر برسیم. دومͬ ضرب به ما تا یابد ادامه بی پایان الͽوریتم ͷی باید یعنͬ کنیم. ضرب آنها تمام

هم کار این درست روش خوشبختانه است. ممͺن غیر کار این کنیم، تجسم رایانه ͷی را خود ذهن

است: موجود

سری دو ک͒ش̞ͬ حاصلضرب ١ . ٩ . ١

دو این ک͒ش̞ͬ حاصلضرب را زیر عبارت باشند. عددی سریِ دو
∑∞

n=٠ bn و
∑∞

n=٠ an کنید فرض

ͬ نامیم. م سری
∞∑
n=٠

cn
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آن در که

cn =
∞∑

n=i+j

aibj =
n∑

k=٠

akbn−k

داریم پس

c٠ = a٠

c١ = a٠b١ + a١b٠

c٢ = a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠

c٣ = a٠b٣ + a١b٢ + a٢b١ + a٣b٠

cn = a٠bn + a١bn−١ + . . .+ anb٠
∞∑
n=٠

cn = a٠b٠+(a٠b١+a١b٠)+(a٠b٢+a١b١+a٢b٠)+(a٠b٣+a١b٢+a٢b١+a٣b٠)+. . .

نیازمندیم. عملیات متناهͬ تعدادی به تنها cn هر محاسبه ی برای ͬ کنید م مشاهده بالا در که طور همان

دو حاصلضرب با برابر بالا سری آیا ͬ گوئیم. م نظر مورد سری دو ۴ ک͒ش̞ͬ حاصلضرب بالا، سری به

ماست؟ نظر مورد سری

ایندو از ͬͺی حداقل و
∑∞

n=٠ bn 7→ B و
∑∞

n=٠ an 7→ A کنید فرض (م˼ر˂ت˼ن). ١١١ قضیه

و همͽراست نیز کردیم) تعریف بالا در که گونه ای (به
∑∞

n=٠ cn آنگاه باشد، مطلق همͽرای

∞∑
n=٠

cn 7→ AB

دیͽر عبارت به
∞∑
n=٠

cn = (
∞∑
n=٠

an)× (
∞∑
n=٠

bn).

مثال برای است. لازم سری دو از ͬͺی مطلق̞ همͽرایی شرط .١١٢ توجه

an = bn =
(−١)n√
n+ ١

۴Cauchy
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cn =
n∑

k=٠

akbn−k =
∞∑
k=٠

ak︷ ︸︸ ︷
(−١)k√
k + ١︸ ︷︷ ︸

⩽
√
n+١

√
n+١

×

bn−k︷ ︸︸ ︷
(−١)n−k

√
n− k + ١︸ ︷︷ ︸

⩽
√
n+١

√
n+١

⩾ (−١)n
∞∑
k=٠

١
(n+ ١)

= (−١)n ( ١
n+ ١

+
١

n+ ١
+ . . .+

١
n+ ١

)︸ ︷︷ ︸
بار n+١

= (−١)n × n+ ١
n+ ١

= (−١)n × ١

نیست. همͽرا
∑

cn سری که ͬ بینیم م

بͽیرید. نظر در را زیر سریهای حال

ea =
∞∑
n=٠

an

n!

eb =
∞∑
n=٠

bn

n!

ͬ گیریم. م نظر در را آنها ک͒شͬ حاصلضرب پس هستند. مطلق همͽرای سری ها این دوی هر

∞∑
n=٠

cn

cn =
n∑

k=٠

ak

k!
× b(n−k)

(n− k)!
=

n∑
k=٠

akb(n−k)

k!(n− k)!

داریم: اینکه به توجه با
١

k!(n− k)!
=

(
n
k

)
n!

پس

cn =
١
n!

n∑
k=٠

(
n

k

)
akbn−k =

١
n!
(a+ b)n

پس

ea × eb =
∑ (a+ b)n

n!
= ea+b.
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نمایی تابع ویژگͬ چند ١ . ٩ . ٢

.١

e٠ = ١

.٢

ea+b = ea × eb

.٣

ex × e−x = e٠ = ١⇒ e−x =
١
ex

.۴

∀x > ٠ ex > ١

اثبات.

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

∀x > ٠ ex > ١ + x

.۵

∀x < ٠ ٠ < ex < ١

اثبات.

x < ٠⇒ −x > ٠⇒ e−x > ١⇒ ex < ١

ex × e−x = ١⇒ ex > ٠

است: صعودی اکیداً ex تابع .۶

x < y → ex < ey
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اثبات.

x < y → y − x > ٠⇒ ey−x > ١⇒ ey

ex
> ١⇒ ey > ex

.٧

∀n ∈ N enx = (ex)n

اثبات.

(ex)n = ex × ex × ex × . . .× ex︸ ︷︷ ︸
nبار

= enx

.٨

∀m ∈ N (e
١
m
x)m = ex

پس

(e
١
m
x) = (ex)

١
m

.٩

∀r ∈ Q+ erx = (ex)r

e
m
n
x = (e

١
n
x)m

∀r ∈ Q erx = (ex)r

پیوستگͬ و حد مفاهیم نیازمند نمودار، این بیشتر تحلیل̞ برای کشیده ایم. را exp تابع نمودار زیر در
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هستیم.

با آشنائͬ .maple,matlab جست: بهره زیر نرم افزارهای از ͬ توان م نمودار رسم برای .١١٣ توجه

را بعدی دو توابع ͬ توانید م زیر پیوند در ͬ کنم. م توصیه شما به جدی طور به را یادشده نرم افزار دو

کنید: رسم

http://fooplot.com

کنید: رسم را بعدی سه توابع زیر پیوند در

http://web.monroecc.edu/manila/webfiles/pseeburger/CalcPlot3D/

توابع) پیوستگͬ و (حد یادآوری ١ . ٩ . ٣

باشد. شده تعریف a نقطه ی از محذوف ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنید فرض

هرگاه خوانیم مͬ a نقطه ی از محذوف ͬͽهمسای ͷی را U مجموعه ی . محذوف ͬͽهمسای

∃δ U = {x : ٠ < |x− a| < δ}

که کنید −|xتوجه a| < δ ⇒ −δ < x− a < δ ⇒ a− δ < x < a+ δ

|x− a| > ٠⇒ x ̸= a

٧۶
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ͬ نویسیم م و L با است برابر ͬ کند م میل a سمتِ به x وقتͬ f تابع حدِّ ͬ گوییم م

lim
x→a

f(x) = L

ͷنزدی a به کافͬ اندازه ی به x اینکه شرط به شوند ͷنزدی L به دلخواه اندازه ی به f مقادیر هرگاه

ͬ گردانیم: برم ریاضͬ زبان به را گفته این باشد. شده

lim
x→a

f(x) = L ⇐⇒

∀ϵ > ٠ ∃δϵ > ٠ ∀x (٠ < |x− a| < δ → |f(x)− L| < ϵ).
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دهم جلسه ی ١ . ١٠

.١١۴ مثال

lim
x→۴

٢x+ ١ = ٩

که کنیم ثابت ͬ خواهیم م پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃δϵ > ٠ ∀x (|x− ۴| < δ → |٢x+ ١− ٩| < ϵ)

ͬ خواهیم م

|٢x+ ١− ٩| < ϵ

ͬ خواهیم م یعنͬ

|٢x− ٨| < ϵ

ͬ خواهیم م یعنͬ

٢|x− ۴| < ϵ

ͬ خواهیم م یعنͬ

|x− ۴| < ϵ

٢
داریم: صورت این در شود. گرفته نظر در δϵ = ϵ

٢ است کافͬ

|x− ۴| < ϵ

٢
⇒ |٢x− ٨| < ϵ⇒ |٢x+ ١− ٩| < ϵ

کنید ثابت .١١۵ مثال

lim
x→٠

x٣ sin
١
x
= ٠

کنیم ثابت باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃δϵ > ٠ ∀x (|x| < δϵ → |x٣ sin
١
x
| < ϵ)

|x٣| | sin ١
x
|︸ ︷︷ ︸

| sin ١
x
|⩽١

< ϵ
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باشیم: داشته است کافͬ

|x٣| < ϵ

یعنͬ

|x|٣ < ϵ

یعنͬ

|x| < ٣
√
ϵ

دهیم: قرار است کافͬ

δϵ =
٣
√
ϵ

.|x٣ sin(١/x)| ≤ |x٣| < ϵ آنگاه |x| < δϵ = ٣
√
ϵ اگر صورت این در

است: زیر صورت به صفر ͬͺنزدی در x٣ sin( ١
x
) تابع نمودار

است: زیر صورت به کنیم نگاه بدان دورتر از وقتͬ اما
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کنید. دقت بالا شͺل دو هر در مختصات محورهای روی عددهای به

که دهید نشان .١١۶ مثال

lim
x→٠

ex = ١ = e٠

است.) پیوسته ٠ نقطه ی در ex تابع (یعنͬ

که کنیم ثابت باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ δϵ > ٠ ∀x (|x| < δϵ → |ex − ١| < ϵ)

ex =
∞∑
n=٠

xn

n!
= ١ + x+

x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

ex − ١ = x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

ex − ١ = x(١ +
x

٢!
+

x٢

٣!
+ . . .)

|a+ b| ⩽ |a|+ |b|

|ab| = |a||b|
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|ex − ١| ⩽ |x|(١ +
|x|
٢!

+
|x|٢

٣!
+ . . .)︸ ︷︷ ︸

A

اگر که کنیم پیدا گونه ای به را δ ͬ خواهیم م

|x| < δ ⇒ A < ϵ

کنید فرض

|x| < ١

آنگاه

|ex − ١| < |x| (١ +
١
٢!

+
١
٣!

+ . . .)︸ ︷︷ ︸
e−١

باشیم داشته است کافͬ |ex − ١| < ϵ که این برای آنگاه |x| < ١ اگر پس

|x|(e− ١) < ϵ

یعنͬ

|x| < ϵ

e− ١
اگر پس

δ = min{١, ϵ

e− ١
}

.|ex − ١| < ϵ آنگاه |x| < δ اگر آنگاه

باشد شده تعریف x = a نقطه ی محذوف ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنید فرض .١١٧ قضیه

lim
x→a

f(x) = L ⇐⇒

∀{an}∞n=٠ ({an} 7→ a, an ̸= a⇒ {f(an)} 7→ L)

a٠ a١ a٢ a٣ . . . → a

f(a٠) f(a١) f(a٢) . . . → L
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مقادیر با که هنگامͬ هرگاه است L با برابر x = a در تابع حد که گفته ایم بالا قضیه ی در

x→ a وقتͬ تابع، حد دیͽر، بیان به شوند. ͷنزدی L به f مقادیرِ شویم، ͷنزدی a به x گسسته ی

میل L به f(an) دنباله ی کند، میل a به دنباله این اگر an دنباله ی هر برای هرگاه است L با برابر

یعنͬ باشد. درست دنباله ها همه ی برای باید بالا گفته ی باشد، L تابع حد که این برای پس کند.

پیدا an نا ثابتِ دنباله  ͷی است کافͬ نیست، L با برابر x = x٠ در تابع حد کنیم ثابت که این برای

نقطه  ͷی در تابع که دهیم نشان که این برای یا نکند. میل L به f(an) ولͬ کند میل a به که کنیم

به هایشان f دنباله ی ولͬ کنند، میل نقطه آن به دو هر که کنیم پیدا دنباله  دو است کافͬ ندارد حد

باشد. همͽرا مختلفͬ اعداد

ندارد. حد x = ٠ در sin ١
x

تابع دهید نشان .١١٨ مثال

+sin(۴nپاسخ. ١)π٢ = ١

sin(۴n+ ٣)π٢ = −١

{sin(١/an)}دنباله ی باید شویم، ͷنزدی صفر به که {an}دنباله ی هر با باشد، L برابر تابع حد اگر

بͽیرید: نظر در را زیر دنباله های کند. میل L به

an =
١

(۴n+ ١)π٢

bn =
١

(۴n+ ٣)π٢
داریم:

lim
n→∞

an = ٠ an ̸= ٠

lim
n→∞

bn = ٠ bn ̸= ٠

بͽیرید. نظر در زیر صورت به را dn و cn دنباله های حال

cn = {sin(an)} = {١}

dn = {sin(bn)} = {−١}

ندارد. حد x = ٠ نقطه ی در تابع است، متفاوت dn و cn دنباله های حد که آنجا از
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است: زیر صورت به sin( ١
x
) تابع نمودار

است: زیر صورت به صفر ͬͺنزدی در x sin(١/x) تابع̧ نمودار

است: زیر شͺل به کنیم نگاه آن به دورتر فاصله ی از اگر اما
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به شویم دورتر هم این از اگر کنید. دقت محورها روی شده نوشته اندازه های به بالا شͺل دو در

ͬ رسیم: م زیر شͺل

دارد. حد x = ١ در تنها زیر تابع کنید ثابت .١١٩ مثال

f(x) =

١ x ∈ Q

x x ∈ R−Q

که باشد صورتͬ به {an} دنباله ی کنید فرض پاسخ.

an 7→ a ̸= ١
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باشند گویا anها همه ی و

{f(an)} = {١}

و باشند گویا غیر جملاتش همه ی bn دنباله ی کنید فرض حال

bn 7→ a ̸= ١

{f(bn)} = {bn} 7→ a ̸= ١

ندارد. حد a ̸= ١ هیچ در تابع پس

که طوری به باشد دلخواه دنباله ای {an} کنیم فرض

lim
n→∞

an = ١

ادˁعا: گنگ. برخͬ و گویایند دنباله این جملات برخͬ

lim
n→∞

f(an) = ١

که دهیم نشان باید منظور این برای

∀ϵ ∃N ∈ N ∀n > N |f(an)− ١| < ϵ

داریم

lim
n→∞

an = ١
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∀ϵ > ٠ ∃N ∈ N ∀n > N |an − ١| < ϵ

توجه

f(an) =

١ an ∈ Q

an an /∈ Q

که گفتیم

∀n > N١ |an − ١| < ϵ

پس

∀n > N١

f(an) = an ⇒ |f(an)− ١| < ϵ

f(an) = ١⇒ |f(an)− ١| < ϵ

.|f(an)− ١| < ϵ آنگاه n > N اگر صورت هر در پس

باشد شده تعریف x٠ نقطه ی محذوف ͬͽهمسای ͷی در f : D → R تابع کنید فرض .١٢٠ مثال

و

lim
x→x٠

f(x) = L

یعنͬ است. مثبت x٠ نقطه ی از محذوف ͬͽهمسای ͷی در f تابع آنگاه L > ٠ و

∃δ > ٠ ∀x [x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ)→ f(x) > ٠]

تواند نمͬ x٠ در آن حد باشد، منفͬ x٠ نقطه ی از محذوف ͬͽهمسای ͷی در f تابع اگر دیͽر بیان به

شود. مثبت

اثبات.

lim
x→x٠

f(x) = L > ٠⇒

∀ϵ > ٠ ∃δϵ > ٠ ∀x (٠ < |x− x٠| < δ → |f(x)− L| < ϵ)

∀x (٠ < |x− x٠| < δ → L− ϵ < f(x) < L+ ϵ)
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آنگاه ٠ < ϵ < L که بͽیریم نظر در صورتͬ به را ϵ اگر .L > ٠ گفتیم

∃δϵ ∀x (٠ < |x− x٠| < δ → f(x) > L− ϵ > ٠)

و باشند شده تعریف x٠ نقطه ی محذوف ͬͽهمسای ͷی در g و f کنید فرض (یادآوری). ١٢١ لم

باشند. موجود limx→x٠ g(x) و limx→x٠ f(x)

.١

lim
x→x٠

f(x)± g(x) = lim
x→x٠

f(x)± lim
x→x٠

g(x)

.٢

lim
x→x٠

f(x)g(x) = lim
x→x٠

f(x) lim
x→x٠

g(x)

.٣

lim
x→x٠

f(x)

g(x)
=

limx→x٠ f(x)

limx→x٠ g(x)

نشود. صفر نظر مورد ͬͽهمسای در g(x) صورتیͺه در

در را f تابع باشد، شده تعریف x٠ نقطه ی ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنید فرض .١٢٢ تعریف

هرگاه ͬ خوانیم م پیوسته x = x٠

lim
x→x٠

f(x) = f(x٠)

هرگاه دیͽر بیان به

lim
h→٠

f(x٠ + h) = f(x٠)

بͽیرید. نظر در را h = x− x٠ متغیرِ تغییر اول تعریف در است کافͬ دوم، تعریف به رسیدن برای

{an} → x٠ اگر {an} دنباله ی هر برای هرگاه است پیوسته x٠ نقطه ی در f تابع دیͽر بیان به

آنگاه

{f(an)} → f(x٠)

٨٧



limx→٠ e
x = e٠ = ١ که کردیم ثابت است. پیوسته x = ٠ نقطه ی در ex تابع .١٢٣ مثال

است. R تمام ex تابع دامنه ی که ͬ کنیم م یادآوری

است. پیوسته x٠ ∈ R نقاط تمام در ex که دهید نشان .١٢۴ مثال

پاسخ.

lim
h→٠

ex٠+h = lim
h→٠

ex٠ × eh = ex٠

که دهید نشان .١٢۵ مثال

lim
x→∞

ex = +∞

داریم پاسخ.

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

پس

∀x > ٠ ex > ١ + x

پس

lim
x→+∞

ex = +∞
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یازدهم جلسه ی ١ . ١١

هر به تابع، آن مقادیر یعنͬ است شده بینهایت مثبتِ بی نهایت، مثبتِ در تابعͬ حدِّ ͬ گوئیم م وقتͬ

باشد: بزرگ کافͬ اندازه ی به تابع، ورودی که این شرط به ͬ شوند م بزرگ دلخواه اندازه ی

lim
x→+∞

f(x) = +∞ ⇐⇒ ∀M ∈ N ∃N ∈ N ∀x (x > N → f(x) > M).

.١٢۶ مثال

lim
x→∞

ex = +∞

داریم پاسخ.

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+ . . .

پس

x > ٠→ ex > ١ + x⇒ lim
x→+∞

ex = +∞.

که دهید نشان .١٢٧ مثال

lim
x→−∞

ex = ٠

پاسخ.

lim
x→−∞

ex = lim
t→∞

e−t = lim
t→∞

١
et

= ٠

x → −∞ که صورت بدین کرده ایم؛ استفاده t = −x متغیرِ تغییر از بالا در که کنید توجه

.−t→∞ اگروتنهااگر

n ∈ N هر برای که دهید نشان .١٢٨ مثال

lim
x→+∞

xn

ex
= ٠

داریم پاسخ.

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+ . . .+

xn

n!
+

xn+١

(n+ ١)!
+ . . .
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پس

٠ ⩽ xn

ex

کرده ایم ͷکوچ را مخرج
⩽ xn

xn+١

(n+١)!

=
(n+ ١)!xn

xn+١ =
(n+ ١)!

x
7→ ٠

داریم: فشردگͬ قضیه ی به بنا

lim
x→+∞

xn

ex
= ٠

که دهید نشان .١٢٩ مثال

lim
x→−∞

xnex = ٠

داریم x = −t متغیر تغییر با

lim
x→−∞

xnex = lim
t→∞

(−t)n

et
= ٠.

همچنین پیوسته اند. x٠ در λf و f ± g آنگاه باشند، پیوسته x٠ در g و f توابع اگر .١٣٠ توجه

است. پیوسته هم f
g

آنگاه g(x) ̸= ٠ اگر

است. پیوسته R سراسر در ex

x۴+١ تابع .١٣١ مثال

ax٢ پس است. پیوسته f(x) × f(x) = x٢ پس است. پیوسته f(x) = x تابع .١٣٢ نتیجه

زیر، صورت به توابع̧ یعنͬ چندجمله ایها، بدین ترتیب است. پیوسته هم bx٣ پس است پیوسته

anx
n + an−١x

n−١ + . . .+ ٠

هستند. پیوسته

هˀذلولوی توابع

این پارامتری معادله ی که ͬ دانید م است. ١ شعاع به دایره ͷی معادله ی x٢ + y٢ = ١ معادله ی

است: زیر صورت به دایره،

x = cos(θ) y = sin(θ)
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دارند: قرار دایره این روی θ زاویه ی حسب بر cos, sin مثلثات̞ͬ نسبتهای واقع، در

هستند. واقع هذلولͬ ͷی روی آنها مقادیر که شویم آشنا ۵ هذلولوی توابع با است قرار قسمت این در

بͽیرید: نظر در را x٢ − y٢ = ١ معادله ی

صورت به ͬ کند، م وصل هذلولͬ به را مبدأ که خطͬ بین شده احاطه مساحت حسب بر هذلولوی توابع

ͬ شوند: م تعریف زیر شͺل

۵Hyperbolic functions
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پس .y = sinh(a) و x = cosh(a) بالا شͺل در

∀x cosh٢(x)− sinh٢(x) = ١

ͬ گیریم. م نظر در منفͬ را x محورِ زیر مساحتهای که کنید توجه

در دو هر e−x و ex توابع که گفتیم ͬ کنیم: م معرفͬ رسمͬ صورت به را یادشده توابع حال

پیوسته اند: R سراسر در هم زیر توابع پس پیوسته اند R سراسر

ex + e−x

٢
ex − e−x

٢

ͬ کنیم م تعریف

coshx :=
ex + e−x

٢

sinhx :=
ex − e−x

٢

داریم پس

cosh(x) =

∑∞
n=٠

xn

n!
+
∑∞

n=٠
(−x)n

n!

٢

=

∑∞
n=٠

٢x٢n

٢n!
٢

=
∞∑
n=٠

x٢n

٢n!
∞∑
n=٠

x٢n

٢n!
= ١ +

x٢

٢!
+

x۴

۴!
+ . . .

مشابه، طور به و

sinh(x) =
∞∑
n=٠

x٢n+١

(٢n+ ١)!

.١٣٣ توجه

.١

ex = cosh x+ sinhx

٩٢



.٢

e−x = coshx− sinhx

.٣

cosh٢ x− sinh٢ x = (coshx− sinhx)(coshx+ sinhx)

بنابراین

cosh٢ x− sinh٢ x = exe−x = ١

.۴

cosh٢ x = ١ + sinh٢ x→ cosh٢ x ⩾ ١

طرفͬ از

coshx =
ex + e−x

٢
⩾ ٠

که ͬ گیریم م نتیجه پس

coshx ⩾ ١

.۵

cosh(٠) = ١

.۶

lim
x→+∞

coshx = lim
x→+∞

ex + e−x

٢
= +∞

lim
x→−∞

coshx = +∞

.٧

sinhx =
ex − e−x

٢
=

e٢x − ١
٢ex

x < ٠⇒ sinhx ⩽ ٠

x > ٠⇒ sinhx ⩾ ٠

.٨

lim
x→+∞

sinhx = +∞
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.٩

lim
x→−∞

sinhx = lim
x→−∞

ex − e−x

٢
x=−t
= lim

x→∞

e−t − et

٢
= −∞

.١٠

sinh(−x) = − sinhx

است. فرد تابعͬ sinh یعنͬ

.١١

cosh(−x) = cosh x

است. زوج تابعͬ cosh یعنͬ

.١٢

lim
x→٠

sinhx = ٠

است: زیر صورت به sinh تابع نمودار گفته ایم بالا در آنچه طبق

sinh قرمز، نمودار و ͬ دهند م نشان را −١
٢e

−x و ١
٢e

x ترتیب به سبز و آبی نمودارهای بالا شͺل در

است: زیر صورت به cosh تابع نمودار همچنین را.

٩۴



و ex

٢ ترتیب به سبز و آبی نمودارهای و است شده مشخص قرمز رنگ با cosh نمودار بالا شͺل در

ͬ دهند. م نشان را e−x

٢

هم tanhx = sinhx
coshx

تابع coshx ̸= ٠ و هستند پیوسته R در coshx و sinhx که آنجا از

است. پیوسته R در

tanhx =
ex − e−x

ex + e−x
=

e٢x − ١
e٢x + ١

tanh ٠ = ٠

lim
x→+∞

tanhx = lim
x→+∞

e٢x − ١
e٢x + ١

= lim
x→∞

١− ١
e٢x

١ + ١
e٢x

= ١

lim
x→−∞

tanhx = −١

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به نیز coth تابع

cothx =
coshx

sinhx
=

ex + e−x

ex − e−x
=

e٢x + ١
e٢x − ١

lim
x→+∞

cothx = lim
x→+∞

١
tanhx

= ١

lim
x→−∞

cothx = lim
x→−∞

١
tanhx

= −١

lim
x→٠+

coth x = lim
x→٠+

e٢x + ١
e٢x − ١

= +∞

lim
x→٠−

cothx = −∞

٩۵



کشیده ایم: را tanh نمودار زیر در

کشیده ایم: را coth نمودار زیر در

٩۶



.١٣۴ توجه

sinh(x١ ± x٢) = sinhx١ coshx٢ ± coshx١ sinhx٢ (١ . ٢)

cosh(x١ ± x٢) = coshx١ coshx٢ ± sinhx١ sinhx٢ (١ . ٣)

sinh ٢x = ٢ sinhx coshx (۴ . ١)

cosh ٢x = cosh٢ x+ sinh٢ x (۵ . ١)

از ͬͽهمسای ͷی در g تابع و باشد پیوسته x٠ ∈ I در f : I(بازه) → R تابع اگر .١٣۵ قضیه

است. پیوسته x٠ در g ◦ f(x) آنگاه باشد، پیوسته f(x٠) در و شده تعریف f(x٠)

است. پیوسته R سرتاسرِ در زیر تابع .١٣۶ مثال

f(x) = sinh(
١

١ + x٢ )

است. پیوسته R سرتاسر در زیر تابع دهید نشان .١٣٧ مثال

f(x) =

x tanh ١
x

x ̸= ٠

٠ x = ٠

است). پیوسته تابع دو ترکیب (زیرا است. پیوسته همواره x٠ ̸= ٠ در نظر مورد تابع پاسخ.

:x٠ = ٠ در

lim
x→٠

f(x) = lim
x→٠

x

limx→٠ tanh
١
x
=١︷ ︸︸ ︷

tanh
١
x

= ٠

است. پیوسته نیز x٠ = ٠ در تابع این پس

بولتسانو قضیه ی

اگر که ͬ شود م نتیجه قضیه این از ͬ کند. م بیان را پیوسته توابع از مهمͬ مشخصه ی ۶ بولتسانو قضیه ی

اگر یعنͬ است. بازه ͷی نیز f(I) = {f(x) : x ∈ I} آنگاه باشد پیوسته I بازه ی ͷی در f تابع

f(a) < f(b) باشیم داشته و f(b) دیͽر نقطه ی ͷی در و باشد شده ،f(a) نقطه ͷی در تابع مقدار

ͬ پذیرد. م نیز را f(b) و f(a) بین̞ مقادیر همه ی f تابع̧ آنگاه

۶Bolzano
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.f(b) > ٠ و f(a) < ٠ و باشد پیوسته f : [a, b]→ R تابع کنید فرض (بولتسانو). ١٣٨ قضیه

.f(x٠) = ٠ که طوری به است موجود x٠ ∈ [a, b] مانند نقطه ای آنگاه

دهید: قرار اثبات.

A = {x ∈ [a, b]|f(x) < ٠}.

است، کراندار بالا از A مجموعه ی ثانیاً .a ∈ A زیرا است، ناتهͬ A مجموعه ی اولا˟ که کنید دقت

است. آن برای بالا کران ͷی b زیرا

بالاست. کران کوچͺترین دارای R از کراندار بالا از و ناتهͬ مجموعه ی هر تمامیت. اصل

باشد. A بالای کران کوچͺترین x٠ کنید فرض

دارد. اشتراک A با x٠ از ͬͽهمسای هر مشاهده.

کوچͺترین ͬ تواند نم شͺل مطابق x٠ آنگاه ندارد، Aاشتراک با که باشیم داشته x٠ از ͬ ای ͽهمسای اگر

باشد. بالا کران

.f(x٠) = ٠ ادعˁا:

است. مثبت x٠ از (x٠ − h, x٠ + h) ̞ͬͽهمسای ͷی در f پیوستگͬ، به بنا آنگاه f(x٠) > ٠ اگر

٩٨



است. تناقض این که دارد، اشتراک A با ͬͽهمسای این گفتیم بالا در آنچه بر بنا

:f(x٠) < ٠ اگر

منفͬ f تابع (x٠ − h, x٠ + h) ̞ͬͽهمسای ͷی در ثالثاً .x٠ ∈ A ثانیاً .x٠ ̸= b اولا حالت این در

x١ ∈ (x٠, x٠ +h) هر یعنͬ .x٠ +h < b که گرفت گونه ای به ͬ توان م را h که کنید توجه است.

بالاست. کران کوچͺترین x٠ اینکه با است متناقض این و است. بزرگتر x٠ از و است A در

بنابراین:

f(x٠) = ٠

است. جواب دارای R در ex = ١
x

معادله ی که دهید نشان .١٣٩ مثال

که ͬ خواهیم م پاسخ.

f(x) = exx− ١ = ٠

است. پیوسته تابع ͷی f(x)

f(٠) = −١

f(١) = e− ١ > ٠

پس .f(١) > ٠ ، f(٠) < ٠ و است پیوسته و است شده تعریف [٠, ١] بازه ی در f تابع پس

∃x ∈ [٠, ١] f(x) = ٠.

∃x ∈ [٠, ١] exx− ١ = ٠⇒ exx = ١

است جواب دارای R در ex = ١
x٢ معادله ی دهید نشان .١۴٠ مثال

هر برای آنگاه ،f(a) < f(b) و باشد پیوسته [a, b] بازه ی در f(x) اگر میانͬ). (مقدار ١۴١ قضیه

.f(x٠) = k که طوری به به است موجود x٠ ∈ [a, b] عنصر k ∈ [f(a), f(b)]

٩٩



دهید: قرار اثبات.

g(x) = f(x)− k.

داریم

g(a) < ٠

و

g(b) > ٠.

داریم بولتسانو قضیه ی به بنا پس

∃x ∈ [a, b]

g(x) = ٠

یعنͬ

∃x ∈ [a, b] f(x) = k.

١٠٠



دوازدهم جلسه ی ١ . ١٢

ͬ کنیم: م تعریف باشد، طبیعͬ عدد ͷی n وقتͬ شده ایم. آشنا توان تابع با مقدماتͬ ریاضیات در

xn = x× x× x× . . .× x︸ ︷︷ ︸
بار n

.r ∈ R دلخواه˼ عدد هر و x > ٠ هر برای است xr تعریف تعریف درس، این ادامه ی در ما هدف

است: ساده ای کار گویا اعدادِ به توان تعمیم

موجود چنان b > ٠ عدد n ∈ N هر برای که دهید نشان ، a؛ > ٠ که کنید فرض .١۴٢ مثال

که است

bn = a

کنیم). تعریف مثال این در b عدد با برابر را a ١
n ͬ توانیم م (پس

.a > ١ کنید فرض نخست بͽیرید. نظر در را f(x) = xn − a تابع پاسخ.

f(١) = ١− a < ٠

f(a) = an − a > ٠

بولتسانو قضیه ی به بنا

∃x ∈ [٠, a] f(x) = ٠⇒ xn = a

داریم ،a < ١ اگر حال

f(١) = ١− a > ٠

f(a) = an − a < ٠

بولتسانو قضیه ی به بنا دوباره پس

∃x ∈ [٠, a] f(x) = ٠⇒ xn = a

١٠١



است: تعریف قابل آسانͬ به نیز am
n کرده ایم، تعریف را a ١

n که حال .١۴٣ توجه

a
m
n = (a

١
n )m

کردن طͬ نیازمند حقیقͬ های r تمام̧ برای ar تعریفِ یعنͬ نظر، مورد هدف به رسیدن برای

هستیم. زیر مسیر

تابع که دهید نشان .١۴۴ مثال

e : R→ (٠,∞)

یعنͬ ͬ پوشاند. م را (٠,∞) بازه ی

exp(R) = (٠,∞)

دیͽر بیان به

∀y ∈ (٠,∞) ∃x ∈ R ex = y.

جواب دارای ex− b = ٠ معادله ی ͬ خواهیم م بͽیرید. نظر در را b ∈ (٠,∞) دلخواه عدد پاسخ.

باشد.

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

داریم: x > ٠ برای پس

ex > x

یعنͬ eb > b بنابراین

eb − b > ٠

پس ١
b
> ٠ داریم b > ٠ که آنجا از طرفͬ از

e
١
b >

١
b

پس
١
e

١
b

< b

یعنͬ

e−
١
b < b

١٠٢



یعنͬ

e−
١
b − b < ٠

داریم شد گفته آنچه بر بنا f(x) = ex − b : دهید قرار

f(b) > ٠

f(−١
b
) < ٠

بنابراین است پیوسته تابعͬ f و

∃x ∈ (−١
b
, b) f(x) = ٠⇒ ex = b

پوشاست. ex که کردیم ثابت پس

با است برابر دقیقاً (٠,∞) بازه ی که گفتیم بالا مثال در .١۴۵ توجه

{ex|x ∈ R}.

رو این از و صعودی اکیداً ex تابع زیرا یͺتاست. بالا مثال در آمده دست به x عدد که کنید توجه

آنگاه x٢ > x١ اگر داریم. حالت دو x٢ ̸= x١ اگر آنگاه ex١ = y اگر پس است. ͷی به ͷی

.ex٢ < ex١ = y آنگاه x٢ < x١ اگر و ex٢ > ex١ = y

I و باشد پیوسته تابعͬ f : I → R کنید فرض میانͬ). مقدار قضیه ی از نتیجه ͷی) ١۴۶ نتیجه

باشد: زیر صورتهای از ͬͺی به یعنͬ باشد؛ بازه ͷی

I = [a, b], I = (−∞, a], I = [a,+∞), I = (−∞,∞)

است. بازه ͷی نیز f(I) = {f(x) : x ∈ I}اینصورت در

f(c) < f(d) و باشند f(I) در نقطه دو f(c) و f(d) هرگاه که کنید دقت گفته، این اثبات برای

ͬ شود. م واقع f(I) در (f(c), f(d)) بازه ی تمام میانͬ مقدار قضیه ی به بنا آنگاه

است. ͷی به ͷی پیوسته تابع هر که نکرده ایم ادعˁا .١۴٧ توجه

١٠٣



و باشد بازه ͷی I و باشد ͷی به ͷی و پیوسته تابعͬ f : I → R تابع کنید فرض .١۴٨ لم

آنگاه ٧ باشد، نزولͬ اکیداً یا و صعودی اکیداً یا I در f تابع̧ علاوه به و ،f(I) = J

است. پیوسته J تمام در f−١ : J → I (آ)

داریم .c ∈ J کنید فرض اثبات.

∃x٠ ∈ I c = f(x٠)

که دهیم نشان باید .{cn} → c که طوری به باشد J اعضای از دنباله ای (cn) کنید فرض

x٠ به ti دنباله ی که دهیم نشان باید .ci = f(ti) کنیم فرض .{f−١(ci)} → x٠ دنباله ی

ͬ کند. م میل

که طوری به است موجود ϵ > ٠ ͷی نکند، میل x٠ به ti اگر

∀N ∈ N ∃n > N |tn − x٠| > ϵ

یعنͬ

∀N ∈ N ∃n > N [tn > x٠ + ϵ یا tn < x٠ − ϵ]

داریم باشد صعودی f تابع̧ اگر حال

∀N ∈ N ∃n > N [f(tn) > f(x٠ + ϵ) یا f(tn) < f(x٠ − ϵ)]

کنید: نگاه زیر شͺل به

[a, b] صورت به بسته محدودِ بازه ی ͷی I که صورتͬ در تابع، بودن نزولͬ اکیداً با صعودی اکیداً شرط ٧توجه:

داریم. نیاز شرط این به است، شده گرفته نظر در هم نامحدود بازه های چون اینجا در نیست. لازم باشد
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f(tn) دنباله ی که ͬ شود م نتیجه شد گفته آنچه از است، مشخص بالا شͺل در که طور همان

که حالتͬ در بحث است. تناقض این و شود، ͷنزدی f(x٠) به ϵ′ اندازه ی به ͬ تواند نم هیچͽاه

است. مشابه نیز، باشد نزولͬ نظر مورد تابع

است. صعودی اکیداً f−١ آنگاه باشد صعودی اکیداً f اگر (ب)

داریم باشد صعودی f اگر اثبات.

x < y ⇒ f(x) < f(y)

اگر حال

f(x) < f(y)

یا x > y یا صورت این غیر در زیرا .x < y باشیم داشته باید حتما باشند، J در مقدار دو

x = y اگر .f(x) > f(y) داشت خواهیم است صعودی تابع که آنجا از x > y اگر .x = y

.f(x) = f(y) داشت خواهیم است ͷی به ͷی تابع که آنجا از

ͷی به ͷی رو این (از است. صعودی اکیداً exp : R→ (٠,∞) تابع که گفتیم .١۴٩ توجه

که گفتیم همچنین است.)

exp(R) = {ex|x ∈ R} = (٠,∞)

ͬ دهیم. م نمایش ln با را آن است. صعودی اکیداً و پیوسته نیز exp وارون تابع پس

ln : (٠,∞)→ R

ͷی به ͷی صعودی، اکیداً پیوسته،

ln تابع ͬ های ویژگ

.١

∀x ∈ (٠,∞) elnx = x

است. (٠,+∞) بازه ی تابع، این دامنه ی که کنید توجه

١٠۵



.٢

∀x ∈ R ln(ex) = x

.٣

∀a, b ∈ (٠,∞) ln(ab) = ln a+ ln b

∃x a = ex

∃y b = ey

ab = exey

ln(ab) = ln(ex+y) = x+ y = ln(a) + ln(b)

.۴

∀a ∈ (٠,∞) ln(
١
a
) = − ln(a)

.۵

∀a ∈ (٠,∞) ∀r ∈ Q ln(ar) = r ln a

.۶

∀x ∈ (٠, ١) ln(x) < ln(١) = ٠

است.) صعودی اکیداً ln (زیرا

.٧

∀x > ١ lnx > ٠

.٨

lim
x→+∞

lnx = lim
et→+∞

ln(et) = lim
t→+∞

ln(et) = lim
t→+∞

t = +∞

.٩

lim
x→٠+

lnx = lim
t→−∞

ln(et) = lim
t→−∞

t = −∞
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.١٠

∀x ∈ (٠,∞) x > lnx

زیرا:

x < lnx⇒ ex < xB

است: زیر صورت به ln(x) تابع نمودار

کرده ایم. مشخص را y = x نمودارِ آبی رنگ با بالا در

که دهید نشان n ∈ N کنید فرض .١۵٠ مثال

lim
x→+∞

lnx

xn

پاسخ.

lim
x→+∞

lnx

xn
= lim

t→+∞

ln(et)

ent
= lim

t→+∞

t

ent
= ٠

کنید ثابت .١۵١ مثال

lim
x→٠+

xn lnx = ٠

پاسخ.

lim
x→٠+

xn lnx = lim
t→−∞

etn ln et
u=−t
= lim

u→∞
e−nu ln e−u = lim

u→∞
ln
−u
enu

= ٠

١٠٧



کنید فرض کنیم. تعریف حقیقͬ توانهای تمام برای را توان تابع که رسیدیم جائͬ به بالاخره

ͬ کنیم. م تعریف r ∈ R و a > ٠

ar = er ln a

مثلا́

٢
√

٢ = e
√

٢ ln ٢

کرد. خواهیم صحبت مفصلا́ بعد جلسه ی در تابع این مورد در

که دهید نشان .١۵٢ مثال

∃x ∈ R ٢x + ٣x = x٢ + x٣

که کنید دقت پاسخ.

x = ٢→ ٢٢ + ٣٢ > ٢٢ + ٢٣

x = ٣→ ٢٣ + ٣٣ < ٣٢ + ٣٣

دهید قرار

f(x) = ٢x + ٣x − x٢ − x٣

داریم

f(٢) > ٠

f(٣) < ٠

داریم: بولتسانو قضیه ی به بنا است پیوسته f تابع که آنجا از حال

⇒ ∃x ∈ [٢, ٣] f(x) = ٠

است: زیر صورت به f تابع نمودار

١٠٨



f(x) = ٢x + ٣x − x٢ − x٣

١٠٩



سیزدهم جلسه ی ١ . ١٣

کردیم: تعریف زیر صورت به حقیقͬ های r برای را xr تابع قبل، جلسه ی انتهای در

ͬ کنیم: م تعریف r ∈ R برای آنگاه a > ٠ اگر .١۵٣ تعریف

ar := er ln a

است. کرده ایجاب ln تابع̧ دامنه ی را a > ٠ شرط بالا تعریف در که کنید توجه

توان تابع ͬ های ویژگ

آن گاه r ∈ N اگر .١

ar = er ln a = eln(

بار r︷ ︸︸ ︷
a× a× . . .× a) =

بار r︷ ︸︸ ︷
a× a× . . .× a

فراگرفته ایم. مقدماتͬ ریاضیات در که است توانͬ تابع همان تعمیم توان، تابع یعنͬ

مشابه طور به .٢

a
m
n = n

√
am

کرده ایم. تعریف بولتسانو قضیه ی از استفاده با قبل، جلسات در را n
√
a که کنید توجه

.٣

∀r١, r٢ ∈ R ar١+r٢ = ar١ar٢

اثبات:

e(r١+r٢) ln a = er١ ln a+r٢ ln a = er١ ln aer٢ ln a = ar١ar٢

.۴

∀r١, r٢ ∈ R (ar١)r٢ = ar١r٢

.۵

∀r ∈ R a−r = e−r ln a = e
١

r ln a =
١
ar

١١٠



پیوسته ی تابع̧ دو ترکیب (زیرا است Rپیوسته سرتاسر در ،a > ٠ آن در که ax = ex ln a تابع .۶

است). ex و x ln a

آنگاه a > ١ اگر .٧

ln a > ٠

آنگاه x١ > x٢ اگر پس

x١ ln a > x٢ ln a

داریم: است صعودی تابعͬ e که آنجا از

ex١ ln a > ex٢ ln a

یعنͬ

ax١ > ax٢

است. صعودی ax آنگاه a > ١ اگر که کردیم ثابت پس

آنگاه a < ١ اگر .٨

ln a < ٠

آنگاه x١ < x٢ اگر

x١ ln a > x٢ ln a

پس

ex١ ln a > ex٢ ln a

پس

ax١ > ax٢

است. نزولͬ ax تابع صورت این در یعنͬ

.٩

١x = ex ln ١ = e٠ = ١

١١١



آنگاه ، a > ١ اگر .١٠

lim
x→+∞

ax = lim
x→+∞

ex ln a = +∞

lim
x→−∞

ax = lim
x→−∞

ex ln a = ٠

آنگاه ٠ < a < ١ اگر

lim
x→+∞

ax = lim
x→+∞

ex ln a = ٠

lim
x→−∞

ax = +∞

کشیده ایم: را ٢x, (١
٢)

x, x توابع̧ زیر در

١١٢



است. پیوسته R سرتاسر در زیر تابع که دهید نشان .١۵۴ مثال

f(x) =

|x|
x x ̸= ٠

١ x = ٠

پاسخ.

f(x) =


xx x > ٠

(−x)x x < ٠

١ x = ٠

x lnx و lnx توابع و f(x) = xx = ex lnx زیرا است. پیوسته تابع (٠,+∞) بازه ی در f تابع̧

است پیوسته (−∞, ٠) در f تابع مشابه طور به است. پیوسته هم ex lnx پس هستند. پیوسته 

حال کنید). (تحقیق

lim
x→٠+

xx = lim
x→٠+

ex lnx

داریم: et = x متغیر تغییر از استفاده با

lim
x→٠+

x lnx = lim
t→−∞

et ln(et) = lim
t→−∞

ett

پس ͬ کنیم. م استفاده t = −u متغیر تغییر از دیͽر بار

lim
t→−∞

ett = lim
u→+∞

e−u(−u) = lim
u→+∞

١
eu

(−u) = ٠

١١٣



پس

lim
x→٠

xx = e٠ = ١

که کنید ثابت مشابه طور به

lim
x→٠−

f(x) = ١

است. پیوسته نقاط همه ی در f تابع̧ که بͽیرید نتیجه آن از و

xx تابع̧ بررسͬ

.{x ∈ R : x > ٠} با است برابر دامنه تابع

lim
x→+∞

xx = +∞

lim
x→٠+

xx = ١

١١۴



داده ایم: نشان ͷنزدی از را xx تابع̧ زیر در

x = e نقطه ی در نمودار دو که کنید توجه داده ایم. نمایش شͺل ͷی در را ex تابع و xx تابع̧ زیر در

دارند. تقاطع هم با

است. نزولͬ اکیداً a < ١ اگر و است صعودی اکیداً a > ١ اگر ax تابع که گفتیم .١۵۵ توجه

logxa با را آن که است پیوسته و تعریف قابل نیز معکوس̞ تابع بنابراین است. پیوسته نظر مورد تابع

ͬ دهیم. م نمایش

صعودی logxa ← a > ١

نزولͬ logxa ← a < ١

١١۵



پس است، ax معکوس logxa که آنجا از

alog
x
a = x

داریم: همواره زیرا

f ◦ f−١ = x

همچنین

loga
x

a = x

داریم: همواره زیرا

f−١ ◦ f = x

است. صفر از بزرگتر های x تمام̧ (ax بˀردِ نیز (و logxa دامنه ی که کنید توجه همچنین

.١۵۶ توجه

logxa =
lnx

ln a

که کنیم ثابت است کافͬ اثبات.

a
ln x
ln a = x

داریم: یͺتاست. وجود صورت در تابع ͷی معکوس زیرا

a
ln x
ln a = e

ln x
ln a

ln a = elnx = x.

کنید. رسم مختلف حالات در را logxa نمودار .١۵٧ تمرین

دهید نشان .١۵٨ مثال

∃x ∈ (٠,+∞) ln x =
x

١ + x٢

دهید: قرار پاسخ.

f(x) = lnx− x

١ + x٢

f(١) = −١
٢
< ٠

١١۶



f(e) = ١− e

١ + e٢ > ٠

ͬ شود. م صفر بار ͷی حداقل [١, e] بازه ی در نظر مورد تابع بولتسانو، قضیه ی به بنا پس

اگر .١۵٩ توجه

lim
x→+∞

f(x) = +∞

آنگاه

∀N ∃M x > M f(x) > N

قضیه ی همراه به زیر در نکته این از است. مثبت ویژه به و بزرگتر N هر از تابع بعد به جایی از یعنͬ

است. شده استفاده بولتسانو

دارد. ریشه R در فرد درجه ی از جمله ای چند هر .١۶٠ مثال

که کنید ثابت باشد. فرد درجه ی از جمله ای چند ͷی f(x) کنیم فرض پاسخ.

lim
x→+∞

f(x) = +∞

که کنید ثابت همچنین است. مثبت بعد به جایی از f(x) گفته ایم بالا در آنچه بر بنا پس

lim
x→−∞

f(x) = −∞

بولتسانو قضیه ی به بنا است. صفر از کمتر قبل به جایی از f یعنͬ

∃x f(x) = ٠

R در زیر چندجمله ای مثلا́ نیست. درست زوج درجه ی با چندجمله های مورد در بالا گفته ی

ندارد. ریشه ای هیچ

x٢ + ١ = ٠

پوشاست. فرد درجه ی از جمله ای چند هر .١۶١ تعمیم

١١٧



آن کاربردهای و مشتق

متغیر ͷی ͷکوچ بی نهایت تغییرات حسب بر متغیر ͷی تغییرات مطالعه ی یعنͬ مشتق، مطالعه ی

بی نهایت یا ͷکوچ بی نهایت از سخن هرگاه حساب در گرفته ایم، یاد کنون تا که گونه همان دیͽر.

است. ͷفیزی در لحظه ای سرعت مفهوم معادل مشتق، مفهوم است. گرفتن حد منظور شود، بزرگ

ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به PQ خط شیب زیر شͺل در

خط PQشیب :
f(x+△x)− f(x)

△x

کند، میل صفر به ∆x اگر یعنͬ شود، ͷنزدی P به بی نهایت و کند حرکت منحنͬ روی Q اگر حال

:x نقطه ی در منحنͬ بر مماس خط شیب به ͬ کند م میل PQ خط شیب

lim
△x→٠

f(x+△x)− f(x)

△x

لایبنیتز
=

dy

dx

١١٨



در را تابع این باشد. شده تعریف x٠ نقطه ی از ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنید فرض .١۶٢ تعریف

باشد: موجود زیر حد هرگاه ͬ خوانیم م مشتق پذیر x٠

lim
h→٠

f(x٠ + h)− f(x٠)

h

دیͽر بیان به ͬ دهیم. م نشان f ′(x٠) با را آن باشد موجود بالا حد اگر

f ′(x٠) = lim
x→x٠

f(x)− f(x٠)

x− x٠

این در باشد. مشتق پذیر بازه این نقاط تمام در هرگاه است، مشتق پذیر I بازه ی در f تابع ͬ گوییم م

است: تابع ͷی ،I بازه ی روی نیز f ′ صورت،

x ∈ I → f ′(x)

بیابید. x٠ هر در را f(x) = xn تابع مشتق .١۶٣ مثال

پاسخ.

lim
x→x٠

f(x)− f(x٠)

x− x٠
= lim

x→x٠

xn − xn
٠

x− x٠

.١۶۴ یادآوری

an − bn = (a− b)(an−١ + an−٢b+ an−٣b٢ + . . .+ abn−٢ + bn−١︸ ︷︷ ︸∑
i+j=n−١ a

ibj

)

lim
x→x٠

xn − xn
٠

x− x٠
= lim

x→x٠

(x− x٠)(x
n−١ + xn−٢x٠ + xn−٣x٢

٠ + . . .+ xxn−٢
٠ + xn−١

٠ )

x− x٠
=

xn−١
٠ + xn−١

٠ + . . .+ xn−١
٠︸ ︷︷ ︸

بار n

= nxn−١
٠

کنید. محاسبه (٠,∞) بازه ی در را f(x) = x
١
n مشتق .١۶۵ مثال

١١٩



اثبات.

lim
x→x٠

x
١
n − x

١
n٠

x− x٠

x− x٠ = (x
١
n )n − (x

١
n٠ )

n = (x
١
n − x

١
n٠ )(x

n−١
n + x

n−٢
n x

١
n٠ + . . .+ x

١
nx

n−٢
n٠ + x

n−١
n٠ )

lim
x→x٠

x
١
n − x

١
n٠

x− x٠
= lim

x→x٠

x
١
n − x

١
n٠

(x
١
n − x

١
n٠ )(x

n−١
n + x

n−٢
n x

١
n٠ + . . .+ x

١
nx

n−٢
n٠ + x

n−١
n٠ )

=

١

nx
n−١
n٠

=
١

nx
١− ١

n٠

=
١
n
x

١
n
−١

٠

بیابید. x٠ = ٠ در را ex تابع مشتق .١۶۶ مثال

lim
x→٠

ex − e٠

x− ٠
= lim

x→٠

ex − ١
x

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

ex − ١ = x(١ +
x

٢!
+

x٢

٣!
+ . . .︸ ︷︷ ︸

A

)

A = x(
١
٢!

+
x

٣!
+

x٢

۴!
+ . . .)

عبارتِ مقدار که کنید توجه

(
١
٢!

+
x

٣!
+

x٢

۴!
+ . . .)

داریم گاه آن |x| ≤ ١ اگر پس .e− ٢ با ͬ شود م برابر x = ١ در

٠ ⩽ |A| ⩽ |x|(e− ٢)

پس

lim
x→٠

A = ٠

و

lim
x→٠

ex − ١
x

= ١ + lim
x→٠

A = ١

آنگاه f(x) = ex اگر پس

f ′(٠) = ١ = e٠

١٢٠



چهاردهم جلسه ی ١۴ . ١

است. مشتق پذیر ٠ نقطه ی در ex تابع که دهید نشان .١۶٧ مثال

پاسخ.

lim
x→٠

ex − e٠

x− ٠
= lim

x→٠

ex − ١
x

= lim
x→٠

x+ x٢

٢! +
x٣

٣! + . . .

x
= lim

x→٠

�x(١ + x
٢! +

x٢

٣! + . . .)

�x

اگر

A =
x

٢!
+

x٢

٣!
+ . . .

داریم |x| < ١ اگر آنگاه

٠ ⩽ |A| ⩽ |x|

١
٢!+

١
٣!+...︷ ︸︸ ︷

(e− ٢)⇒ lim
x→٠
|A| = ٠⇒ lim

x→٠
A = ٠

داریم: پس

lim
x→٠

١ +
x

٢!
+

x٢

٣!
+ . . . = lim

x→٠
١ + A = ١

نتیجه در

lim
x→٠

ex − ١
x

= ١ = e٠

است. مشتق پذیر R سرتاسر در exp که دهید نشان .١۶٨ مثال

داریم: باشد. دلخواه نقطه ای x٠ ∈ R که کنید فرض پاسخ.

lim
h→٠

ex٠+h − ex٠

h
= lim

h→٠
ex٠(lim

h→٠

eh − ١
h︸ ︷︷ ︸

exp′(٠)=١=e٠

) = ex٠

آنگاه f(x) = ex٠ اگر بنابراین

f ′(x٠) = ex٠

١٢١



است. مشتق پذیر x = ١ نقطه ی در lnx تابع که دهید نشان .١۶٩ مثال

پاسخ.

lim
x→١

lnx− ln ١
x− ١

= lim
x→١

lnx

x− ١
ͬ کنیم. م استفاده x = et متغیر تغییر از

lim
t→٠

ln et

et − ١
= lim

t→٠

t

et − ١
= lim

t→٠

١
et−١
t

=
١

exp′(٠)
=

١
e٠ = ١

. ١ با است برابر x = ١ در lnx مشتق پس

است. مشتق پذیر خود دامنه ی در lnx که دهید نشان .١٧٠ مثال

داریم: ،x٠ ∈ (٠,∞) کنید فرض پاسخ.

lim
x→x٠

lnx− lnx٠

x− x٠
= lim

x→x٠

ln x
x٠

x− x٠
= lim

x→x٠

ln x
x٠

x٠(
x
x٠
− ١)

ͬ کنیم. م استفاده x
x٠

= t متغیر تغییر از

lim
t→١

ln t

x٠(t− ١)
=

١
x٠

(ln′(١)︸ ︷︷ ︸
=١

) =
١
x٠

١٢٢



تمام در lnx تابع پس است. ١ نقطه ی در ln تابع مشتق همان limt→١
ln t

(t−١) بالا در که کنید توجه

داریم: و است مشتق پذیر خود دامنه ی

(ln(x))′(x٠) =
١
x٠

(ex)′(x٠) = ex٠

.limx→١)٠ + x)
١
x = e که دهید نشان .١٧١ مثال

داریم: پاسخ.

lim
x→٠

e
١
x
ln(١+x) = lim

x→٠
e

ln(١+x)
x = elimh→٠

ln(١+h)
h = eln

′(١) = e١

بنابراین

lim
x→٠

(١ + x)
١
x = e١ = e.

است. e با برابر نیز (١ + ١
n
)n دنباله ی حد قبل، مثال به بنا .١٧٢ توجه

lim
n→∞

(١ +
١
n
)n = e

توان سری

آنگاه |x| < ١ اگر که گفتیم
∞∑
n=٠

xn =
١

١− x

١
١−x

تابع̧ واقع در همͽراست. سری ͷی آن چپ سمت و آشناست تابع̧ ͷی بالا، عبارت راست سمت

مشخص، دامنه ی ͷی در که توابعͬ به است. سری ͷی صورت به بالا نمایش دارای (−١, بازه ی(١ در

و مشتقگیری برای ͬ شود. م گفته تحلیلͬ توابع هستند، توانͬ سری ͷی صورت به نمایشͬ دارای

در بͽیریم. انتگرال یا مشتق بدانها مربوط سری جملات تک تک  از است کافͬ توابع، این از انتگرائͯ

١٢٣



نظر در تحلیلͬ تابعͬ به مربوط سریِ را آنها از ͷی هر ͬ توان م که ͬ شویم م آشنا توان سریهای با زیر

گرفت.

ͬ گوییم: م توان سری ͷی زیر عبارت به باشد. دنباله ͷی {an} کنید فرض

∞∑
n=٠

an(x− x٠)
n

ͬ گوییم. م x = x٠ نقطه ی حول an ضرایب با توان سری ͷی بالا عبارت به

است: توان سری ͷی زیر عبارت .١٧٣ مثال

∞∑
n=٠

xn

.{an} = {١} داریم بالا سری در

است: توان سری ͷی زیر عبارت .١٧۴ مثال

∞∑
n=٠

x٢n

٢n!

گرفت نظر در زیر صورت به ͬ توان م را بالا سری واقع در

=
∞∑
n=٠

anx
n

آن در که

an =

١ باشد nزوج اگر

٠ باشد nفرد اگر

بازِ بازه ی به متعلق نقاط تمام در آنگاه باشد، همͽرا c > ٠ نقطه ی ͷی در توان سری ͷی اگر

کرده ایم. ثابت زیر قضیه ی در را گفته این همͽراست. (−c, c)

|x| < |c| که x هر برای آنگاه باشد، همͽرا x = c مقدارِ ͷی برای
∑∞

n=٠ anx
n اگر .١٧۵ قضیه

همͽراست. مطلقاً

١٢۴



آنگاه |x| < |c| کنید فرض اثبات.
|x|
|c|

< ١

همͽراست.
∑∞

n=٠
|x|n
|c|n هندس̞ͬ سری پس

همͽراست.
∑∞

n=٠ |an||x|n که این دادن نشان هدف.

بنابراین همͽراست.
∑∞

n=٠ anc
n که ͬ دانیم م

lim
n→∞

anc
n = ٠

که طوری به است موجود N ∈ N بزرگِ کافͬ اندازه ی به عددِ ϵ دلخواه عددِ برای یعنͬ

∀n > N |ancn| < ϵ

دیͽر بیان به

∀n > N |an| <
ϵ

cn

داریم پس
∞∑
N

|an||xn| ⩽
∞∑
N

ϵ|x|n

|c|n

همͽراست. نیز
∑∞

N |an||xn| درنتیجه همͽراست، گفتیم اثبات ابتدای در آنچه بر بنا
∑∞

N
ϵ|x|n
|c|n سری

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ |an||xn| سری بنابراین

دانست: تابع ͷی را آن ͬ توان م باشد، توان سری ͷی
∑∞

n=٠ anx
n اگر پس

را f(x) =
∑∞

n=٠ anx
n تابع ͬ توان م آنگاه باشد، توان سری ͷی

∑∞
n=٠ anx

n اگر .١٧۶ نتیجه

است. زیر صورت های از ͬͺی به ͬ دهیم، م نشان D با را آن که آن، دامنه ی که گرفت نظر در

D = R یا (آ)

D = {٠} یا (ب)

که طوری به است موجود R ∈ R عدد (ج)

{x| |x| < R} ⊆ D ⊆ {x| |x| ⩽ R}
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دیͽر بیان به

D = [−R,R) یا D = (−R,R) یا D = (−R,R] یا D = [−R,R]

اگر که گفتیم قبل قضیه ی در است. صفر شامل همواره D که است مشخص اثبات. برای راهنمائͬ

باشد −x شامل̞ D که این اما است، (−x, x] بازه ی نقاط تمام شامل D آنگاه x > ٠ و x ∈ D

کنید. بحث باشد منفͬ x که وقتͬ برای مشابه طور به نیست. مشخص نه یا

داده
∑∞

n=٠ anx
n توان سری کنید فرض کرده ایم: ارائه D دامنه ی تعیین برای روشͬ زیر در

ͬ کنیم: م عمل زیر صورت به ،D سری، این همͽرایی دامنه ی تعیین برای باشد. شده

بͽیرید: نظر در را مقایسه آزمون
∞∑
n=٠

|an||x|n︸ ︷︷ ︸
bn

lim
n→∞

bn+١

bn
= lim

n→∞

|an+١||x|n+١

|an||x|n
= lim

n→∞

|an+١||x|
|an|

کنید فرض (آ)

lim
n→∞

|an+١

an
| = L > ٠∑∞

n=٠ anx
n سری نسبت، آزمون به بنا و limn→∞

bn+١
bn

< ١ آنگاه |x| < ١
L

اگر آنگاه

|x| = ١
L

در واگراست.
∑∞

n=٠ anx
n سری |x| > ١

L
اگر همچنین است. مطلق) همͽرا(ی

کنیم. بررسͬ دستͬ صورت به باید

همͽراست. x = ٠ در تنها نظر مورد سری limn→∞ |an+١
an
| =∞ اگر (ب)

همͽراست. x ∈ R همه ی در نظر مورد سری آنگاه limn→∞ |an+١
an
| = ٠ اگر (ج)

lim an+١/an است کافͬ
∑

anx
n توانِ سری همͽرائ̞ͬ دامنه ی تعیین برای شد گفته  بالا در آنچه به بنا

کنیم. محاسبه را

کنید. تعیین را زیر توانͬ) سری (یا تابع همͽرایی دامنه ی .١٧٧ مثال

(آ)

f(x) =
∞∑
n=١

١
n٢x

n
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با: است برابر xn ضریب پاسخ.

an =
١
n٢

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

١
(n+١)٢

١
n٢

= lim
n→∞

n٢

(n+ ٢(١ = ١

و (١,∞) در نیز و است (−١, ١) بازه ی شامل قبل قضیه ی به بنا همͽرایی، دامنه ی پس

کنیم. بررسͬ نیز را x = ١ و x = −١ نقاط باید واگراست. فوق سری (−∞,−١)

x = ١ ⇒
∞∑
n=١

١
n٢

همͽراست. سری این

x = −١ ⇒
∞∑
n=١

(−١)n

n٢

.D = [−١, ١] با است برابر دقیقاً ما نظر مورد سری همͽرایی دامنه ی پس همͽراست. نیز سری این

(ب)
∞∑
n=١

١
n
xn

با: است برابر xn ضریب پاسخ.

an =
١
n

داریم: مقایسه آزمون به بنا

lim
n→∞

an+١

an
= ١

: ١ و −١ نقاط بررسͬ . (−١, ١) ⊆ D پس

x = −١
∞∑
n=١

(−١)n

n

همͽراست. فوق سری

x = ١
∞∑
n=١

١
n

D = [−١, ١) با است برابر تابع همͽرایی دامنه ی پس واگراست. فوق سری
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(ج)
∞∑
n=١

x٢n

(٢n)!

داریم: t = x٢ متغیر تغییر از استفاده با پاسخ.

∞∑
n=١

tn

(٢n)!

ͬ کنیم. م بررسͬ را سری این ͬ خواهیم م و

an =
١

(٢n)!
⇒ lim

n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

١
(٢n+٢)!

١
(٢n)!

= lim
n→∞

(٢n)!
(٢n+ ٢)!

= lim
n→∞

���(٢n)!
(٢n+ ٢)(٢n+ ��٢(١n!

= ٠

x مقادیر تمام برای هم
∑∞

n=٠
(x٢)n

(٢n)! پس همͽراست. t مقادیر تمام برای
∑∞

n=٠
tn

(٢n)! پس

همͽراست.

(د)
∞∑
n=١

١
n
(٢x− ١)n

. ٢x− ١ = t دهید: قرار ∞∑پاسخ.
n=١

١
n
tn سری همͽرایی دامنه ی قبل مثال دو مطابق ͬ کنیم. م بررسͬ را

∑∞
n=١

١
n
tn سری حال

باشیم: داشته باید پس D = [−١, ١) با است برابر

−١ ⩽ ٢x− ١ < ١⇒ ٠ ⩽ x < ١

D = [٠, ١) با است برابر
∑∞

n=١
١
n
(٢x− ١)n سری همͽرایی دامنه ی نتیجه در

است: تحلیلͬ تابع ͷی نیز آن مشتق باشد، تحلیلͬ تابع ͷی f اگر

آنگاه |x| < R برای f(x) =
∑∞

n=٠ anx
n اگر .١٧٨ قضیه

∀x ∈ (−R,R) f ′(x) =
∞∑
n=١

nanx
n−١
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سریِ (−R,R) بازه ی در که این نخست داریم. حͺم دو واقع در بالا قضیه ی در .١٧٩ توجه

تابعͬ مشتق که ͬ کند م مشخص را تابعͬ سری، این که این دوم و همͽراست،
∑∞

n=١ nanx
n−١

ͬ کرد. م مشخص اول سری که است

درس: خلاصه ی

(ln(x))′(x٠) =
١
x٠

(ex)′(x٠) = ex٠

lim
x→٠

(١ + x)
١
x = e

lim
n→∞

(١ +
١
n
)n = e

آنگاه |x| < R برای f(x) =
∑∞

n=٠ anx
n اگر

∀x ∈ (−R,R) f ′(x) =
∞∑
n=١

nanx
n−١

باشد. شده داده
∑∞

n=٠ anx
n توان سری کنید فرض

اگر (آ)

lim
n→∞

|an+١

an
| = L > ٠

|x| > ١
L

اگر همچنین است. مطلق) همͽرا(ی
∑∞

n=٠ anx
n سری |x| < ١

L
اگر آنگاه

کنیم. بررسͬ دستͬ صورت به باید |x| = ١
L

در واگراست.
∑∞

n=٠ anx
n سری

همͽراست. x = ٠ در تنها نظر مورد سری limn→∞ |an+١
an
| =∞ اگر (ب)

همͽراست. x ∈ R همه ی در نظر مورد سری آنگاه limn→∞ |an+١
an
| = ٠ اگر (ج)
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پانزدهم جلسه ی ١۵ . ١

سری ͷی که گفتیم کردیم. صحبت آنها همͽرائͬ دامنه ی و توان سریهای درباره ی قبل جلسه ی در

بازه ی همان در آن، مشتق که است تابع ͷی واقع در خود، همͽرائͬ بازه ی در ،
∑∞

n=٠ anx
n توانِ

نکته، این از استفاده با زیر در .
∑∞

n=١ nanx
n−١ با است برابر انتهائͬ)  نقاط از غیر (احیاناً همͽرائͬ

کرده ایم: محاسبه را ex تابع̧ مشتق

آنگاه f(x) = ex کنید فرض .١٨٠ مثال

∀x ∈ R f(x) =
∞∑
n=٠

xn

n!

پس

f ′(x) =
∞∑
n=١

nxn−١

n!
=

∞∑
n=١

xn−١

(n− ١)!
=

∞∑
n=٠

xn

n!
= ex

بازگردیم. بدانها دوباره بعدی جلسات در تا ͬ کنیم م رها را توانͬ سریهای بحث فعلااً

مشتق درس ادامه ی

بیابید. x = ٠ در را f(x) = sin x تابع مشتق .١٨١ مثال

بیابیم. را زیر حدّ حاصل است کافͬ پاسخ.

lim
h→٠

sin(٠ + h)− sin ٠
h

= lim
h→٠

sinh

h

که ͬ کنیم م ثابت هندسͬ روشͬ با زیر در

lim
h→٠

sinh

h
= ١.

بͽیرید. نظر در r = ١ شعاع̧ به را زیر دایره ی .٠ ⩽ θ ⩽ π
٢ کنید فرض
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با: است برابر θ زاویه ی روی به رو کمان طول دایره، این در

θ = |
⌢
BC |

طول پس .٢πr با است برابر آن محیط باشد، r با برابر دایره ͷی شعاع اگر کلͬ، طور به

:rθ با است برابر و ͬ آید م دست به زیر نسبت گیری با θ زاویه ی روی به رو کمان

θ

٢π
=

x

٢πr
.

داریم: پس .sin(θ) با است برابر |AB| زیر، شͺل در که کنید دقت

|AB| ⩽ |
⌢
BC | ⇒ sin θ ⩽ θ (∗)

١٣١



|
⌢
BC | ⩽ |CH|+ |HB| ⩽ |CH|+ |HH ′| = tan θ

پس

θ ⩽ tan θ

نتیجه در

θ ⩽ sin θ

cos θ
(∗∗)

ͬ شود م نتیجه (∗∗) و (∗) از

sin θ ⩽ θ ⩽ sin θ

cos θ

نتیجه در

⇒ ١
sin θ

⩾ ١
θ
⩾ cos θ

sin θ

است): مثبت sin θ ما نظر مورد ناحیه ی در که کنید (توجه ͬ کنیم م ضرب sin θ در را طرفین

⇒ ١ ⩾ sin θ

θ
⩾ cos θ

داریم: فشردگͬ قضیه ی به بنا

lim
θ→٠+

sin θ

θ
= ١
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داریم همچنین پس است، فرد تابع ͷی sin تابع

lim
θ→٠−

sin θ

θ
= lim

−θ→٠+

sin(−θ)
−θ

= lim
θ→٠+

sin θ

θ
= ١

که کردیم ثابت پس

lim
h→٠

sinh

h
= ١.

بیابید. x = ٠ نقطه ی در را f(x) = cos x تابع مشتق .١٨٢ مثال

پاسخ.

lim
h→٠

cos(٠ + h)− cos ٠
h

= lim
h→٠

cosh− ١
h

داریم:

cosh = cos(
h

٢
+

h

٢
) = cos٢ h

٢
− sin٢ h

٢
= ١− ٢ sin٢ h

٢
پس

lim
h→٠

cosh− ١
h

= lim
h→٠

١− ٢ sin٢ h
٢ − ١

h
= lim

h→٠

−٢ sin h
٢

h
sin

h

٢
= ٠

بیابید. x٠ ∈ R دلخواه نقطه ی در را sin x تابع مشتق .١٨٣ مثال

پاسخ.

lim
h→٠

sin(x٠ + h)− sinx٠

h
= lim

h→٠

sin x٠ cosh+ cos x٠ sinh− sinx٠

h
=

lim
h→٠

sinx٠(cosh− ١)
h

+ lim
h→٠

cosx٠(sinh)

h
=

lim
h→٠

sinx٠ cos
′(٠) + lim

h→٠
cos x٠ × ١ = cos x٠

١٣٣



و است مشتق پذیر R سرتاسرِ در sin تابع̧ که کردیم ثابت پس

∀x ∈ R (sinx)′ = cos x

کنید. محاسبه x٠ ∈ R دلخواه نقطه ی در را f(x) = cos x تابع مشتق .١٨۴ مثال

اثبات.

lim
h→٠

cos(x٠ + h)− cos x٠

h
= lim

h→٠

cosx٠ cosh− sin x٠ sinh− cosx٠

h
=

lim
h→٠

cosx٠(cosh− ١)
h

− lim
h→٠

sinx٠ sinh

h
=

cos x٠ × ٠− sinx٠ × ١ = − sin x٠

و است مشتق پذیر R سرتاسرِ در cosx تابع̧ که کردیم ثابت پس

∀x ∈ R (cosx)′ = − sin x

lim
x→٠

sinx

x
= ١

lim
x→٠

cos x− ١
x

= ٠

∀x ∈ R (cosx)′ = − sin x

∀x ∈ R (ex)′ = ex

است: پیوسته لزوماً مشتق پذیر، تابع هر ولͬ نیست مشتق پذیر لزوماً پیوسته تابع هر
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مشتق پذیر x٠ در و باشد شده تعریف x٠ نقطه ی ͬͽهمسای ͷی در f(x) تابع اگر .١٨۵ مشاهده

است. پیوسته x٠ در f تابع آنگاه باشد،

داریم: است، پذیر مشتق x٠ در تابع که آنجا از اثبات.

∃L lim
h→٠

f(x٠ + h)− f(x٠)

h
= L (∗)

.limh→٠ f(x٠ + h) = f(x٠) که دهیم نشان باید است، x٠پیوسته در ما نظر مورد تابع که دهیم نشان که این برای

که طوری به است موجود δ > ٠ عنصر ϵ > ٠ هر برای (∗) رابطه ی به بنا

|h| < δ → L− ϵ ⩽ f(x٠ + h)− f(x٠)

h
⩽ L+ ϵ

آنگاه |h| < δ اگر بنابراین

h(L− ϵ) ⩽ f(x٠ + h)− f(x٠) ⩽ h(L+ ϵ)

فشردگͬ، به بنا پس

lim
h→٠

f(x٠ + h)− f(x٠) = ٠

lim
h→٠

f(x٠ + h) = f(x٠).

مشتق پذیری عدم

پیوستگͬ عدم ͬ تواند م نقطه، ͷی در تابع ͷی مشتق پذیری عدم عوامل از ͬͺی بالا، مشاهده ی به بنا

ناپیوسته ٠ نقطه ی در تابع دو این شده اند. کشیده  ١
x٢ و ١

x
توابع̧ نمودار ترتیب به زیر در باشد. آن

هستند.
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٠ نقطه ی در پیوستگͬ، عدم علت به نیز تابع این است. شده کشیده sin( ١
x
) تابع̧ نمودار زیر، در

ندارد: مشتق

١٣۶



ندارد: مشتق پیوستگͬ عدم علت به نیز زیر در شده کشیده تابع

است: زیر دلایل از ͬͺی به مشق پذیری عدم باشد، پیوسته تابع ͷی که صورتͬ در

راست: و چپ مشتق نبودن برابر .١

١٣٧



است. شده کشیده
√
|x| تابع نمودار زیر در آن. شدن بی نهایت علت به مشتق نبودن موجود .٢

به راست سمت از نقطه، این در مماس خط شیب نیست. موجود صفر در تابع این مشتق

ͬ کند. م میل −∞ به چپ سمت از و +∞

نقطه ای هیچ در ولͬ باشد، پیوسته R سرتاسرِ در که است تابعͬ یافتن آنالیز در معروف پرسش ͷی

از مثال چند زیر در است. کرده  معرفͬ وایراشتراس بار نخستین را توابعͬ چنین نباشد. مشتق پذیر

آورده ایم. را وایراشتراس توابع

١٣٨



.١

f(x) =
∞∑
n=٠

an cos(bnπx)

.٠ < a < ١ و است فرد b و ab > ١ + ٣
٢ آن در که

کنید فرض .٢

g٠(x) =

x ٠ ⩽ x ⩽ ١

٢− x ١ ⩽ x ⩽ ٢
و

g(x) = g٠(x− ٢k) ٢k < x < ٢k + ٢

ͬ کند: م صدق شده خواسته شرط در نیز زیر تابع آنگاه

fa(x) =
∞∑
n=٠

an(۴x)

.۴x > ١ و ٠ < a < ١ آن در که

بفرمائید: مطالعه را زیر پیوند توابع، این نمودار مشاهده ی و باره، این در بیشتر مطالعه ی برای

https://www.google.com/url?hl=de&q=http://www.math.colostate.edu/

~gerhard/MATH317/NondifferentialbleContinuousFcts.pdf&source=gmail&ust=

1509878761879000&usg=AFQjCNE2LKCdNesmFnVMvZYjLyISxZiJFA

مشتق بحث ادامه ی

باشد مشتق پذیر x٠ در و باشد شده تعریف x٠ نقطه ی ͬͽهمسای ͷی در f کنید فرض (آ) .١٨۶ لم

داریم: و است مشتق پذیر x٠ در نیز g(x) = ١
f(x)

تابع آنگاه .f(x٠) ̸= ٠ و

g′(x٠) =
−f ′(x٠)

(f(x٠))٢ .

اثبات.

lim
h→٠

١
f(x٠+h)

− ١
f(x٠)

h
= lim

h→٠

f(x٠)−f(x٠+h)
f(x٠+h)f(x٠)

h
=

١٣٩

https://www.google.com/url?hl=de&q=http: //www.math.colostate.edu/~gerhard/ MATH317/NondifferentialbleContinuousFcts.pdf& source=gmail&ust=1509878761879000&usg=AFQjCNE2LKCdNesmFnVMvZYjLyISxZiJFA
https://www.google.com/url?hl=de&q=http: //www.math.colostate.edu/~gerhard/ MATH317/NondifferentialbleContinuousFcts.pdf& source=gmail&ust=1509878761879000&usg=AFQjCNE2LKCdNesmFnVMvZYjLyISxZiJFA
https://www.google.com/url?hl=de&q=http: //www.math.colostate.edu/~gerhard/ MATH317/NondifferentialbleContinuousFcts.pdf& source=gmail&ust=1509878761879000&usg=AFQjCNE2LKCdNesmFnVMvZYjLyISxZiJFA


lim
h→٠

f(x٠)− f(x٠ + h)

f(x٠ + h)f(x٠)h
= lim

h→٠

١
f(x٠ + h)f(x٠)

× f(x٠)− f(x٠ + h)

h︸ ︷︷ ︸
−f ′(x٠)

داریم پس است، پیوسته آن در باشد، مشتق پذیر x٠ در f اگر که گفتیم

lim
h→٠

f(x٠ + h) = f(x٠)

بنابراین:

بالا عبارت = − f ′(x٠)

(f(x٠))٢

:λf و f ± g مشتق (ب)

(f ± g)′(x٠) = f ′(x٠)± g′(x٠)

(λf(x٠))
′ = λf ′(x٠)

(f · g)(x٠) مشتق (ج)

(f · g)′(x٠) = f ′(x٠)g(x٠) + g′(x٠)f(x٠)

داریم اثبات.

(f · g)′(x٠) = lim
h→٠

f(x٠ + h)g(x٠ + h)− f(x٠)g(x٠)

h

ͬ کنیم. م کم و اضافه را f(x٠ + h)g(x٠) عبارت

lim
h→٠

f(x٠ + h)g(x٠ + h)− f(x٠)g(x٠) + f(x٠ + h)g(x٠)− f(x٠ + h)g(x٠)

h
=

lim
h→٠

f(x٠ + h)(g(x٠ + h)− g(x٠)) + g(x٠)(f(x٠ + h)− f(x٠))

h
=

lim
h→٠

f(x٠ + h)(g(x٠ + h)− g(x٠))

h
+ lim

h→٠

g(x٠)(f(x٠ + h)− f(x٠))

h
=

f(x٠)g
′(x٠) + g(x٠)f

′(x٠)

١۴٠



که کرد ثابت ͬ توان م ج) و آ ترکیب (با مشابه طور به (د)

(
f

g
)′(x) =

f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g٢(x)

مشتق پذیر x٠ در و شده تعریف x٠ نقطه ی از ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنید فرض .١٨٧ قضیه

در g(f(x)) آنگاه باشد. مشتق پذیر f(x٠) در و شده تعریف f(x٠) ͬͽهمسای در g تابع و باشد

داریم: و است مشتق پذیر x٠

(g(f(x)))′ = f ′(x)g′(f(x))

کنید: تعریف زیر صورت به را H(y) تابع .y٠ = f(x٠) دهید قرار اثبات.
g(y)−g(y٠)

y−y٠
y ̸= y٠

g′(y٠) y = y٠

داریم همواره و است پیوسته y٠ نقطه ی در تابع این که کنید دقت

H(y)(y − y٠) = g(y)− g(y٠)

داریم y٠ = f(x٠) و y = f(x) گرفتن̞ نظر در با

lim
x→x٠

g(f(x))− g(f(x٠))

x− x٠
= lim

x→x٠

H(f(x))(f(x)− f(x٠))

x− x٠
=

lim
x→x٠

H(f(x))
f(x)− f(x٠)

x− x٠
= f ′(x٠)H(f(x٠)) = f ′(x٠)g

′(f(x٠)).

.١٨٨ مثال

.١

(sinh(x))′ = (
ex − e−x

٢
)′ =

ex + e−x

٢
= cosh(x)

.٢

(cosh(x))′ = (
ex + e−x

٢
)′ =

ex − e−x

٢
= sinh(x)

١۴١



.٣

(tanh(x))′ = (
sinh(x)

cosh(x)
)′ =

cosh(x) cosh(x)− sinh(x) sinh(x)

cosh٢(x)
=

cosh٢(x)− sinh٢(x)

cosh٢(x)
=

١
cosh٢(x)

= ١− tanh٢(x)

:f(x) = ax a > ٠ .۴

(ax)′ = (ex ln a)′ = ln a× ex ln a = ax ln a

.۵

(anx
n + . . .+ a٠)

′ = nanx
n−١ + . . .+ ٠

١۴٢



شانزدهم جلسه ی ١۶ . ١

کنید. حساب x > ٠ برای را f(x) = xx تابع مشتق .١٨٩ مثال

پاسخ.

f(x) = xx = ex lnx

است. مشتق پذیر نقاط این در نیز x ln(x) تابع مشتق پذیرند، x > ٠ در x, lnx توابع که آنجا از

تابع یعنͬ x ln(x) با آن ترکیب از آمده دست به تابع است، مشتق پذیر R سرتاسر در ex که آنجا از

داریم: و است مشتق پذیر x > ٠ در ex lnx

f ′(x) = (ln x+
١
x
x)ex lnx = (ln x+ ١)xx

f(x) = xx ⇒ f ′(x) = (ln x+ ١)xx

برای xa تابع̧ مشتق که داده ایم نشان زیر در .m
n
x

m
n
−١ با است برابر xm

n تابع̧ مشتق که ͬ دانیم م

است. سازگار داریم انتظار مشتق از آنچه با این و ١−axa؛ با است برابر a دلخواه˼ حقیق̞ͬ عدد

کنید. حساب را f(x) = xa تابع مشتق .١٩٠ مثال

پس f(x) = xa = ea lnx داریم پاسخ.

f ′(x) =
a

x
ea lnx =

a

x
xa = axa−١

کنید. محاسبه x ̸= ٠ در را f(x) = ln |x| تابع مشتق .١٩١ مثال

پاسخ.

f(x) =

lnx x > ٠

ln(−x) x < ٠

١۴٣



با است برابر تابع مشتق x > ٠ برای است. مشتق پذیر x ̸= ٠ تمامͬ در فوق تابع

f ′(x) =
١
x

با است برابر تابع مشتق x < ٠ برای و

−١× ١
−x

=
١
x

داریم: x ̸= ٠ تمامͬ در آنگاه f(x) = ln |x| اگر پس

f ′(x) =
١
x

نیست). مشتق پذیر x = ٠ در تابع این (و است زیر شͺل به f(x) = ln |x| تابع نمودار

بیابید. را

x٢ sin ١
x

x > ٠

sinhx x ⩽ ٠
تابع مشتق .١٩٢ مثال

در sin ١
x

تابع پس است. مشتق پذیر R تمام در sin تابع است. مشتق پذیر ١
x

تابع x > ٠ در پاسخ.

است. مشتق پذیر x > ٠

پس است. مشتق پذیر x > ٠ در f(x) = x٢ sin ١
x

بنابراین و است مشتق پذیر R تمام در x٢ تابع

داریم: x > ٠ اگر

f ′(x) = ٢x sin ١
x
+ (− ١

x٢ ) cos
١
x
(x٢) = ٢x sin ١

x
− cos

١
x

١۴۴



ex, e−x مشتق پذیرِ تابعهای از حاصلجمعͬ صورت به زیرا است، مشتق پذیر sinhx تابع x < ٠ در و

است. نوشتن قابل

(sinhx)′ = cosh(x)

:x = ٠ نقطه ی در تابع مشتق پذیری بررسͬ

lim
x→٠

f(x)− f(٠)
x− ٠

کنیم. مͬ بررسͬ ٠− و ٠+ جهت دو از را بالا حد

lim
x→٠+

f(x)− f(٠)
x

= lim
x→٠+

x٢ sin ١
x
− ٠

x
= lim

x→٠+
x sin

١
x
= ٠

پس

f ′
+(٠) = ٠

.١٩٣ توجه

−١ ⩽ sin
١
x
⩽ ١

داریم: x > ٠ برای

−x ⩽ x sin
١
x
⩽ x

داریم: x < ٠ برای

+x ⩽ x sin
١
x
⩽ −x

داریم: فشردگͬ به بنا

lim
x→٠

x sin
١
x
= ٠

lim
x→٠−

f(x)− f(٠)
x

= lim
x→٠−

sinhx− sinh ٠
x

= (sinh)′(٠) = cosh(٠) = ١

داریم: پس

f ′
−(٠) = ١

١۴۵



نیست. مشتق پذیر x = ٠ نقطه ی در نظر مورد تابع پس

است: زیر شͺل به f(x) =

x٢ sin ١
x

x > ٠

sinhx x ⩽ ٠
تابع نمودار

ͬ کنیم. م نگاه نزدیͷ تر از را بالا نمودار

١۴۶



نسبی و مطلق ا̊کست˼رمˀمهای

x٠ ∈ I نقطه ی در f ͬ گوییم م بͽیرید. نظر در را است) بازه I) f : I → R تابع .١٩۴ تعریف

هرگاه ͬ رسد، م خود مطلق ماکزیمم به یا است، مطلق ماکزیمم دارای

∀x ∈ I f(x) ⩽ f(x٠)

خود مطلق ͬ موم̧ مین به یا است، مطلق ͬ موم̧ مین دارای x٠ ∈ I نقطه ی در f ͬ گوییم م مشابه طور به

هرگاه ͬ رسد، م

∀x ∈ I f(x) ⩾ f(x٠)

هرگاه است، نسبی ماکزیمم دارای x٠ ∈ I نقطه ی در f : I → R تابع .١٩۵ تعریف

∃δ (x٠ − δ, x٠ + δ) ⊆ I

در f : I → R تابع مشابهاً باشد. مطلق ماکزیمم ͷی x٠ نقطه ی (x٠ − δ, x٠ + δ) بازه ی در و

هرگاه است، نسبی ͬ موم مین دارای x٠ ∈ I نقطه ی

∃δ (x٠ − δ, x٠ + δ) ⊆ I

باشد. مطلق ͬ موم̧ مین ͷی x٠ نقطه ی (x٠ − δ, x٠ + δ) بازه ی در و

رسم بدون که ͬ کند م ͷکم ما به تابع مشتق مطالعه ی چͽونه که دید خواهیم درس ادامه ی در

در تابع مشتق مطالعه ی بشناسیم. را آن نسبی) حتͬ (و مطلق ͬ موم مین و ماکزیمم نقاط آن، نمودار

١۴٧



هندسͬ شͺل از مناسبی درک به ͬ توانیم م آن از استفاده با که ͬ دهد م دست به تابع از تحلیلͬ واقع

برسیم. تابع آن

نسبی ماکزیمم x٠ در و شده تعریف x٠ نقطه ی ͬͽهمسای ͷی در f تابع کنید فرض .١٩۶ قضیه

داشت: خواهیم باشد، مشتق پذیر x٠ در f تابع اگر آنگاه باشد، داشته

f ′(x٠) = ٠

که کنید فرض اثبات.

∀x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ) f(x) ⩽ f(x٠)

آنگاه

∀x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ)


f(x)−f(x٠)

x−x٠
⩽ ٠ x > x٠

f(x)−f(x٠)
x−x٠

⩾ ٠ x < x٠

x٠ نقطه ی از ͬͽهمسای ͷی در f تابع آنگاه limx→x٠ f(x) = L > ٠ اگر .١٩٧ یادآوری

حد باشد، صفر مساوی یا کمتر x٠ نقطه ی از ͬͽهمسای ͷی در f تابع اگر بنابراین است. مثبت

باشد. مثبت ͬ تواند نم حد این و است ٠ با مساوی یا کمتراز نیز x٠ در آن

∀x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ) f(x) ⩽ ٠⇒ lim
x→x٠

f(x) ⩽ ٠

∀x ∈ (x٠ − δ, x٠ + δ) f(x) ⩾ ٠⇒ lim
x→x٠

f(x) ⩾ ٠

صفر با مساوی یا کمتراز وجود صورت در limx→x+
٠

f(x)−f(x٠)
x−x٠

گفته ایم بالا در آنچه بر بنا

است. صفر با مساوی یا از بزرگتر وجود صورت در limx→x−
٠

f(x)−f(x٠)
x−x٠

مشابه طور به است.

بنابراین . f ′(x) ⩽ ٠ و f ′(x) ⩾ ٠ باشد مشتق پذیر x٠ نقطه ی در f(x) اگر پس

f ′(x) = ٠

تابع مشتق نداریم. نسبی اکسترمم شود صفر مشتق که نقطه هر در لزوماً .١٩٨ توجه

f(x) = x٣

١۴٨



ندارد. اکسترممͬ نوع هیچ نقطه این در تابع این ولͬ است صفر با برابر ٠ نقطه ی در

داشته x ∈ R هر برای و باشند مشتق پذیر f, g : R → R توابع که کنید فرض .١٩٩ مثال

آنگاه f(x٠) = g(x٠) باشیم داشته x٠ نقطه ی در اگر که دهید نشان .f(x) ⩽ g(x) باشیم

.f ′(x٠) = g′(x٠)

و است مشتق پذیر R تمام در که بͽیرید نظر در را h(x) = g(x)− f(x) تابع پاسخ.

∀x ∈ R h(x) ⩾ ٠

پس است. h تابع برای نسبی مینیمم ͷی x٠ پس h(x٠) = ٠ آنگاه f(x٠) = g(x٠) اگر حال

h′(x٠) = ٠⇒ f ′(x٠) = g′(x٠)

برای مناسب اثباتͬ نوشتن برای من تلاش ولͬ ͬ رسد، م نظر به طبیعͬ و ساده زیر قضیه ی هرچند

ریاضͬ درس اطلاعات از تنها آن در که است اثباتͬ مناسب اثباتͬ از منظورم ماند. بی نتیجه آن،

باشد. کلاس در ارائه قابل اثبات آن و باشد شده استفاده ١ عمومͬ

١۴٩



ماکزیمم هم بازه این در f آنگاه باشد پیوسته [a, b] کراندارِ بسته ی بازه ی در f تابع اگر .٢٠٠ قضیه

دارد. مطلق مینیمم هم و مطلق

است. لازم بازه بودن بسته شرط .٢٠١ توجه

نیست. مطلق ماکزیمم دارای (٠, ١) بازه ی در ١
x

تابع .٢٠٢ مثال

که ∃c, d آنگاه باشد بسته بازه ی ͷی [a, b] و باشد پیوسته تابع ͷی f اگر دیͽر بیان به

f([a, b]) = [c, d]

صورت میانͬ مقدار قضیه ی از استفاده با است بازه صورت به f([a, b]) اینکه اثبات .٢٠٣ توجه

نیست. آسانͬ کار است، بسته بازه ی ͷی لزوماً f([a, b]) اینکه اثبات ولͬ ͬ گیرد م

تابع که آنجا از باشد. پیوسته [a, b] بسته ی بازه ی ͷی در f تابع که کنید فرض .٢٠۴ توجه

برای است. مطلق اکسترممهای دارای بازه این در قطعاً پس است، پیوسته بازه این در نظر مورد

وجود تابع مشتق آنها در که ͬ کنیم م تعیین را نقاطͬ ابتدا تابع ͷی مطلق اکسترمم های تعیین

و نقاط این در را f(x) سپس ͬ گوئیم). م بحرانͬ نقاط نقاط، این (به است صفر برابر یا ندارد

ͬ کنیم. م شناسایی را مطلق اکسترمم های آنها میان در و ͬ کنیم م حساب بازه انتهایی نقاط در
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بیابید. را زیر تابع مطلق اکسترمم های .٢٠۵ مثال

f(x) =

|x|
x x ̸= ٠

١ x = ٠
x ∈ [−١, ٣]

است. پیوسته بازه آن در شده داده تابع که کنیم بررسͬ باید نخست پاسخ.

f(x) =


xx x > ٠

(−x)x x < ٠

١ x = ٠

است. پیوسته توابع از ترکیبی یعنͬ ex؛ lnx با است برابر چون است، پیوسته نظر مورد تابع x > ٠ در

است: پیوسته x = ٠ در f تابع که این بررسͬ ترتیب. همین به نیز x < ٠ در

lim
x→٠+

f(x) = lim
x→٠+

ex lnx

داریم: et = x متغیر تغییر از استفاده با

lim
t→−∞

ee
t×t

داریم: t = −u متغیر تغییر با و

lim
u→+∞

ee
−u×(−u) = lim

u→+∞

−u
eu

= ١

که دهید نشان مشابه طور به

lim
x→٠−

f(x) = ١

است: زیر صورت به تابع مشتق است. پیوسته [−١, ٣] بازه ی در ما نظر مورد تابع یعنͬ

f ′(x) =


(lnx+ ١)xx x > ٠

(ln(−x) + ١)(−x)x x < ٠

ͬ کنیم نم بررسͬ x = ٠

ندارد) وجود (یا است صفر تابع مشتق آن در که نقاطͬ
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x = ٠ نقطه ی احیاناً .١

باشیم: داشته باید شود صفر مشتق اینکه برای x > ٠ در .٢

lnx = −١⇒ x = e−١

باشیم: داشته باید شود صفر مشتق اینکه برای x < ٠ در .٣

ln(−x) = −١⇒ −x = e−١ ⇒ x = −e−١

بحرانͬ: نقاط و انتهایی و ابتدایی نقاط در تابع مقادیر

x = −١⇒ ١−١ = ١

x = ٣⇒ ٣٣ = ٢٧

x = ٠⇒ f(x) = ١

x = e−١ ⇒ ex lnx = e−e−١
= e−

١
e =

١
e

١
e

x = −e−١ ⇒ ex ln(−x) = e+e−١
=

١
ee

که دانیم مͬ

e > ١e ⇒ e
√
e > ١⇒ ١

e
١
e

< ١

داریم همچنین است. مطلق ͬ موم مین نقطه ی −e−١ نقطه ی پس

e
√
e ⩽ ٣٣

داریم. مطلق ماکزیمم آن در که است نقطه ای x = ٣ نقطه ی پس

است: زیر صورت به f(x) =

|x|
x x ̸= ٠

١ x = ٠
x ∈ [−١, ٣] تابع شͺل
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باشد. مشتق پذیر (a, b) در و پیوسته [a, b] بسته ی بازه ی در f تابع که کنید فرض (رˀل). ٢٠۶ قضیه

آنگاه f(a) = f(b) اگر

∃x ∈ (a, b) f ′(x) = ٠.

ͬͺی اگر است. مطلق ماکزیمم و مطلق مینیمم دارای [a, b] بازه ی در پیوستگͬ به بنا f تابع اثبات.

و a از ͬͺی که است این دیͽر حالت است. صفر مشتق نقطه آن در نباشد انتهایی نقاط در ایندو از

تمام در و است ثابت نظر مورد تابع صورت این در باشد، مطلق منیمم دیͽری و مطلق ماکزیمم b

است. صفر آن مشتق [a, b] بازه ی نقاط
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و باشد مشتق پذیر I بازِ بازه ی در f تابع کنید فرض .٢٠٧ مثال

∀x ∈ I f ′(x) ̸= ٠

دارد. ریشه ͷی حداکثر I بازه ی در f(x) = ٠ معادله ی که دهید نشان آنگاه

در باید f مشتق̞ رˀل قضیه ی به بنا باشد، داشته ریشه ͷی از بیش f(x) = ٠ معادله ی اگر اثبات.

شود. صفر نقطه ای

دارد. R در ریشه n حداکثر n درجه ی از جمله ای چند هر .٢٠٨ مثال

کنیم فرض است. جواب ͷی حداکثر دارای ax+b معادله ی ،n = ١ اگر .n روی استقرا با اثبات.

n٠ + ١ درجه ی از p(x) جمله ای چند کنیم فرض باشد. درست n = n٠ برای نظر مورد حͺم که

مساوی یا بیشتر p′(x) آنگاه باشد. داشته ریشه n٠ + ٢ مساوی یا بیشتر p(x) که کنیم فرض باشد.

از بیش ͬ تواند نم استقرا فرض به بنا و است n٠ درجه ی از p′(x) چندجمله ایِ دارد. ریشه n٠ + ١

تناقض. باشد؛ داشته ریشه n٠ + ١
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هفدهم جلسه ی ١ . ١٧

(a, b) بازِ بازه ی در و باشد پیوسته [a, b] بسته ی بازه ی در f تابع اگر : رˀل قضیه ی .٢٠٩ یادآوری

.f ′(c) = ٠ که است موجود چنان c ∈ (a, b) مانند نقطه ای آنگاه f(a) = f(b) و باشد مشتق پذیر

بیان به . ٣c = ١
c٣ که طوری به است موجود c > ٠ عدد ͷی تنها و ͷی که دهید نشان .٢١٠ مثال

است. جواب ͷی دارای تنها ٣x − ١
x٣ = ٠ معادله ی دیͽر

زیرا بود، خواهد مثبت آن جواب باشد، جواب دارای ٣x = ١
x٣ معادله ی اگر که کنید توجه پاسخ.

بنویسید: زیر صورت به را معادله باشد. مثبت باید نیز ١
x٣ رو این از و است مثبت همواره ٣x

f(x) = ٣xx٣ − ١ = ٠

x = ٣⇒ f(x) = ٣٣ × ٣٣ − ١ > ٠

x =
١
٣
⇒ f(x) = ٣

١
٣ × ١

٢٧
− ١ =

٣
√

٣
٢٧
− ١ < ٠

فوق معادله ی اگر است. ریشه ͷی حداقل دارای بولتسانو قضیه ی به بنا [١
٣ , ٣] بازه ی در بالا معادله ی

شود. صفر نقطه ای در باید f ′ باشد، ریشه دو دارای

f ′(x) = ln ٣× ٣x × x٣ + ٣x٢ × ٣x

f ′(x) = ٠⇒ ٣x(ln ٣× x٣ + ٣x٢︸ ︷︷ ︸
A

) = ٠

A = ٠⇒ x٣ ln ٣ + ٣x٢ = ٠⇒ x٢(x ln ٣ + ٣) = ٠

x = ٠ یا x =
−٣
ln ٣

< ٠

داشته مثبت ریشه ی دو ͬ تواند نم معادله ͬ شود، نم صفر مثبتͬ نقطه ی هیچ در مشتق که آنجا از

باشد.

است. جواب ͷی دارای دقیقاً (٠,∞) بازه ی در x+ln x = ٢ معادله ی که دهید نشان .٢١١ مثال

پاسخ.

f(x) = x+ ln x− ٢
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f(١) < ٠

f(e) = e+ ١− ٢ = e− ١ > ٠

f(x) = ٠ معادله ی اگر است. ریشه ͷی دارای حداقل [١, e] بازه ی در فوق معادله ی بنابراین

آن در که ͬ شود م پیدا x٠ مثل مثبت نقطه ای آنگاه باشد، داشته را b و a ریشه ی دو (٠,∞) در

زیرا است غیرممͺن این اما .f ′(x٠) = ٠

∀x f ′(x) = ١ +
١
x
⩾ ١

دارد. ریشه ͷی تنها f بنابراین

دارد. جواب دو دقیقاً R در xex − ٢ex + ١ = ٠ معادله ی .٢١٢ مثال

پاسخ.

f(٢) = ٢e٢ − ٢e٢ + ١ = ٠⇒ f(٢) = ١ > ٠

f(٠) = ٠× e٠ − ٢e٠ + ١ = ٠⇒ −٢ + ١ = −١⇒ f(x) = −١ < ٠

f(−٢) = −٢e−٢−٢e−٢ +١ = ٠⇒ −۴e−٢ +١ = ٠⇒ f(−٢) = −۴e−٢ +١ > ٠

ریشه ͷی حداقل و [−٢, ٠] در ریشه ͷی حداقل f(x) = ٠ معادله ی بولتسانو قضیه ی به بنا

معادله ی آنگاه باشد، ریشه سه مثلا́ ریشه دو از بیش دارای شده یاد معادله ی اگر دارد. [٠, ٢] در

بود. خواهد ریشه دو حداقل دارای رˀل) قضیه ی به (بنا f ′(x) = ٠

f ′(x) = ex + xex − ٢ex

f ′(x) = ٠⇒ ex + xee − ٢ex = ٠⇒ ex(١ + x− ٢) = ٠⇒ ex(x− ١) = ٠

باشد. داشته ریشه دو از بیش ͬ تواند نم f(x) = ٠ پس است. ریشه ͷی تنها دارای فوق معادله ی
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حداکثر f (k)(x) باشد ریشه n دارای حداکثر (f تابع +kاُم ١ (مشتق f (k+١)(x) اگر .٢١٣ توجه

در حداقل f (k+١) شود، صفر نقطه n+ ١ در f (k) اگر دیͽر بیان به ͬ شود. م صفر نقطه n+ ١ در

ͬ شود. م صفر نقطه n

و f(١) = ١ ، f(٠) = ٠ و باشد مشتق پذیر بار دو f : R → R کنید فرض .٢١۴ مثال

که دهید نشان .f(٢) = ٢

∃c ∈ R f ′′(c) = ٠

a نقطه های است کافͬ است، شده صفر نقطه ͷی در f ′′ اینکه اثبات برای رˀل قضیه ی به بنا پاسخ.

. f ′(a) = f ′(b) که بیابیم چنان را b و

است: شده صفر نقطه سه در g(x) = f(x)− x تابع

g(٠) = ٠

g(١) = ٠

g(٢) = ٠

ͬ شود. م صفر نقطه دو حداقل در g′ رˀل قضیه ی به بنا

∃a, b g′(a) = g′(b) = ٠

g′(a) = f ′(a)− ١⇒ f ′(a) = ١

g′(b) = ٠⇒ f ′(b) = ١

پس

f ′(a) = f ′(b) = ١

f ′′(c) = ٠ که طوری به ∃c ∈ (a, b) بنابراین

تیلور جمله های چند

تحلیل و ͬ شود م حساب راحتͬ به آنها مشتق هستند. خوشرفتاری بسیار توابع جمله ای چند توابع

ͬ توان م را توابع از برخͬ که دید خواهیم درس ادامه ی در است. توابع بقیه ی از ساده تر آنها ریشه ها
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به که کرد پیدا چندجمله ای توابع̧ از دنباله ای ͬ توان م یعنͬ زد. تقریب جمله ای ها چند از استفاده با

داده ایم. توضیح را کار این چͽونگͬ زیر در شوند. ͷنزدی نظر مورد تابع به دلخواه اندازه ی هر

با ͬ توان م را تابع نقطه، آن اطراف در یعنͬ است، مشتق پذیر نقطه ͷی در تابعͬ ͬ گوئیم م وقتͬ

نقطه، آن اطراف در را تابع تغییرات یعنͬ ،∆y دیͽر، بیان به زد. تقریب نقطه آن در آن بر مماس خط

را خطا این میزان میانگین مقدار قضیه ی زد. تقریب تابع بر مماس خط تغییرات یعنͬ dy با ͬ توان م

ͬ کند: م مشخص نیز

.a, b ∈ I و a < b و باشد مشتق پذیر I بازه ی در f : I → R تابع کنید فرض (آ) .٢١۵ قضیه

که طوری به است موجود c ∈ (a, b) آنگاه

f(b) = f(a) + f ′(c)(b− a)

که طوری به است موجود c ∈ (a, b) دیͽر بیان به

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

مقدار قضیه ی پائین، شͺل به توجه با ͬ شود. م گفته میانگین مقدار قضیه ی قضیه، این به

با منحنͬ بر مماس خط آن در که ͬ شود م پیدا منحنͬ روی نقطه ای که است این بیانگر میانگین

است. برابر (b, f(b)) و (a, f(a)) نقاط˼ از گذرنده مستقیم خط

داریم: باشد. (b, f(b)) و (a, f(a)) نقاط از گذرنده خط g(x) کنید فرض اثبات.

f(a)− g(a) = ٠
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f(b)− g(b) = ٠

و است مشتق پذیر تابعͬ f − g تابع

f(a)− g(a) = ٠

f(b)− g(b) = ٠

که طوری به است موجود c ∈ (a, b) مانند نقطه ای پس

f ′(c)− g′(c) = ٠

یعنͬ f(b)−f(a)؛
b−a

شیب با است راست خط ͷی معادله ی g(x) طرفͬ از .f ′(c) = g′(c) یعنͬ

پس .f(b)−f(a)
b−a

با است برابر نقاط تمام در g′(x)

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

یعنͬ

f(b) = f(a) + f ′(c)(b− a)

به نسبت تقریب این خطای و است f(b) برای تقریبی f(a) که ͬ گوید م واقع در بالا قضیه

زیر در .c ∈ (a, b) ͷی برای f ′(c)(b − a) با است برابر یعنͬ است؛ خطͬ a, b فاصله ی

زد. بهتری تقریب ͬ توان م را f(b) که ͬ بینیم م

مانند عنصری آنگاه a < b و a, b ∈ I و باشد مشتق پذیر بار دو I در f که کنیم فرض (ب)

که طوری به است موجود c ∈ (a, b)

f(b) = f(a) + f ′(a)(b− a) +
f ′′(c)

٢
(b− a)٢

کنید: تعریف اثبات.

g(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)− T (x− a)٢
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آن اینجا در شود. صفر با برابر g(b) آن، برای که گرفت عددی ͬ توان م راحتͬ به را T مقدار

داریم ͬ نویسیم. نم راحتͬ برای را عدد

g(a) = ٠

: آن ازای به که بͽیرید عددی را T که گفتیم و

g(b) = ٠.

که طوری به است موجود d ∈ (a, b) نقطه ی رˀل قضیه ی به بنا

g′(d) = ٠ (∗ ∗ ∗)

که کنید دقت همچنین

g′(x) = f ′(x)− f ′(a)− ٢T (x− a) (∗)

g′(a) = ٠ (∗∗)

به است موجود c ∈ (a, d) مانند نقطه ای (∗∗), (∗ ∗ ∗) به توجه با و رˀل قضیه ی به بنا دوباره

داریم .g′′(c) = ٠ که طوری

g′′(x) = f ′′(x)− ٢T

g′′(c) = ٠⇒ f ′′(c) = ٢T ⇒ T =
f ′′(c)

٢
داریم: نتیجه در

f(b) = f(a) + f ′(a)(b− a) +
f ′′(c)

٢
(b− a)٢

تقریب این خطای و است f(b) برای تقریبی f(a) + f ′(a)(b − a) که ͬ گوید م بالا قضیه

ͬͺکوچ عدد (b− a) اگر که کنید دقت .c ∈ (a, b) ͷی برای f ′′(c)
٢ (b− a)٢ با است برابر

تقریبِ از تقریب، این که ͬ رسد م نظر به پس ͬ شود. م کوچͺتر برسد ٢ توان به وقتͬ باشد،

دارد. وجود هم بهتر تقریب این از که ͬ بینیم م زیر در باشد. بهتر آ مورد

١۶٠



باشد: مشتق پذیر بار n+ ١ ، f تابع اگر (ج)

∃c ∈ (a, b) f(b) = f(a)+f ′(a)(b−a)+ f ′′(a)

٢!
(b−a)٢+

f ′′′(a)

٣!
(b−a)٣+. . .

+
f (n)(a)

n!
(b− a)n +

f (n+١)(c)

(n+ ١)!
(b− a)n+١

داریم .x > a کنید فرض دیͽر بیان به

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

٢!
(x− a)٢ +

f ′′′(a)

٣!
(x− a)٣ + . . .

+
f (n)(a)

n!
(x− a)n +

f (n+١)(c)

(n+ ١)!
(x− a)n+١

به

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

٢!
(x− a)٢ +

f ′′′(a)

٣!
(x− a)٣ + . . .

+
f (n)(a)

n!
(x− a)n

با ͬ توان م که کنید دقت ͬ شود. م گفته a نقطه ی حول n درجه ی از تیلور جمله ای چند ͷی

شد. نزدیͺتر و نزدیͺتر آن به تابع ͷی تیلور چندجمله ای درجه ی دادن افزایش

مشتق پذیر بار بی نهایت f (اگر ͬ شود م گفته a نقطه ی حول f تابع تیلور سری زیر، عبارت به (د)

باشد):

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n = f(a) +

f (١)(a)

١!
(x− a) + . . .

ͬ شود. م گفته تحلیلͬ توابع هستند، خود تیلور سری با برابر دقیقا خاص دامنه ای در که توابعͬ به

برابر آن خودِ با f تیلور سری لزوماً باشد، مشتق پذیر بار بی نهایت بازه ای در f تابع اگر .٢١۶ توجه

نیست.

.٢١٧ مثال

f(x) =

e−
١
x٢ x ̸= ٠

٠ x = ٠

١۶١



که دهید نشان .٢١٨ تمرین

∀n f (n)(٠) = ٠

نیست. برابر آن خودِ با تابع این سری بنابراین

١۶٢



هیجدهم جلسه ی ١ . ١٨

و باشد مشتق پذیر بار بی نهایت I بازه ی در f تابع اگر که دیدیم قبل جلسه ی در .٢١٩ یادآوری

داریم: I بازه ی در x > a هر برای آنگاه a ∈ I

∃c ∈ (a, x) f(x) = f(a) + f ′(c)(x− a)

∃c ∈ (a, x) f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(c)

٢
(x− a)٢

∃c ∈ (a, x) f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(c)

٢!
(x− a)٢ + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n +

f (n+١)(a)

(n+ ١)!
(x− a)n+١︸ ︷︷ ︸

خطا

برای a نقطه ی حول n درجه ی از تیلور چندجمله ی زیر، در n درجه ی از Tn چندجمله ای به که گفتیم

ͬ شود: م گفته f تابع

Tn(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

٢!
(x− a)n + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n

نوشت: ͬ توان م پس

f(x) = Tn(x) +Rn(x) (∗)

داریم: باشند، موجود راست سمت دنباله های حدهای x ∈ I تمام برای اگر

∀x ∈ I lim
n→∞

f(x) = lim
n→∞

Tn(x) + lim
n→∞

Rn(x) (∗∗)

باشیم: داشته x ∈ I تمام برای کنید فرض

lim
n→∞

Rn(x) = ٠

داریم: ∗∗ به بنا آنگاه

∀x ∈ I f(x) = lim
n→∞

Tn(x)

که: ͬ دانیم م

∀x ∈ I lim
n→∞

Tn(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n

١۶٣



صورت این در یعنͬ

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n

تیلور سری با خاص بازه ی ͷی در که توابعͬ به ͬ شود. م برابر توان سری ͷی با f تابع دیͽر، بیان به

ͬ شود. م گفته ٨ تحلیلͬ توابع برابرند، خود

لزوماً ولͬ نوشت تیلور سری ͬ توان م باشد، مشتق پذیر بار بی نهایت که تابعͬ هر برای .٢٢٠ توجه

دیده ایم. قبل جلسه ی در را نقض مثال نیست. برابر تابع خود با تیلور سری

بنویسید. a = ٠ حول را f(x) = ex تابع تیلور سری .٢٢١ مثال

پاسخ.

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n

داریم: پس است. مشتق پذیر بار بی نهایت ex که ͬ دانیم م

f(x) = ex ⇒ f(٠) = ١

f ′(x) = ex ⇒ f ′(٠) = ١

f ′′(x) = ex ⇒ f ′′(٠) = ١
...

f (n)(x) = ex ⇒ f (n)(٠) = ١

داریم: پس

ex =
∞∑
n=٠

١
n!
xn =

∞∑
n=٠

xn

n!

بنویسید. را a = ٠ نقطه ی حول f(x) = sin x تابع تیلور سری .٢٢٢ مثال

باشد، توان سری ͷی صورت به نمایشͬ دارای f تابع اگر ͬ دهد، م نشان بالا مثال که گونه همان

بود. خواهد نظر مورد تابع تیلور سری همان توان سری آن

٨analytic

١۶۴



پاسخ.
∞∑
n=٠

f (n)(٠)
n!

xn

f(x) = sinx⇒ f(٠) = ٠

f ′(x) = cosx⇒ f ′(٠) = ١

f ′′(x) = − sin x⇒ f ′′(٠) = ٠

f ′′′(x) = − cos x⇒ f ′′′(٠) = −١

f (۴)(x) = sinx⇒ f(٠) = ٠

با: است برابر {f (n)(٠)} دنباله ی پس

{f (n)} =a٠٠ +
a١
١ +

a٢٠ +
a٣
−١ +

a۴٠ +
a۵
١ +

a۶٠ +
a٧
−١ + . . .

آنگاه باشد زوج n اگر کنید توجه

f (n)(٠) = ٠

است: زیر صورت به ما تابع سری پس

∞∑
n=٠

□ x٢n+١

(٢n+ ١)!
=

١
□ x+

−١
□ x٣+

١
□ x۵

داریم: پس

sin(x) =
∞∑
n=٠

(−١)n x٢n+١

(٢n+ ١)!

∀x ∈ R sinx = x− x٣

٣!
+

x۵

۵!
− x٧

٧!
+ . . .

ͬ کردید: م استفاده زیر هم ارزی از حدها، محاسبه ی هنگام گاهͬ دبیرستان در که بود بالا بسط به بنا

sin x ≃ x− x٣

٣!
+

x۵

۵!

١۶۵



شده اند: کشیده x− x٣

٣! +
x۵

۵! و sin(x) توابع نمودارهای زیر در

که دهید نشان .٢٢٣ مثال

∀a, b ∈ R | tanh a− tanh b| ⩽ |a− b| ⩽ | sinh a− sinh b|

.

داریم: میانگین مقدار قضیه ی به بنا پاسخ.

∀a < b ∈ R ∃c ∈ (a, b) |tanh a− tanh b

a− b
| = |(tanh)′(c)|

آنگاه a, b ∈ I و باشد مشتق پذیر I بازه ی در f اگر .٢٢۴ توجه

∃c ∈ I
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

که ͬ دانیم م
ex − e−x

ex + e−x
=

sinhx

coshx
= tanh x

است. اعمال قابل میانگین مقدار قضیه ی بنابراین است. مشتق پذیر R سرتاسر در

| tanh a− tanh b| = |a− b||(tanh)′(c)|

١۶۶



آنگاه |(tanh)′(c)| < ١ اگر که است واضح

| tanh a− tanh b| ⩽ |a− b|

داریم

(tanh)′(x) = (
sinh

cosh
)′(x) =

coshx coshx− sinhx sinhx

cosh٢(x)
=

١
cosh٢(x)

طرفͬ از .coshx ⩾ ٠ بنابراین cosh(x) = ex+e−x

٢ که کنید توجه : ١
cosh٢(x)

⩽ ١ اینکه اثبات

داریم: پس cosh٢(x) = ١ + sinh٢(x) ⩾ ١coshx ⩾ ٠

cosh٢(x) ⩾ ١

پس .coshx ⩾ ١ که: ͬ شود م نتیجه آن از که

١
cosh٢(c)

⩽ ١

نتیجه در

| tanh′(c)| ⩽ ١

داریم: پس

| tanh a− tanh b| ⩽ |a− b|

که دهیم نشان باید سوال. دوم قسمت

|sinh a− sinh b

a− b
| ⩾ ١

داریم: میانگین مقدار قضیه ی به بنا است مشتق پذیر تابعͬ sinh که آنجا از

∃c ∈ (a, b) |sinh a− sinh b

a− b
| = | cosh(c)| ⩾ ١

داریم: نتیجه در

|sinh a− sinh b

a− b
| ⩾ ١

١۶٧



f ′(x) = ١
x

باشیم داشته x هر برای و باشد مشتق پذیر f : (٠,∞)→ R کنید فرض .٢٢۵ مثال

که دهید نشان . f(١) = ٠ که بدانیم و

∀x > ١ ١− ١
x
⩽ f(x) ⩽ x− ١

یعنͬ است. برقرار f(x) = ln x برای بالا عبارت ویژه به پس (توجه:

∀x > ١ ١− ١
x
⩽ ln(x) ⩽ x− ١

(

داریم: میانگین مقدار قضیه ی به بنا است مشتق پذیر f که آنجا از پاسخ.

∃c ∈ (١, x) f(x)− f(١)
x− ١

= f ′(c) =
١
c

c > ١⇒ ١
c
< ١⇒ f(x)− f(١) ⩽ x− ١⇒ f(x) ⩽ x− ١

که کردیم ثابت

f(x) = f(١)︸︷︷︸
=٠

+f ′(c)(x− ١)⇒ f(x) =
١
c
(x− ١), c ⩾ ١

داریم پس

١− ١
x
=

x− ١
x

⩽ x− ١
c

c ∈ (١, x)

داریم: نتیجه در

f(x) =
x− ١
c

⩾ x− ١
x

= ١− ١
x
⇒ f(x) ⩾ ١− ١

x

که دهید نشان x ⩾ ٠ هر برای .٢٢۶ مثال

ln(١ + x) ⩾ x

x+ ١

١۶٨



پاسخ.

ln(١ + x) = ln(١) + (ln)′(c)(x)

پس .c ∈ (١, ١ + x) ͷی برای

ln(١ + x) =
١
c
x

داریم ،c ∈ (١, ١ + x) که جا آن از

١
c
x ⩾ x

١ + x
⇒ ln(١ + x) ⩾ x

x+ ١

بیابید. را زیر تابع مطلق اکسترمم های .٢٢٧ مثال

f(x) = tanh(x٣ − ٣x٢) x ∈ [−٢, ١]

پاسخ.

مطلق مینیمم هم بازه این در f آنگاه باشد، پیوسته [a, b] بسته ی بازه ی در f تابع اگر .٢٢٨ توجه

مطلق. ماکزیمم هم و دارد

آنگاه باشد نسبی اکسترمم ͷی c ∈ (a, b) و باشد مشتق پذیر (a, b) در f اگر .٢٢٩ توجه

f ′(c) = ٠

نقاط و ͬ شود م صفر یا و ندارد وجود مشتق آن در که را نقاطͬ مطلق اکسترمم های تعیین برای

tanh x تابع است. مشتق پذیر R سرتاسرِ در x٣ − ٢x٢ تابع ͬ کنیم. م مقایسه هم با را بازه انتهایی

بازه ی در ویژه به و R سرتاسر در نیز tanh(x٣ − ٣x٢) پس است. مشتق پذیر R سرتاسرِ در نیز

است. مشتق پذیر [−٢, ١]

f ′(x) = (٣x٢ − ۶x) ١
cosh٢(x٣ − ٣x)

است: صفر زیر معادله ی در صادق نقاط در تنها مشتق ، coshx ⩾ ١ که آنجا از

٣x٢ + ۶x = ٠⇒ ٣x(x− ٢) = ٠⇒ x = ٠ یا x = ٢

١۶٩



f(−٢) = tanh(−٢٠)

f(١) = tanh(−٢)

f(٠) = ٠

نیست بازه در x = ٢

است. مطلق مینیمم (−٢, tanh(−٢٠)) نقطه ی و مطلق ماکزیمم نقطه ی (٠, ٠) نقطه ی

ͬ آید: م دست به زیر صورت به تقریب این خطای همراه به sin π
٨ برای تقریبی مقدار ͷی .٢٣٠ مثال

∀x > ٠ ∃c ∈ (٠, x) sin x = x− x٣

٣!
+

x۵

۵!
cos c︸ ︷︷ ︸

خطا

پاسخ.

sin
π

٨
≃ π

٨
− ١

۶
(
π

٨
)٣

است: زیر صورت به نیز تقریب این خطای

(π٨ )
۵ cos c

۵!
⩽ ١

۵!
× (

۴
٨
)۵ =

١
٣٨۴٠

١٧٠



سریها برای دیͽر آزمون چند و دانشجویان از ͬͺی سوال پاسخ

همͽراست؟ زیر سری آیا
∞∑
n=١

sinn

n

سریها همه ی برای کرده ایم، ارائه سریها واگرائ̞ͬ یا همͽرائͬ برای درس این در ما که محͺهائͬ پاسخ.

این است. دشوار بسیار واگرائيشان و همͽرائͬ بررسͬ که هستند بسیاری سریهای ͬ افتند. نم کارگر

سوال به پاسخ برای ولͬ نیست، درس این اهداف جزو سری، این به پرداختن آنهاست. از ͬͺی سری

ͬ کنم. م ذکر را زیر نکته های شما

.limn→∞ an = ٠ و باشد حقیقͬ اعداد از نزولͬ دنباله ای an که کنید فرض دیریͺله). (آزمون ٢٣١ نکته

داشته N ∈ N هر برای که شود پیدا M کران که طوری به باشد دنباله ای bn که کنید فرض همچنین

همͽراست.
∑∞

n=١ anbn سریِ آنگاه .|
∑N

i=١ bi| < M باشیم:

داریم N طبیع̞ͬ عددِ هر برای .٢٣٢ نکته

sin(١) + sin(٢) + . . .+ sin(N) =
cos(N + ١

٢)− cos ١
٢

٢ sin ١
٢

است. کراندار همواره بالا عبارت مطلق قدر پس

همͽراست.
∑

sinn
n

سریِ بالا، نکته ی دو به بنا

همͽراست.
∑

an sin(n) آنگاه باشد. صفر به همͽرا و نزولͬ دنباله ای an کنیم فرض .٢٣٣ نتیجه

آورده ایم: سریها همͽرائͬ آزمودن برای دیͽر ͷمح ͷی زیر در

∑
an سریِ آنگاه باشد. حقیقͬ اعداد از ناصعودی دنباله ی ͷی an کنید فرض (ک͒شͬ). ٢٣۴ نکته

باشد. همͽرا
∑

٢na٢n سریِ اگروتنهااگر همͽراست

∑∞
n=١ f(n) سریِ باشد. نزولͬ اکیداً و نامنفͬ پیوسته، f تابع کنید فرض انتگرال). (آزمون ٢٣۵ نکته

باشد. متناهͬ
∫∞

١ f(x)dx اگروتنهااگر همͽراست

١٧١



لُپیتال قاعده ی سودمندی عدم برای مثال

بنابراین نیست؛ موجود مشتقها خارج قسمت حد آن، در که شرایطͬ از است نمونه ای زیر، مثال

به آن یافتن در لُپیتال قاعده ی اما است، صفر زیر حد حاصل نیست. سودمند اینجا در لُپیتال قاعده ی

ͬ کند. نم ͷکم ما

lim
x→٠

x٢ sin( ١
x
)

ex − ١

١٧٢



کرده ایم. حل تمرین ٢١ و ٢٠ و ١٩ جلسات در توجه.

دوم و بیست جلسه ی ١ . ١٩

مشتق پذیری و وارون تابع

که بدانیم و باشند مشتق پذیر توابعͬ دو هر f و g تابع کنید فرض

∀x g(f(x)) = x

داریم: طرفین از مشتق گیری با آنگاه

f ′(x)× g′(f(x)) = ١

پس

g′(f(x)) =
١

f ′(x)

داریم: y٠ = f(x٠) نقطه ی در آنگاه است، مشتق پذیر ( f تابع (وارون f−١ که بدانیم اگر پس

(f−١)′(y٠) =
١

f ′(x٠)

کرد. بررسͬ نقاط برخͬ در را f−١ مشتق پذیری ͬ توان م آن، طبق که ایم کرده ارایه ͬͺمح زیر در

موجود، f−١ (پس باشد صعودی اکیداً و پیوسته تابعͬ f : I → R کنید فرض .٢٣۶ قضیه

x٠ ∈ I نقطه ی در f اگر باشد. f وارون تابع f−١ : J → I کنید فرض است). پیوسته و صعودی

داریم: و است مشتق پذیر y٠ = f(x٠) نقطه ی در f−١ آنگاه f ′(x٠) ̸= ٠ و باشد مشتق پذیر

(f−١)′(y٠) =
١

f ′(x٠)

١٧٣



کنید. تعریف زیر صورت به را H تابع است. مشتق پذیر x٠ در f که ͬ دانیم م اثبات.

H(x) =


f(x)−f(x٠)

x−x٠
x ̸= x٠

f ′(x٠) x = x٠

داریم: همچنین است. پیوسته x٠ نقطه ی در H تابع

x ̸= x٠ ⇒ f(x)− f(x٠) = H(x)(x− x٠) (∗)

باشد: موجود زیر حدّ باید باشد، مشتق پذیر y٠ در f−١ آنکه برای .٢٣٧ توجه

lim
y→y٠

f−١(y)− f−١(y٠)

y − y٠

داریم: . x٠ = f−١(y٠) و x = f−١(y) دهید قرار (∗) رابطه ی در

f(f−١(y))− f(f−١(y٠)) = H(f−١(y))(f−١(y)− f−١(y٠))

داریم: نتیجه در

y − y٠ = H(f−١(y))(f−١(y)− f−١(y٠))

پس:
f−١(y)− f−١(y٠)

y − y٠
=

١
H(f−١(y))

نقطه ی ͬͽهمسای ͷی در H تابع ،H(x٠) = f ′(x٠) ̸= ٠ و است پیوسته تابعͬ H که آنجا از

ͷی در که هایی y برای (حداقل بالا عبارت مخرج در H دادن قرار یعنͬ است، صفر مخالف x٠

داریم: است. بلااشͺال هستند) y٠ از ͷکوچ کافͬ اندازه ی به ̞ͬͽهمسای

lim
y→y٠

f−١(y)− f−١(y٠)

y − y٠
=

١
limy→y٠ H(f−١(y))

است: پیوسته H و است پیوسته و صعودی اکیداً تابعͬ f که آنجا از

lim
y→y٠

١
H(f−١(y))

=
١

H(f−١(y٠))
=

١
f ′(x٠)

١٧۴



بازه ی در اما نیست ͷی به ͷی دامنه ̞ˁک͒ل در f تابع بͽیرید. نظر در را f(x) = sinx تابع .٢٣٨ مثال

در sin−١ y بالا ی قضیه به بنا پس است. صعودی اکیداً و مشتق پذیر پیوسته، sin x تابع [−π
٢ ,

π
٢ ]

کنید). دقت بازه بودن باز (به است. مشتق پذیر (−١, ١) بازه ی

دامنه ی در −١ و ١ نقاط بالا، ی قضیه به بنا f ′(−π
٢ ) = ٠ و f ′(π٢ ) = ٠ که آنجا از .٢٣٩ توجه

گیرند. نمͬ قرار sin−١ x تابع مشتق پذیری

sin x : [−π

٢
,
π

٢
]→ [−١, ١]

sin−١ y : [−١, ١]→ [−π

٢
,
π

٢
]

: sin−١ مشتق پذیری علت بالا. مثال بیشتر بررسͬ

قبل قضیه ی به بنا پس است. صفر مخالف (−π
٢ ,

π
٢ ) بازه ی در آن مشتق و است مشتق پذیر sin x

آنگاه y٠ = sin(x٠) اگر بالا، قضیه به بنا است. مشتق پذیر (−١, ١) ی بازه در sin−١ y

∀y٠ ∈ (−١, ١) (sin−١)′(y٠) =
١

sin′(x٠)
=

١
cos(x٠)

=
١√

١− sin٢(x٠)
=

١√
١− y٢

٠

١٧۵



cos(x) =
√

١− sin٢(x) داریم بازه این در است، مثبت cosx تابع (−π
٢ ,

π
٢ ) در که جا آن از که کنید توجه

(cos(x) = ±
√

١− sin٢(x) نوشتیم مͬ باید صورت این غیر (در

.٢۴٠ خلاصه

∀x ∈ (−١, ١) (sin−١)′(x) =
١√

١− x٢

اولیه تابع

به که اندازه همان به دید، خواهیم را آنها آینده درسهای در که دلایلͬ به حساب، در .٢۴١ توجه

است. مهم است، f با برابر تابعͬ چه مشتق اینکه دانستن است مهم تابع ͷی مشتق آوردن دست

هرگاه ( I بازه ی (در است f تابع اولیˁه ی تابع F ͬ گوییم م .٢۴٢ تعریف

∀x ∈ I F ′(x) = f(x)

از منظور بود. خواهد f برای اولیˁه ای تابع نیز F + c باشد، f برای اولیˁه ای تابع F اگر .٢۴٣ توجه

است. ثابت ͷی c

ͬ نویسیم: م باشد، f اولیه ی تابع F اگر .٢۴۴ نمادگذاری

F + c =

∫
f(x)dx

داریم پس

(F + c)′ = f(x)

گفت. خواهیم بعدی درسهای در را اولیه تابع دادن نشان برای
∫

نماد از استفاده علت

کرده ایم: ثابت بالا در که آنچه بر بنا آنگاه f(x) = ١√
١−x٢ کنید فرض .٢۴۵ ∫مثال

f(x)dx =

∫
١√

١− x٢
dx = sin−١(x) + c (∀x ∈ (−١, ١))

١٧۶



مشتق و است مشتق پذیر و پیوسته نزولͬ، اکیداً [٠, π] بازه ی در f(x) = cos x تابع .٢۴۶ مثال

آنگاه y٠ = cos x٠ و y٠ ∈ (−١, ١) اگر پس است. صفر مخالف (٠, π) در آن

(cos−١)′(y٠) =
١

(cos)′(x٠)
=

١
− sinx٠

= − ١√
١− cos٢ x

=
١

−
√

١− y٢
٠

داریم: پس

∀x ∈ (−١, ١)
∫

١
−
√

١− x٢
dx = cos−١ x+ c

ͬ کنید م مشاهده بالا در که طور ∫همان
١√

١− x٢
= sin−١(x) + c

∫
− ١√

١− x٢
= cos−١(x) + c

یعنͬ

(cos−١)′(x) + (sin−١)′(x) = ٠

که طوری به c مانند دارد وجود ثابتͬ که ͬ شود م نتیجه این از که داده ایم نشان زیر در

(cos−١)(x) + (sin−١)(x) = c.

١٧٧



∀x ∈ I F ′(x) = و مشتق پذیرند توابعͬ I بازه ی ͷی در G و F کنید فرض .٢۴٧ توجه

که کرده ایم فرض (پس −G′(x)

∀x ∈ I (F +G)′(x) = ٠

یعنͬ

∀x ∈ I F ′(x) +G′(x) = ٠)

یعنͬ است ثابت تابعͬ F (x) +G(x) آنگاه

F (x) +G(x) = c

است. افتاده cos−١ y و sin−١ y برای اتفاق همین که کنید دقت

کنیم: بیان زیر صورت به را بالا عبارت بیایید

و باشد مشتق پذیر I بازه ی در f تابع کنید فرض .٢۴٨ لم

∀x ∈ I f ′(x) = ٠.

است. ثابت I بازه ی در f تابع آنگاه

x ∈ I هر برای میانگین مقدار قضیه ی به بنا باشد. دلخواهͬ عدد x٠ ∈ I کنید فرض اثبات.

داریم:

∃c ∈ I
f(x)− f(x٠)

x− x٠
= f ′(c) (∗∗)

ͬ گوید: م ما به قضیه فرض

f ′(c) = ٠

پس

∀x ∈ I f(x) = f(x٠)

١٧٨



.٢۴٩ نتیجه

∀x ∈ (−١, ١) sin−١(x) + cos−١(x) =
π

٢
که کنید توجه نخست

∀x ∈ (−١, ١) (sin−١)′(x) + (cos−١)′(x) = ٠

پس است. ثابت تابعͬ (−١, ١) بازه ی در sin−١ +cos−١ پس

∀x ∈ (−١, ١) sin−١(x) + cos−١(x) = c.

و x ∈ (−١, ١) کنید فرض گفته، این اثبات برای .c = π
٢ واقع، در که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به

دهید قرار

t = sin−١(x), u = cos−١(x).

پس

t ∈ [−π

٢
,
π

٢
] sin(t) = x

u ∈ [٠, π] cos(u) = x

یعنͬ

sin(t) = cos(u)

.t+ u = π
٢ پس

١٧٩



میانگین مقدار قضیه ی از کاربرد چند

میانگین). مقدار (قضیه ی ٢۵٠ یادآوری

∃c f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c) (∗ ∗ ∗)

کرد: تحلیل زیر صورت به آن مشتق حسب بر را تابع ͷی رفتار ͬ توان م (∗ ∗ ∗) رابطه ی ͷکم با

و باشد مشتق پذیر I بازه ی در f تابع کنید فرض آ.

∀x ∈ I f ′(x) > ٠

است. اکیداًصعودی I بازه ی در f تابع آنگاه

: x١ > x٠ اگر علت:

∃c ∈ (x٠, x١)
f(x١)− f(x٠)

x١ − x٠
= f ′(c) > ٠

که کرد ثابت ͬ توان م مشابه طور به .f(x١) > f(x٠) پس

است. نزولͬ اکیداً f تابع ∀x ∈ I f ′(x) < ٠ اگر ب.

است. صعودی f تابع ∀x ∈ I f ′(x) ⩾ ٠ اگر ج.

است. نزولͬ f تابع ∀x ∈ I f ′(x) ⩽ ٠ اگر د.

است. ثابت تابع ͷی I بازه ی در f تابع آنگاه ∀x ∈ I f ′(x) = ٠ اگر ھ.

کرده ایم. بیان را میانگین مقدار قضیه ی از ͬ تری کل صورت زیر در

مشتق پذیر. (a, b) بر و باشند پیوسته [a, b] بر g و f کنید فرض ک͒شͬ). میانگین (مقدار ٢۵١ قضیه

که طوری به ∃c ∈ (a, b) آنگاه

(f(b)− f(a))g′(c) = f ′(c)(g(b)− g(a))

داریم: نشود صفر (a, b) در g′ اگر دیͽر بیان به

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)

١٨٠



اثبات.

h := (f(b)− f(a))g(x)− (g(b)− g(a))f(x)

h(b) = f(b)g(b)− f(a)g(b)− g(b)f(b) + g(a)f(b)

h(a) = f(b)g(a)− f(a)g(a)− g(b)f(a) + g(a)f(a)

که کنید توجه

h(a) = h(b)

رˀل قضیه ی به بنا پس

∃c ∈ (a, b) h′(c) = ٠

پس

(f(b)− f(a))g′(c) = (g(b)− g(a))f ′(c)

∃c ∈ (a, x)
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)

قاعده، این بر بنا بیندازد. لُپیتال قاعده ی یاد به باید را زیرک خواننده ی بالا، تساوی پایانͬ قسمت

آنگاه limx→a f(x) = limx→a g(x) = ٠ اگر

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f(x)

g(x)

دقیقتر: بیان به ∞باشد. یا و موجود چپ سمت حد که صورتͬ در البته

و limx→a f(x) = ٠ و باشند مشتق پذیر I در g و f کنید فرض لُپیتال). (قاعده ی ٢۵٢ قضیه

باشیم داشته a نقطه ی محذوف ͬͽهمسای ͷی در x هر برای کنید فرض و limx→a g(x) = ٠

آنگاه .g′(x) ̸= ٠

آنگاه limx→a
f ′(x)
g′(x)

= l اگر .١

lim
x→a

f(x)

g(x)
= l

١٨١



آنگاه limx→a
f ′(x)
g′(x)

=∞ اگر .٢

lim
x→a

f(x)

g(x)
=∞

است). مشابه کاملا́ نیز x→ a− (حالتِ کرده ایم ثابت x→ a+ برای را قضیه  زیر در اثبات. طرح

کنید: تعریف زیر صورت به را G و F توابع

F (x) =

f(x) x ̸= a

٠ x = a

G(x) =

g(x) x ̸= a

٠ x = a

ͬ شود م نتیجه این از و limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = ٠ که است گفته ما به قضیه فرض

برای مشتق پذیرند. (a, a + r) در و پیوسته اند [a, a + r] بازه ی ͷی در بالا در F,G توابع که

داریم: x > a

∃c ∈ (a, x)
F (x)−

٠︷︸︸︷
���F (a)

G(x)−���G(a)︸︷︷︸
٠

=
F ′(c)

G′(c)
=

f ′(c)

g′(c)

پس

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+,c∈(a,x)

f ′(c)

g′(c)
= lim

c→a+

f ′(c)

g′(c)

١٨٢



سوم و بیست جلسه ی ١ . ٢٠

حدگیری در مبهم حالات

درباره ی زیادی اطلاعات که ͬ آید م دست به حاصلͬ حدگیری، ساده ی محاسبات از استفاده با گاهͬ

را مبهم حالات است. شده مبهم تابع حد ͬ گوئيم م حالات این در ͬ دهد. نم دست به تابع واقعͬ حد

زیرند: صورت به و است، کرده معرفͬ ١٩ قرن در ک͒شͬ شاگردان از «موانیو»

٠
٠
,
∞
∞

, ٠×∞,∞−∞, ٠∞,٠٠, ١∞

نیست. مبهم ٠∞ .٢۵٣ توجه

قاعده ی عموماً ∞
∞ و ٠

٠ حالاتِ در پذیرد. صورت ابهام رفع باید توابع، واقعͬ حد کردن پیدا برای

ͬ افتد. م کارگر ابهام رفع برای لُپتال

لُپیتال قاعده ی

limx→a
f ′(x)
g′(x)

بودنِ بی نهایت یا وجود صورت در آنگاه limx→a
f(x)
g(x)

= ∞
∞ یا limx→a

f(x)
g(x)

= ٠
٠ اگر

داریم

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f(x)

g(x)

درستند. نیز ͬ کند م میل بی نهایت به x که زمانͬ برای فوق حدهای

میانگین مقدار قضیه ی به کارگیریِ با پیش، جلسه ی در ٠
٠ حالتِ برای را لُپیتال قاعده ی .٢۵۴ توجه

ͬ شود. نم نتیجه مستقیم طور به ٠
٠ حالت از و دارد دیͽری اثبات به نیز ∞

∞ حالتِ کردیم. ثابت ک͒شͬ
٩

کرد: عمل زیر صورت به باید ٠
٠ به ∞

∞ حالتِ تبدیل برای زیرا ٩

f

g
=
∞
∞

١
g
١
f

١٨٣



١∞ از ابهام رفع

دست به زیر رابطه ی از x = ١ نقطه ی در ln(x) تابع مشتق که کرده ایم ثابت قبلا́ .٢۵۵ توجه

ͬ آید: م

lim
x→١

lnx

x− ١
= ١

آن گاه باشد، دلخواه تابع ͷی f کنید فرض .٢۵۶ توجه

lim
x→١

f(x) ln(x) = lim
x→١

f(x)
lnx

x− ١
(x− ١) = lim

x→١
f(x)(x− ١)

limx→a f(x)
g(x) محاسبه ی برای .limx→a g(x) =∞ و limx→a f(x) = ١ کنید فرض .٢۵٧ توجه

کرد: عمل زیر روش دو از ͬͺی به ͬ توان م

.١

f(x)g(x) = eg(x) ln f(x)

lim
x→a

f(x)g(x) = elimx→a g(x) ln f(x)

.٢

lim
x→a

f(x)g(x) = elimx→a(g(x))(f(x)−١)

داریم قبل، توجه به بنا و f(x)→ ١ که آنجا از علت:

lim
x→a

g(x) ln f(x) = lim
x→a

g(x)(f(x)− ١)

کنید. حساب را زیر حدهای .٢۵٨ مثال

.١

lim
x→∞

(١ +
١
x
)x

ͬ آیند: م در زیر صورت به نیز مخرج و صورت مشتقهای صورت این در اما

−g′

g٢

−f ′

f٢

نیست. لُپیتال قاعده ی صورت این، و

١٨۴



زیر صورت به و است مبهم پس است ١∞ حد این که دریافت ͬ توان م راحتͬ به پاسخ.

کرد: ابهام رفع ͬ توان م

lim
x→∞

(١ +
١
x
)x = elimx→∞ x(١+ ١

x
−١) = e١ = e

.٢

lim
x→∞

(١− ١
x
)x

پاسخ.

lim
x→∞

(١− ١
x
)x = elimx→∞ x(١− ١

x
−١) = e−١ =

١
e

.٣

lim
x→∞

(١ +
١

ax+ b
)cx+d a, c ̸= ٠

پاسخ.

lim
x→∞

(١ +
١

ax+ b
)cx+d = elimx→∞(١+ ١

ax+b
−١)(cx+d) = elimx→∞

cx+d
ax+b = e

c
a

.۴

lim
x→٠

x− sin x

x٣

داریم ٠ نقطه ی اطراف در که ͬ دانیم م sin تابع تیلورِ بسط به بنا اول: حل راه پاسخ.

x− sinx ≡ −x٣

٣!
+

x۵

۵!
− x٧

٧!

١٨۵



کرد. محاسبه راحتͬ به را حد ͬ توان م بالا، مقدار جایͽذاری با

توابع و limx→٠ x
٣ = ٠ و limx→٠ x − sinx = ٠ که ͬ دانیم م (لُپیتال) دوم. حل راه

بهره جست: لُپیتال قاعده ی از ͬ توان م پس مشتق پذیرند، دو هر مخرج و صورت

lim
x→٠

x− sin x

x٣
لُپیتال
= lim

x→٠

١− cosx

٣x٢
لُپیتال
= lim

x→٠

sinx

۶x
لُپیتال
= lim

x→٠

cos x

۶
=

١
۶

.۵

lim
x→١

lnx

x٢ − ١

پاسخ.

lim
x→١

lnx

x٢ − ١
= lim

x→١

lnx

x− ١︸ ︷︷ ︸
limx→١

ln x
x−١=١

١
x+ ١

= lim
x→١

١
١ + x

=
١
٢

لُپیتال: از استفاده با حل راه

lim
x→١

lnx

x٢ − ١
= lim

x→١

١
x

٢x
= lim

x→١

١
٢x٢ =

١
٢

.۶

lim
x→٠

١− cosx

x٢

شما. عهده ی به پاسخ.

.٧

lim
x→٠

esinx − ١
x

است. صفرم صفر نوع از مبهم بالا حد که دریافت ͬ توان م راحتͬ به پاسخ.

lim
x→٠

esinx − ١
x

= lim
x→٠

(cosx)esinx

١
= ١

١٨۶



.٨

lim
x→٠

|x|x − ١
x

پاسخ.

است. شده اثبات قبلا limx→٠ |x|x = ١ .٢۵٩ توجه

lim
x→٠

|x|x − ١
x

= lim
x→٠

ex ln |x| − ١
x

ln |x| =

lnx x > ٠

ln(−x) x < ٠
⇒ (ln |x|)′ =


١
x

x > ٠

−١×− ١
x
= ١

x
x < ٠

آنگاه x ̸= ٠ اگر پس

(ln |x|)′ = ١
x

lim
x→٠

ex ln |x| − ١
x

= lim
x→٠

(ln |x|+ ١
x
x)ex ln |x|

١
A = lim

x→٠
(ln |x|+ ١)ex ln |x|

lim
x→٠

x ln |x| = lim
x→٠

x lnx = lim
t→−∞

et × t = lim
u→∞

−u
eu

= ٠

lim
x→٠

ex ln |x| = ١

lim
x→٠

(ln |x|+ ١) =∞

داریم: نتیجه در

lim
x→٠

A =∞

١٨٧



اولیه تابع بحث ادامه ی

هرگاه I بازه ی در است f تابع برای اولیه تابع ͷی F تابع ͬ گوییم م .٢۶٠ یادآوری

∀x ∈ I F ′(x) = f(x).

f برای اولیه تابع ͷی هم F + c تابع̧ ،c ثابت هر برای آنگاه باشد، f برای اولیه تابع ͷی F اگر

ͬ نویسیم: م حالت این در ١٠ ∫است.
f(x)dx =

∫
F ′(x)dx = F (x) + c

داریم آنگاه u = f(x) کنید فرض دیͽر، بیان به

du = f ′(x)dx

∫و
du = u+ c

کنید. محاسبه را زیر انتگرال های .٢۶١ مثال

.١

∀n > ٠
∫

xndx =
xn+١

n+ ١
+ c

.٢

∀n > ٠
∫

n
√
xdx =

∫
x

١
ndx =

x
١
n
+١

١
n
+ ١

=
x

n+١
n

n+١
n

=
n

n+ ١
n
√
xn+١

.٢۶٢ توجه

( n
√
x)′ = (x

١
n )′ =

١
n
x

١
n
−١ =

١
n
x

١−n
n =

١
n

n
√
xn−١

∫بنابراین:
١

n
n
√
xn−١

dx = n
√
x+ c

است. F + c شͺل̞ به لزوماً f برای اولیه ای تابع  هر که کرده  ایم ثابت جلسه، همین ادامه ی در ١٠

١٨٨



.٣∫
١

٢
√
x
dx =

√
x+ c

.۴∫
exdx = ex + c

F تابع̧ هم
∫
f(x)dx حاصل̞ که است ممͺن آیا که بپرسد خود از زیرک دانشجوی شاید

مشتقͬ دو هر G و F توابع̧ که است ممͺن آیا دیͽر عبارت به ؟ G دیͽرِ تابع ͷی هم و بشود

اگر که است این سوال این پاسخ باشند؟  داشته f با برابر

∀x ∈ I F ′(x) = G′(x)

∫
f(x)dx حاصل̞ پس .F (x) = G(x)+ c که طوری به است، موجود c چون ثابتͬ آنگاه

کرده ایم: ثابت زیر در را بالا گفته ی است. F (x) + c صورت به باشد، چه هر

یعنͬ G′(x) = f(x) و F ′(x) = f(x) کنید فرض .٢۶٣ یادآوری

∀x F ′(x) = G′(x)

آنگاه

(F −G)′(x) = F ′(x)−G′(x) = ٠

یعنͬ است ثابتͬ تابع F −G پس

∃c F = G+ c

.۵∫
١√

١− x٢
dx = sin−١ x+ c

.۶∫
١√

١ + x٢
dx = sinh−١(x) + c

١٨٩



(sinh−١(x))′ =
١√

١ + x٢
ادعˁا.

وارون. تابع مشتق قضیه ی به بنا است. مشتق پذیر و صعودی R در sinhx تابع

آنگاه y = sinh x باشیم داشته اگر

(sinh−١(y))′ =
١

(sinh)′(x)
=

١
cosh(x)

.٢۶۴ یادآوری

cosh٢ x− sinh٢ x = ١

پس
١

cosh(x)
=

١√
١ + sinh٢ x

نتیجه

(sinh−١(y))′ =
١

١ + y٢

∫پس
١√

١ + x٢
dx = sinh−١(x) + c

کرده ایم: رسم آبی و قرمز رنگهای با ترتیب به را sinh−١ و sinh نمودارهای زیر در

١٩٠



.٧∫
١√

x٢ − ١
dx = cosh−١(x) + c

داریم: پس y = cosh x که آنجا از است. صعودی x > ٠ در coshx تابع اثبات.

(cosh−١(y))′ =
١

(cosh)′(x)
=

١
sinhx

=
١√

١− cosh٢ x
=

١√
y٢ − ١

:cosh, cosh−١ نمودارهای

.٨∫
sin(ax)dx = −١

a
cos(ax) + c

.٩∫
cos(ax)dx =

١
a
sin(ax) + c

.١٠∫
١

١ + x٢dx = tan−١(x) + c

١٩١



پس y = tanx داریم که آنجا از اثبات.

(tan−١(y))′ =
١

(tan)′(x)
=

١
١ + tan٢ x

=
١

١ + y٢

:tan−١ تابع نمودار

.١١∫
١

١− x٢dx = tanh−١(x) + c

داریم x ∈ (−١, ١) برای وارون، تابع مشتق قضیه ی به بنا اثبات.

(tanh−١)′(x) =
١

١− x٢

:tanh−١ تابع نمودار

١٩٢



.١٢∫
١
x
dx = ln |x|+ c

که گفتیم بالا در .٢۶۵ ∫توجه
١

١− x٢dx = tanh−١(x) + c

کنیم: محاسبه دیͽری روش به را فوق انتگرال ͬ خواهیم م زیر ∫در
١

١− x٢dx =
١
٢

∫
(

١
١− x

+
١

١ + x
)dx

زیرا
١

١− x
+

١
١ + x

=
١ + x+ ١− x

١− x٢ =
٢

١− x٢

∫پس
١

١− x٢dx =
١
٢

∫
١

١− x
dx+

١
٢

∫
١

١ + x
dx

داریم: u = ١− x متغیر تغییر از استفاده با

du = −dx

١٩٣



∫پس
١

١− x
dx =

∫
−du
u

= −
∫

du

u
= − ln |u|

داریم: ∫پس
١

١− x
dx = − ln |١− x|

دهید: قرار حال

t = ١ + x⇒ dt = dx

١
١ + x

dx =

∫
dt

t
= ln |t| = ln |١ + x|

∫پس
١

١− x٢dx =
١
٢
ln |١ + x| − ١

٢
ln |١− x|+ c.

طرفͬ: از که است شده اینگونه ∫پس
١

١− x٢dx = tanh−١(x) + c

دیͽر طرفͬ از ∫و
١

١− x٢dx =
١
٢
ln |١ + x| − ١

٢
ln |١− x|+ c.

داریم: است، یͺتا c ثابت ͷی پیمانه ی به انتگرال، حاصل که آنجا از

(tanh−١)(x) =
١
٢
ln |١ + x

١− x
|+ c

که کرده ایم ثابت پس .c = ٠ که ͬ بینیم م x = ٠ دادن قرار با

(tanh−١)(x) =
١
٢
ln |١ + x

١− x
|

.٢۶۶ ∫توجه
du = u+ c

u = f(g(x))⇒ du = g′(x)f ′(g(x))dx∫
g′(x)f ′(g(x))dx = f(g(x)) + c

١٩۴



کنید. محاسبه را زیر انتگرال .٢۶٧ ∫مثال
x٢

١ + x٣

پاسخ.

t = ١ + x٣ ⇒ dt = ٣x٢dx⇒ x٢dx =
dt

٣∫
x٢

١ + x٣dx =

∫
dt

٣t
=

١
٣

∫
dt

t
=

١
٣
ln |t|+ c =

١
٣
ln |١ + x٣|+ c

کنید. محاسبه را زیر انتگرال .٢۶٨ ∫مثال
tanxdx

∫پاسخ.
tanxdx =

∫
sin x

cos x
dx

داریم: t = cos x متغیر تغییر از استفاده با

dt = − sin xdx∫
tanxdx =

∫
sin x

cos x
dx =

∫
−dt
t

= −
∫

dt

t
= − ln |t|+ c = − ln | cosx|+ c

آموخته ایم: جلسه دراین که مهم انتگرال چند

•∫
١√

١− x٢
dx = sin−١ x+ c

•∫
١√

١ + x٢
dx = sinh−١(x) + c

١٩۵



•∫
١√

x٢ − ١
dx = cosh−١(x) + c

•∫
١

١ + x٢dx = tan−١(x) + c

•∫
١

١− x٢dx = tanh−١(x) + c

١٩۶



چهارم و بیست جلسه ی ١ . ٢١

بیابید. را زیر اولیه توابع .٢۶٩ مثال

.١∫
tanh xdx

∫پاسخ.
tanh xdx =

∫
sinhx

coshx
dx

داریم: متغیر تغییر از استفاده با

u = cosh x⇒ du

dx
= sinh x⇒ du = sinh xdx

ͬ کنیم: م جایͽذاری بالا انتگرال ∫در
sinhx

coshx
dx =

∫
du

u
= ln |u|+ c = ln | coshx|+ c = ln coshx+ c

است. صفر مساوی یا بزرگتر همواره coshx

.٢∫
ex

ex + ١
dx

ͬ کنیم: م استفاده زیر متغیر تغییر از پاسخ.

u = ex + ١⇒ du = exdx

ͬ کنیم: م جایͽذاری انتگرال ∫در
ex

ex + ١
dx =

∫
du

u
= ln |u|+ c = ln |ex + ١|+ c = ln(ex + ١) + c

.٣∫
dx√

e٢x + ١

١٩٧



ͬ کنیم: م استفاده زیر متغیر تغییر از پاسخ.

u =
√
e٢x + ١⇒ du =

٢e٢x

٢
√
e٢x + ١

dx⇒ dx =
٢
√
e٢x + ١
٢e٢x du

و

u٢ = e٢x + ١⇒ e٢x = u٢ − ١

∫پس
dx√

e٢x + ١
=

∫ u
u١−٢

u
du =

∫
١

u٢ − ١
du = − tanh−١(u)+c = − tanh−١(

√
e٢x + ١)+c

.٢٧٠ ∫توجه
f(x)g(x) ̸=

∫
f(x)dx×

∫
g(x)dx

∫دلیل:
f(x)dx = F ⇒ F ′ = f(x)∫
g(x)dx = G⇒ G′ = g(x)

(F ·G)′ ̸= f(x)× g(x)

(F ·G)′ = F ′G+G′F = f(x)G+ g(x)F∫
(f(x)G+ g(x)F )dx = FG+ c

.٢٧١ یادآوری

d(uv) = udv + vdu

کنید. انتگرال گیری رابطه این طرف دو از

uv =

∫
udv +

∫
vdu+ c∫

udv = uv −
∫

vdu+ c∫
vdu = uv −

∫
udv + c

ͬ خوانیم. م جزءبه جزء انتگرالͽیریِ روش را بالا روش

١٩٨



.۴∫
xe٢xdx

: که ͬ دانیم م پاسخ.

(e٢x)′ = ٢e٢x

اگر حال

v =
x

٢
و

du = ٢e٢xdx⇒ u = e٢x

∫آنگاه
xe٢xdx =

∫
(
x

٢
)(٢e٢xdx) =

∫
vdu∫

vdu = uv −
∫

udv = (e٢x)(
x

٢
)−

∫
e٢x(

١
٢
)dx =

x

٢
e٢x − ١

۴
e٢x + c

مثال همان در کرد. انتخاب زیرکانه را u, dv باید گاهͬ جزءبه جزء روش در که کنید توجه

ͬ شد: م دشوارتر انتگرال محاسبه ی ͬ کردیم، م عمل زیر صورت به اگر بالا

u = e٢x

dv = xdx⇒ v =
x٢

٢∫
e٢xxdx =

∫
udv∫

udv = uv −
∫

vdu = e٢x(
x٢

٢
)−

∫
x٢

٢
× ٢× e٢xdx

است! تر سخت راه این

.۵∫
x sin xdx

١٩٩



∫پاسخ.
x︸︷︷︸
v

sinxdx︸ ︷︷ ︸
du∫

vdu = uv−
∫

udv = (− cos x)(x)−
∫
(− cosx)dx = −x cosx+sinx+c

ͬ شد: م دشوارتر جواب به رسیدن ͬ کردیم، م عمل زیر صورت به ∫اگر
sin(x)︸ ︷︷ ︸

u

xdx︸︷︷︸
dv∫

udv = uv −
∫

vdu = sin x
x٢

٢
−

∫
x٢

٢
(cosx)dx =?

کنید. محاسبه را
∫
x٢ sin xdx انتگرال .٢٧٢ تمرین

.۶∫
lnxdx

∫توجه:
lnxdx ̸= ١

x
+ c(!!)

واقع: ∫در
١
x
dx = ln |x|+ c

∫پاسخ.
lnx︸︷︷︸
u

dx︸︷︷︸
dv∫

udv = uv −
∫

vdu = ln x× x−
∫

x× ١
x
dx = x lnx− x+ c

٢٠٠



∫
lnxdx = x lnx− x+ c

.٧∫
x٢ lnxdx

∫پاسخ.
lnx︸︷︷︸
u

x٢dx︸︷︷︸
dv∫

udv = uv −
∫

vdu = ln x× (
x٣

٣
)−

∫
x٣

٣
× ١

x
=

x٣

٣
lnx− ١

٩
x٣ + c

.٨∫
sin−١ xdx

∫پاسخ.
sin−١ x︸ ︷︷ ︸

u

dx︸︷︷︸
dv∫

udv = uv −
∫

vdu = sin−١ x× x−
∫

x
١√

١− x٢
dx︸ ︷︷ ︸

A

A =

∫
x

١√
١− x٢

dx

u = ١− x٢ ⇒ du = −٢xdx⇒ du

−٢
= xdx

A =

∫ du
−٢√
u
= −
√
u = −

√
١− x٢

داریم: ∫پس
sin−١ xdx = x sin−١ x+

√
١− x٢ + c

٢٠١



.٩∫
tan−١ xdx

بالا) روش همان به (دقیقاً شما عهده ی به پاسخ.

.١٠∫
e
√
xdx

که ͬ دانیم م پاسخ.

(e
√
x)′ =

e
√
x

٢
√
x∫

e
√
xdx =

∫
e
√
x ×
√
x√

x
dx = ٢

∫ √
x︸︷︷︸

u

e
√
x

٢
√
x
dx︸ ︷︷ ︸

dv∫
udv = uv−

∫
vdu = ٢

√
xe

√
x−٢

∫
e
√
x

٢
√
x
dx = ٢

√
xe

√
x−e

√
x+c = ٢e

√
x(
√
x−١)+c

دوم. راه

u = e
√
x ⇒ du =

e
√
x

٢
√
x
dx⇒ dx =

٢du×
√
x

u

lnu =
√
x⇒ dx =

٢du× lnu

u∫
e
√
xdx =

∫
٢u lnudu

u
=

∫
٢ lnudu = ٢(u lnu−u+c) = ٢(e

√
x
√
x−e

√
x)+c

.١١∫
secxdx

∫پاسخ.
secxdx =

∫
١

cosx
dx

اول. ∫راه
١

cosx
dx =

∫
cosx

cos٢ x
dx =

∫
cosx

١− sin٢ x
dx

٢٠٢



u = sin x⇒ dx = cosxdx∫
cos x

١− sin٢ x
dx =

∫
du

١− u٢ = tanh−١ u+ c = tanh−١(sinx) + c

کرد. حل را انتگرال این ͬ توان م نیز زیر استاندار متغیرِ تغییر از استفاده با دوم. راه

متغیر: تغییر .٢٧٣ توجه

t = tan
x

٢

sin x =
٢t

١ + t٢

cosx =
١− t٢

١ + t٢

حساب فوق متغیر تغییر از استفاده با را
∫ ١

sinx
dx و

∫ ١
cosx

dx انتگرال های .٢٧۴ تمرین

کنید.

هذلولوی و مثلثاتͬ متغیر تغییر با انتگرال محاسبه ی

زیر تابع̧ اگر است، R تمام̧ آنها بˀردِ و هستند پوشا و ͷی به  ͷی توابعͬ sinh و tan توابع̧ که آنجا از

کرد. استفاده ͬ توان م زیر متغیر تغییر دو از باشد،
√
a٢ + x٢ صورت به عباراتͬ شامل انتگرال

x = a tan θ − π

٢
< θ <

π

٢
√
a٢ + x٢ =

√
a٢ + a٢ tan٢ θ =

√
a١)٢ + tan٢ θ) =

a

cos θ

یا

x = a sinhx√
a٢ + a٢ sinh٢ x =

√
a١)٢ + sinh٢ x) = a coshx

کنید. محاسبه را
∫

dx
x
√
x٢+۴ انتگرال .٢٧۵ مثال

٢٠٣



پاسخ.

x = ٢ tan θ ⇒ dx = ١)٢ + tan٢ θ)dθ =
٢

cos٢ θ
dθ∫

dx

x
√
x٢ + ۴

=

∫
٢ cos θdθ

٢ tan θ cos٢ θ × ٢
=

∫
dθ

٢ sin θ
=

١
٢

∫
١

sin θ
dθ∫

١
sin θ

dθ =

∫
sin θ

sin٢ θ
dθ

t = cos θ

− sin θdθ = dt∫
sin θ

sin٢ θ
dθ =

∫
−dt

١− t٢ = − tanh−١(t) + c = − tanh−١(cos θ) + c∫
dx

x
√
x٢ + ۴

=
١
٢

∫
١

sin θ
dθ = −١

٢
tanh−١(cos θ) + c

θ = tanh−١(
x

٢
)

−١
٢
tanh−١(cos θ) + c = −١

٢
tanh−١(cos(tan−١(

x

٢
))) + c

٢٠۴



پنجم و بیست جلسه ی ١ . ٢٢

آورید. دست به را زیر اولیه ی توابع .٢٧۶ مثال

.١∫
cosh(

√
x)dx

بیابیم. زیر طریق از را انتگرال حاصل ͬ کنیم م سعͬ نخست ∫پاسخ.
cosh(

√
x)︸ ︷︷ ︸

u

dx︸︷︷︸
dv

= uv −
∫

vdu = uv −
∫

x× ١
٢
√
x
sinh(

√
x)dx

دیͽری روش باید پس ͬ رسد. م نظر به دشوار حل راه این ادامه ی ͬ کنید م مشاهده که همانطور

کنیم. ∫پیدا
cosh(

√
x)dx = ٢

∫ √
x︸︷︷︸

u

cosh(
√
x)

٢
√
x

dx︸ ︷︷ ︸
dv

=

٢(
√
x sinh(

√
x)−

∫
sinh
√
x

٢
√
x

dx) = ٢
√
x sinh(

√
x)− ٢ cosh(

√
x) + c

.٢∫
ex cos xdx

∫پاسخ.
ex︸︷︷︸
u

cos xdx︸ ︷︷ ︸
dv

=

uv −
∫

vdu = ex sinx−
∫

ex︸︷︷︸
u

sinxdx︸ ︷︷ ︸
dv

=

ex sin x− (uv −
∫

vdu) = ex sin x− ex(− cos x)−
∫

cos xexdx

⇒ ٢
∫

ex cos xdx = ex(sinx+cosx)⇒
∫

ex cosxdx =
ex

٢
(sinx+cosx)+c

٢٠۵



.٣∫
sec٣ xdx

∫پاسخ.
sec٣ xdx =

∫
١

cos٣ x
dx =

∫
١

cosx︸ ︷︷ ︸
u

× ١
cos٢ x

dx︸ ︷︷ ︸
dv

=

uv −
∫

vdu =
١

cosx
× tanx−

∫
tan x

sin x

cos٢ x
dx =

sinx

cos٢ x
−
∫

sin٢ x

cos٣ x
dx =

sin x

cos٢ x
−
∫

١− cos٢ x

cos٣ x
dx =

sinx

cos٢ x
−
∫

١
cos٣ x

dx+

∫
١

cosx
dx︸ ︷︷ ︸

=F

=

کرده ایم. محاسبه قبل جلسه ی در را F

⇒ ٢
∫

sec٣ dx =
sin x

cos٢ x
+ F

⇒
∫

sec٣ dx =
sinx
cos٢ x

+ F

٢
که دیدیم قبل جلسه در

F (x) = tan−١(sin(x))

∫پس
sec٣ dx =

sinx
cos٢ x

+ tan−١(sin(x))

٢

دهید: قرار یعنͬ کنید؛ حل کمان نصف متغیر تغییر با را فوق انتگرال .٢٧٧ تمرین

t = tan(
x

٢
)

cos(x) =
١− t٢

١ + t٢

dx =
٢

١ + t٢dt

ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به نیز sin تابع بالا، متغیر تغییر در

sin(x) =
٢t

١ + t٢ .

٢٠۶



.۴∫
sin٢ xdx

∫پاسخ.
sin٢ xdx =

∫
١− cos ٢x

٢
=

١
٢
x− sin ٢x

۴
+ c

.٢٧٨ توجه

cos٢ x =
١ + cos ٢x

٢

sin٢ x =
١− cos ٢x

٢

.۵

.٢٧٩ ∫تمرین
cos٢(x)dx

.۶∫ √
x٢ + ٩

x = a sinh(t) متغیرِ تغییر از ͬ توان م شود، ظاهر انتگرالͬ در
√
x٢ + a٢ هرگاه که گفتیم پاسخ.

کرده ایم: امتحان را راه دو هر زیر در کرد. استفاده x = a tan(t) یا

اول. راه

x = ٣ sinh t⇒ dx = ٣ cosh tdt∫ √
x٢ + ٩dx =

∫ √
٩ sinh٢ t+ ٣)×٩ cosh tdt) =

∫ √
٩ cosh٢ t×(٣ cosh t)dt =∫

(٣ cosh t)(٣ cosh t)dt = ٩
∫

١ + cosh ٢t
٢

dt =
٩
٢
t+

٩ sinh(٢t)
۴

٢٠٧



٩
٢
sinh−١(

x

٣
) +

٩
۴
sinh(٢ sinh−١(

x

٣
))

دوم. راه

x = ٣ tan t⇒ dx = ٣ ١
cos٢ t

dt∫ √
x٢ + ٩dx =

∫ √
٩ tan٢ t+ ٩×( ٣

cos٢ t
)dt =

∫
٣

cos t
× ٣
cos٢ t

dt =

∫
٩ sec٣(t)dt

کرده ایم: محاسبه را
∫
sec٣(x)dx جلسه، همین در

٩
∫

sec٣(t)dt = ٩(
sin t
cos٢ t

+ tan−١(sin t)

٢
) =

٩
sin(tan−١(x٣ ))

cos٢(tan−١(x٣ ))
+ tan−١(sin(tan−١(x٣ )))

٢

مثلثاتͬ متغیر تغییر از استفاده با انتگرال محاسبه ی روش ادامه ی

باشیم: داشته باید باشد.
√
a٢ − x٢ عبارت شامل انتگرال زیر عبارت کنید فرض

a٢ − x٢ ⩾ ٠⇒ x ∈ [−a, a]

که آنجا از

−١ ≤ sin(t) ≤ ١

داریم

−a ≤ a sin(t) ≤ a

ͬ دهیم: م قرار

x = a sin t − π

٢
⩽ t ⩽ π

٢
آنگاه

√
a٢ − x٢ =

√
a٢ − a٢ sin٢ t = a cos t

dx = a cos tdt

٢٠٨



دامنه، این در که است این گرفته ایم نظر در t برای را (−π
٢ ,

π
٢ ) دامنه ی که این علت که کنید توجه

[−a, a] بازه ی در دقیقاً x دامنه، این در t کردن حرکت با و است ͷی به ͷی و صعودی sin تابع̧

ͬ کند. م حرکت

و است صعودی اکیداً tanh(x) تابع̧ که آنجا از دوم. روش

∀x − ١ ≤ tanh(x) ≤ ١

داریم

−a ≤ a tanh(x) ≤ a

ͬ کنیم: م استفاده زیر متغیر تغییر از پس،

x = tanh t

√
a٢ − x٢ =

√
a٢ − a٢ tanh٢ t =

a

cosh t

آورید. بدست را زیر اولیه ی تابع .٢٨٠ ∫مثال √
۴− x٢

x

پاسخ.

x = ٢ sin t⇒ dx = ٢ cos tdt

√
۴− x٢ = ٢ cos t∫

٢ cos t

٢ sin t
× (٢ cos t)dt = ٢

∫
cos٢ t

sin t
dt

٢
∫

١
sin t

dt− ٢
∫

sin tdt∫
١

sin t
dt =

∫
sin t

sin٢ t
dt =

∫
sin t

١− cos٢ t
dt

u = cos t⇒ du = − sin tdt∫
sin t

١− cos٢ t
dt =

∫
−du

١− u٢ = . . .

٢٠٩



کنید. حساب را زیر انتگرال های .٢٨١ ∫تمرین √
a٢ + x٢dx

∫ √
a٢ − x٢dx

دوم کوئیز برای آمادگͬ ایجاد ١ . ٢٣

و باشد مشتق پذیر (a, b) در و باشد پیوسته [a, b] بسته ی بازه ی در f تابع اگر .٢٨٢ یادآوری

∀x ∈ (a, b) f ′(x) > ٠

است. صعودی [a, b] در f آنگاه

c چون عددی میانگین، مقدار قضیه ی به بنا ،x١ > x٠ اگر آنگاه ،x٠ ∈ [a, b] کنید فرض علت:

که طوری به است موجود نظر مورد بازه ی در

f(x١)− f(x٠)

x١ − x٠
= f ′(c) > ٠⇒ f(x١) > f(x٠)

f تابع مشتق (c − δ, c) ͬͽهمسای در اگر باشد. (a, b) در بحرانͬ نقطه ی ͷی c کنید فرض

به است. f تابع برای نسبی مینیمم ͷی c آنگاه باشد، مثبت تابع مشتق (c, c+ δ) در و باشد منفͬ

ماکزیمم ͷی c باشد، منفͬ (c, c + δ) در و باشد مثبت تابع مشتق (c − δ, c) در اگر مشابه طور

ولͬ باشد، پذیر مشتق c نقطه ی در f تابع که نیست نیاز شرایط این در که کنید توجه است. نسبی

ͬ شود. م صفر c نقطه ی در آن مشتق باشد، مشتق پذیر اگر

که دهید نشان است. مفروض f(x) = ٣x + sin٣ x ضابطه ی با f : R → R تابع .٢٨٣ مثال

کنید. محاسبه را (f−١)′(٣π) و است مشتق پذیر آن وارون تابع و است وارون پذیر R بر f

داریم: است. R کل شده یاد تابع دامنه ی اولا˟ پاسخ.

∀x ∈ R f ′(x) = ٣ + ٣ sin٢ x cosx

∀x ∈ R f ′(x) > ٠

٢١٠



پیوسته تابعͬ و موجود f−١ پس است پیوسته همچنین تابع این است. صعودی اکیداً f تابع پس

قضیه ی به بنا است. مشتق پذیر خود دامنه ی نقاط تمام در f−١ تابع f ′(x) > ٠ که آنجا از است.

داریم: وارون تابع مشتق

(f−١)′(٣π) = ١
f ′(π)

=
١
٣

و باشد مشتق پذیر R بر f تابع کنید فرض .٢٨۴ مثال

∀x ∈ R f ′(x) = f(x)

که دهید نشان

∃c f = cex.

کنید: تعریف پاسخ.

G(x) =
f(x)

ex

داریم

G′(x) =
f ′(x)ex − exf(x)

e٢x = ٠

یعنͬ است. ثابت تابع ͷی G پس

∃c G = c⇒ f(x)

ex
= c⇒ f(x) = cex

و باشد مشتق پذیر f : R→ R کنید فرض .٢٨۵ مثال

∀x f ′(x) =
٢x٣

١ + x۶

که دهید نشان .f(٠) = ٠ و

∀x ∈ R f(x) ⩽ |x|

٢١١



به را x < ٠ حالت برای حͺم اثبات و ͬ کنیم م ثابت را حͺم x > ٠ برای فقط اینجا در پاسخ.

که ͬ دهیم م نشان ͬ گذاریم. م دانشجو عهده ی

∀x > ٠ f(x) ⩽ x

دیͽر بیان به

∀x > ٠ x− f(x)︸ ︷︷ ︸
g(x)

⩾ ٠

داریم

g(٠) = ٠

g′(x) = ١− f ′(x) = ١− ٢x٣

١ + x۶ =
١ + x۶ − ٢x٣

١ + x۶︸ ︷︷ ︸
⩾١

=
(x٣ − ٢(١

١ + x۶ ≥ ٠

ͬ گیریم م نتیجه است، صعودی تابع که این و g(٠) = ٠ که آنجا از است. صعودی g(x) تابع پس

که

∀x > ٠ g(x) ⩾ ٠

پس

∀x > ٠ f(x) ⩽ x

کنید). مشخص را آنها کنید(اکسترمم های رسم را زیر توابع مشتق، تحلیل از استفاده با .٢٨۶ تمرین

f(x) = (١ + x)
٢

١+x

f(x) = |x|x

f(x) = x(١− x)
٢
۵

کرده ایم: رسم بالا) ترتیبِ همان (به را شده خواسته نمودارهای زیر در

٢١٢



و مشتق پذیر، (٠,∞) بر و باشد پیوسته [٠,∞) بر f : [٠,+∞) → R کنید فرض .٢٨٧ مثال

که بدانیم

∀x ∈ (٠,∞) f ′(x) ⩾ ٢x

دهید نشان .f(٠) = ١ و

∀x f(x) ⩾ x٢ + ١

پاسخ.

f(x) ⩾ x٢ + ١⇔ f(x)− (x٢ + ١)︸ ︷︷ ︸
g(x)

⩾ ٠

f(٠) = ١⇒ g(٠) = ٠

g′(x) = f ′(x)− ٢x

داریم: g(٠) = ٠ که آنجا از و است صعودی تابع g تابع̧ f ′(x) ⩾ ٢x که جا آن از

∀x g(x) ≥ ٠.

٢١٣



ششم و بیست جلسه ی ٢۴ . ١

هذلولوی و مثلثاتͬ متغیر تغییر ادامه ی ٢ . ١۴ . ١

آنگاه باشد،
√
x٢ − a٢ انتگرال زیر عبارت اگر

x٢ − a٢ ⩾ ٠⇒ x ∈ (−∞,−a] ∪ [a,+∞)

داریم ٠ ≤ θ ≤ π
٢ برای که آنجا از

٠ ≤ cos θ ≤ ١

٠ ≤ θ < π
٢ برای پس

١ ≤ ١
cos θ

<∞

داشت خواهیم a > ٠ اگر و

a ≤ a

cos θ
<∞

از ͬͺی از ͬ توانیم م انتگرال حل برای بنابراین کنید. بحث π
٢ < θ < π برای مشابه، طور به

کنیم: استفاده زیر تغییرمتغیرهای

(آ).

x =
a

cos θ
= a sec θ θ ∈ (٠, π

٢
) ∪ (

π

٢
, π]

√
x٢ − a٢ =

√
a٢

cos٢ θ
− a٢ = a

√
١

cos٢ θ
− ١ = a tan θ

dx =
a sin θ

cos٢ θ
dθ

(ب).

x = ±a coshu

١ ⩽ coshu <∞

a > ٠⇒ a ⩽ a coshu <∞

a < ٠⇒ −∞ < a coshu ⩽ −a

٢١۴



√
x٢ − a٢ =

√
a٢ cosh٢ u− a٢ = a sinhu

dx = a sinhudu

کنید. محاسبه را زیر انتگرال .٢٨٨ ∫مثال
dx

x
√
x٢ − ٢

پاسخ.

x =
√

٢ coshu

dx =
√

٢ sinhudu

√
x٢ − ٢ =

√
٢ sinhu∫

dx

x
√
x٢ − ٢

=

∫ √
٢ sinhudu

(
√

٢ coshu)× (
√

٢ sinhu)
=

١√
٢

∫
١

coshu
du =

١√
٢

∫
coshu

cosh٢ u
du =

١√
٢

∫
coshu

١ + sinh٢ u
du

t = sinh u

١√
٢

∫
coshu

١ + sinh٢ u
du =

١√
٢

∫
dt

١ + t٢ =

tan−١(t)√
٢

=
tan−١(sinhu)√

٢
=

tan−١(sinh(cosh−١( x√
٢)))√

٢
+ c

دوم. راه

x =

√
٢

cos θ

dx =

√
٢ sin θ

cos٢ θ
dθ

√
x٢ − ٢ =

√
٢ tan θ∫

١
x
√
x٢ − ٢

dx =

∫ √
٢ sin θ
cos٢ θ

dt
√

٢
cos θ
×

√
٢ sin θ
cos θ

=

∫
١√
٢
dθ

٢١۵



جزئͬ) (کسرهای کسرها تجزیه ی روش

.٢٨٩ مثال
١

١− x
+

١
١ + x

=
١ + x+ ١− x

(١ + x)(١− x)
=

٢
١− x٢∫

١
١− x٢dx =

١
٢
(

∫
١

١− x
dx+

∫
١

١ + x
dx) = −١

٢
ln |١− x|+ ١

٢
ln |١ + x|

.٢٩٠ مثال
١

١− x
− ١

١ + x
=

١ + x− ١ + x

١− x٢ =
٢x

١− x٢

کنیم: محاسبه بتوانیم را زیر صورت به انتگرالͬ آن طͬ که کنیم ارائه روشͬ ͬ خواهیم ∫م
ax۴ + bx٣ + cx٢ + d

a′x٢ + b′x+ c′
dx

است موجود g(x) جمله ای چند ͷی آنگاه f(a) = ٠ و باشد جمله ای چند ͷی f اگر .٢٩١ توجه

که طوری به

f(x) = (x− a)g(x)

ͷی f اگر یعنͬ کرد؟ تجزیه ١ درجه ی عوامل به کامل طور را چندجمله ای هر ͬ توان م آیا اما

نوشت: ͬ توان م آیا باشد، چندجمله ای

f(x) = (x− a١)
m١ × . . .× (x− an)

mn

در معادله این آنگاه f(x) = x٢ + x+ ١ باشیم داشته اگر مثال برای است. منفͬ بالا سوال پاسخ

زیرا: ندارد، جواب حقیقͬ اعداد

∆ = b٢ − ۴ac = ١− ۴ = −٣ < ٠

جبر اساسͬ قضیه ی ٢ . ٢۴ . ١

یͺتائͬ نحو به ͬ توان م را Q(x) آنگاه باشد، حقیقͬ ضرایب با جمله ای چند ͷی Q(x) کنید فرض

.(p٢ − ۴q < ٠) آنها در که کرد تجزیه x٢ + px+ q و (x− r) فاکتورهای به

Q(x) = (x−r١)
l١× . . .×(x−rn)

ln×(x٢+p١x+q١)
k١× . . .×(x٢+pmx+qm)

km

٢١۶



ͬ کنیم. م تجزیه را زیر عبارت .٢٩٢ مثال

x۶ − ١ = (x٣ − ١)(x٣ + ١) = (x− ١)(١ + x+ x٢)(x+ ١)(١− x+ x٢)

عوامل به ͬ توان م را جمله ای چند هر پرداخت، خواهیم آنها به بعداً که مختلط اعداد در .٢٩٣ توجه

کرد. تجزیه ١ درجه ی

مختلط اعداد ٢ . ٣۴ . ١

اعدادِ یعنͬ کرده ایم؛ شروع طبیعͬ اعداد را اعداد دنیای

٠, ١, ٢, . . .

این با x + ١ = ٠ معادله ی مثلا́ ندارند؛ جواب خطͬ ساده ی ازمعادلات بسیاری طبیعͬ اعداد در

به اعداد، از بزرگتری مجموعه ی رو، این از ندارد. جواب طبیعͬ اعداد در است، طبیعͬ ضرایبش که

ساختیم: را صحیح اعداد نام

٣±,٢±,١±,٠, . . .

ندارد. جواب زیر معادله ی مانند ساده ای معادله ی صحیح، اعداد در

٣x− ٢ = ٠

رو این از کنیم! تقسیم چندقطعه به را پاره خط ͷی ͬ شد نم ͬ داشتیم م را اعداد این فقط بود قرار اگر

ساختیم: را گویا اعداد

{p
q
|q ̸= ٠ و صحیحند p, q}

زیر معادله ی مثلا́  ندارند؛ جواب معادلات از خیلͬ هم گویا اعداد در

x٢ − ٢ = ٠

هستند گویا اعداد از زیادی دنباله های مثلا́ دارد. زیادی حفره های گویا اعداد مجموعه ی آن بر علاوه

اعداد مجموعه ی دیͽر، بیان به کند. میل
√

٢ به که دنباله ای مثلا́ نیست. گویا اعداد در حدشان که

کران کوچͺترین دارای آن از بالاکراندار از زیرمجموعه ی هر یعنͬ نیست؛ کامل ترتیبی لحاظ از گویا
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از مجموعه این ͬ رسیم. م حقیقͬ اعداد به گویا اعداد مجموعه ی حفره های کردن پر با نیست. بالا

چطور؟ جبری لحاظ از اما است. کامل ترتیبی، لحاظ از اعداد

شامل مجموعه ی آیا ندارد. پاسخͬ حقیقͬ اعداد مجموعه ی در x٢ +١ = ٠ ساده ی بسیار معادله ی

باشد؟ داشته ریشه آن در چندجمله ای هر یعنͬ باشد، کامل جبری لحاظ از که هست حقیقͬ اعداد

ͬ داشت: م جواب فوق معادله ی بود قرار اگر بسازیم: هم با را مجموعه ای چنین بیائید

x٢ = −١⇒ x =
√
−١

فعلا ͬ کنیم. م اضافه حقیقͬ اعداد به مهمان عنوان به را i =
√
−١ نام به شیئͬ نیست. R در

√
−١

که ͬ دانیم م تنها

i× i = −١

یعنͬ یپذیرند؛  خود جمع در را i عدد بالا، حͺم به گزاردن احترام با که ͬ خواهیم م حقیقͬ اعداد از

دهند: انجام چهارعمل اصلͬ آن با

٢× i = ٢i

a× i = ai

a× i× b× i = ai× bi = −abi٢ = −ab

a٢i
٢ + a١i+ b = −a٢ + a١i+ b

a٣i
٣ + a٢i

٢ + a١i+ a٠ = −a٣i− a٢ + a١i+ a٠ = (a١ − a٣)i+ (a٠ − a٢)

...

ͬ رسیم. م زیر اعداد به اصلͬ عمل چهار با و حقیقͬ اعداد به i صوریِ شدن اضافه با .٢٩۴ نتیجه

C = {a+ bi|a, b ∈ R}

a︸︷︷︸
حقیقͬ بخش

+ b︸︷︷︸
موهومͬ بخش

i

جمع. کنیم: تعریف ضرب و جمع باید بالا مجموعه ی روی

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i
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.٢٩۵ توجه
√
−٢ =

√
٢× (−١) =

√
٢i

ضرب.

(a+ bi)(c+ di) = ac+ adi+ bci+−bd = (ac− bd) + i(ad+ bc)

ساخت. جمله ای چند اعداد، این در ͬ توان م دارد، معنͬ مختلط اعداد در ضرب و جمع که آنجا از

جبر اساسͬ قضیه ی ادامه ی ۴ . ٢۴ . ١

ریشه n︸︷︷︸
تکرار با

دارای مختلط اعداد در ضرایب با n درجه ی از جمله ای چند معادله ی هر .٢٩۶ قضیه

کامل طور به مختلط، اعداد در ضرایب با جمله ای چند هر در دیͽر، بیان به است. مختلط اعداد در

ͬ شود. م تجزیه ١ درجه ی عوامل به

گرفت: نظر در مرتب زوج ͷی صورت به ͬ توان م را مختلط عدد هر

با است برابر b و a حقیقͬ عدد دو میان فاصله ی

d(a, b) = b− a

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به c+ di و a+ bi مختلط عدد دو میان فاصله ی

d(a+ bi, c+ di) =
√

(a− c)٢ + (b− d)٢

ترتیب مختلط اعداد در یعنͬ ندارد؛ معنͬ a+ bi < c+di کلͬ طور به و a+ bi > ٠ .٢٩٧ توجه

.i٢ = −١ که ͬ دانیم م ولͬ ͬ شد؛ م مثبت ٢ توان به عددی هر باید ͬ داشت م معنا اگر ندارد! معنا

مختلط اعداد در نیز توابع از بسیاری بلͺه تعریفند، قابل مختلط اعداد در اصلͬ عمل چهار تنها نه

هستند. آشنا توابع همان حقیقͬ اعداد به آنها تحدید و ͬ شوند م تعریف
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مختلط اعداد در نمایی تابع تعریف ۵ . ٢۴ . ١

داشته باید شود، تعریف مختلط اعداد در همیشͽیش ͬ های ویژگ همان با نمائͬ، تابع باشد قرار اگر

باشیم:

ea+bi = ea × ebi

کنیم: تعریف را ebi بیائید پس ͬ دانیم، م را ea معنͬ

ͬ دهیم. م نمایش exp(z) با را آن و همͽراست هم، مختلط اعداد در
∑∞

n=٠
zn

n!
سری .٢٩٨ توجه

θ ∈ R کنید فرض

eiθ =
∞∑
n=٠

(iθ)n

n!
=

∞∑
n=٠

inθn

n!

=
∞∑
n=٠

i٢nθ٢n

(٢n)!
+

∞∑
n=٠

i٢n+١θ٢n+١

(٢n+ ١)!

.٢٩٩ توجه

i١ = i

i٢ = −١

i٣ = −i

i۴ = ١

i۵ = i

i۶ = −١

i٧ = −i

i٨ = ١

i٩ = i

٢n+١∑
i=٠

i٢n+١θ٢n+١

(٢n+ ١)!
= i

٢n+١∑
i=٠

(−١)nθ
(٢n+ ١)!

= i sin θ

داریم: پس
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.٣٠٠ توجه

eiθ = cos θ + i sin θ

پرداخت. خواهیم بدان دوباره آخر جلسه ی در و ͬ دهیم م خاتمه همینجا فعلا́ را شیرین بحث این

کسرها تجزیه ی ادامه ی ۶ . ٢۴ . ١

روش در هستند. حقیقͬ ضرایب با جمله ای هایی چند Q و P آن در که f(x) = P (x)
Q(x)

کنید فرض

صورت درجه ی آن در که رسید کسر ͷی به ͬ توان م Q بر P کردن تقسیم با ابتدا کسرها، تجزیه ی

ازای به .degP < degQ ͬ کنیم م فرض کلیت از کاستن بدون پس است. مخرج درجه ی از کمتر

کسرِ l ، Q تجزیه ی در (x− r)l عامل هر

A١

(x− r١(١ +
A٢

(x− r٢(٢ + . . .+
Al

(x− rl)l

(x٢ + px+ q)k عامل̞ هر ازای به همچنین ͬ دهیم. م قرار P
Q

تجزیه ی در را هستند) عدد اینجا Aدر و l )

عامل̞ k باید ،Q تجزیه ی در

A١x+B١

(x٢ + px+ q)
+

A٢x+B٢

(x٢ + px+ q)٣ + . . .
Akx+Bk

(x٢ + px+ q)k

فهمید: خواهید زیر مثالهای در را بالا گفته ی بͽیریم. نظر در P
Q

تجزیه ی در را

کنید. محاسبه را زیر انتگرال .٣٠١ ∫مثال
١

١ + x٣dx

اثبات.

١ + x٣ = (١ + x)(١− x+ x٢)

١
١ + x٣ =

A

١ + x
+

Bx+ C

١− x+ x٢ =
(A− Ax+ Ax٢) +Bx+ C +Bx٢ + Cx

(١ + x)(١− x+ x٢)

(A+B)x٢ + (B − A+ C)x+ A+ C = ١

A+ C = ١⇒ c = ١− A

A+B = ٠⇒ A = −B ⇒ C = ١ +B
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B − A+ C = ٠⇒ B +B + (١ +B) = ٠⇒ ٣B + ١ = ٠⇒ B = −١
٣

⇒ A =
١
٣
, C =

٢
٣∫

١
١ + x٣dx =

∫ ١
٣

١ + x
dx+

∫ −١
٣x+ ٢

٣
(١− x+ x٢)

dx =
١
٣
ln(١+x)+

∫ −١
٣x+ ٢

٣
(١− x+ x٢)

dx

کرد. خواهیم محاسبه بعد جلسه ی در را بالا انتگرال پایانͬ قسمت وقت، آوردن کم  علت به
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هفتم و بیست جلسه ی ٢۵ . ١

کنیم: محاسبه را زیر انتگرال شد قرار قبل جلسه ی پایان در

.٣٠٢ ∫مثال −١
٣x+ ٢

٣
x٢ − x+ ١

dx

پاسخ.

.٣٠٣ یادآوری

x٢ + ax = (x+
a

٢
)٢ − a٢

۴

∫ −١
٣x+ ٢

٣
x٢ − x+ ١

dx = −١
٣

∫
x

x٢ − x+ ١
dx︸ ︷︷ ︸

A

+
٢
٣

∫
١

x٢ − x+ ١
dx︸ ︷︷ ︸

B

:A محاسبه ی

u = x٢ − x+ ١⇒ du = (٢x− ١)dx∫
x

x٢ − x+ ١
dx =

١
٢

∫
٢x− ١

x٢ − x+ ١
dx+

١
٢

∫
١

x٢ − x+ ١
dx =

١
٢
ln |x٢ − x+ ١|+ ١

٢

∫
١

x٢ − x+ ١
dx︸ ︷︷ ︸

D

:D ∫محاسبه ی
١

x٢ − x+ ١
dx =

∫
١

(x− ١
٢)

٢ + ٣
۴
dx =

∫
١

٣
۴(

(x− ١
٢ )

٢

٣
۴

+ ١)
dx =

۴
٣

∫
١

(
x− ١

٢√
٣

٢
)٢ + ١

dx

t =
x− ١

٢√
٣

٢

⇒ dt =
١
√

٣
٢

dx

۴
٣

∫ √
٣

٢
t٢ + ١

dt =
٢
√

٣
٣

tan−١(t) + c =
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٢
√

٣
٣

tan−١(
x− ١

٢√
٣

٢

) + c

بسپارید: خاطر به را زیر انتگرالهای محاسبه ی روش .٣٠۴ توجه

.١∫
١

ax٢ + bx+ c
dx =

∫
١

a(x+ b
٢a)

٢ − b٢

۴a٢ + c
dx

صورت به باید را بالا ∫انتگرال
١

u٢ + ١
du

کرد. محاسبه و درآورد

.٢∫
cx+ d

ax٢ + bx+ c
dx =

∫
cx

ax٢ + bx+ c
dx︸ ︷︷ ︸

A

+

∫
d

ax٢ + bx+ c
dx︸ ︷︷ ︸

B

زیر متغیر تغییر از استفاده با A انتگرال و ͬ شود م محاسبه بالا انتگرال همانند B انتگرال

u = ax٢ + bx+ c⇒ du = ٢ax+ b

ͬ شود. م محاسبه آن، از
∫

du
u

استخراج نهایتاً کسر، صورت در ٢ax+ b عبارت ایجاد و

کنید. حساب را زیر انتگرال .٣٠۵ ∫مثال
x٣ + ٣x٢ + ٣x− ١

x٣ + x٢ − ٢x

فوق،  انتگرال محاسبه ی برای نیست، مخرج درجه ی از اکیداًکمتر صورت درجه ی که آنجا از پاسخ.

ͬ کنیم: م تقسیم مخرج بر را صورت نخست

x٣ + ٣x٢ + ٣x− ١ = (x٣ + x٢ − ٢x)(١) + ٢x٢ + ۵x− ١

پس
x٣ + ٣x٢ + ٣x− ١

x٣ + x٢ − ٢x
= ١ +

٢x٢ + ۵x− ١
x٣ + x٢ − ٢x
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∫
١dx+

∫
٢x٢ + ۵x− ١
x٣ + x٢ − ٢x

dx = x+

∫
٢x٢ + ۵x− ١
x٣ + x٢ − ٢x

dx︸ ︷︷ ︸
A

A =

∫
٢x٢ + ۵x− ١
x٣ + x٢ − ٢x

dx =

∫
٢x٢ + ۵x− ١

x(x+ ٢)(x− ١)
dx =∫

A

x
dx+

∫
B

x+ ٢
dx+

∫
c

x− ١
dx

این مجهول سه و معادله سه با تا ͬ دهیم م قرار معادله در عدد سه C و B ،A آوردن بدست برای

آوریم. بدست را مقادیر

x = ٢⇒ ١٧
٨

=
A

٢
+

B

۴
+ c (۶ . ١)

x = −١⇒ −۴
٢

=
A

−١
+B +

c

−٢
(١ . ٧)

x = ٣⇒ ٣٢
٣٠

=
A

٣
+

B

۵
+

c

٢
(١ . ٨)

ͬ رسیم: م زیر جواب های به بالا مجهول سه و معادله سه حل از پس

A =
١
٢
, B = ٢, c = −١

٢

کنیم: حساب را زیر انتگرال های باید ∫حال ١
٢
x
dx+

∫
٢

x+ ٢
dx+

∫ −١
٢

x− ١
dx =

١
٢
ln |x|+ ٢ ln |x+ ٢| − ١

٢
ln |x− ١|+ c

کنید. محاسبه را زیر انتگرال .٣٠۶ ∫مثال
x٣ − ١

x٢(x− ٢(٢dx

پاسخ.
x٣ − ١

x٢(x− ٢(٢ =
A

x
+

B

x٢ +
c

x− ٢
+

D

(x− ٢(٢
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ͬ رسیم. م زیر پاسخ های به مجهول چهار و معادله چهار دستگاه ͷی حل از پس

A = −١
۴
, B = −١

۴
, C =

۵
۴
, D =

٧
۴

ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به دوم کسر ∫انتگرال
B

x٢dx = B

∫
١
x٢dx = B =

∫
x−٢dx =

B

−١
x−١ = −B١

x

ͬ شوند. م حساب ترتیب همین به نیز بقیه

کنید. حساب را زیر انتگرال .٣٠٧ ∫مثال
dx√
x+ ١

پاسخ.

u =
√
x⇒ du =

١
٢
√
x
dx⇒ dx = ٢udu∫

dx√
x+ ١

=

∫
٢udu
u+ ١

=

∫
٢u+ ٢
u+ ١

du−
∫

٢
u+ ١

du =∫
٢du− ٢ ln |u+ ١| = ٢u− ٢ ln |u+ ١| = ٢

√
x− ٢ ln |

√
x+ ١|+ c

.٣٠٨ ∫توجه
u

u+ ١
du =

∫
u+ ١− ١
u+ ١

du

کنید: ارائه زیر، صورت به انتگرالهای محاسبه ی برای روشͬ .٣٠٩ ∫تمرین
ax+ b

cx+ d

.٣١٠ ∫توجه
١

ax+ b
dx =

١
a
ln |ax+ b|
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معین انتگرال ٢۶ . ١

یعنͬ: است، f برای اولیه تابع ͷی I بازه ی در F که این که گفتیم

∀x ∈ I F ′(x) = f(x)

ͬ نویسیم: م حالت این ∫در
f(x)dx = F (x) + C

فهمید. خواهیم بهتر را
∫

نمادِ معنͬ درس ادامه ی در

باشد. [a, b] بازه ی روی مثبت مقادیر با و پیوسته تابع ͷی f(x) کنید فرض

بیابیم. را x = b و x = a خطوط بین و y = f(x) منحنͬ زیر مساحت ͬ خواهیم م
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یعنͬ مستطیل؛ سه مساحت جمع حاصل با است برابر تقریبا ما نظر مورد مساحت بالا، شͺل مطابق

زیر: عبارت

= f(x∗
١)∆x١ + f(x∗

٢)∆x٢ + f(x∗
٣)∆x٣

داریم: کنیم استفاده مستطیل n از اگر واقع در

منحنͬ زیر مساحت =
n∑

i=٠

f(x∗
i )∆xi

ͷنزدی منحنͬ زیر مساحت به شوند، ͷکوچ کافͬ اندازه ی به ها ∆xi و کند میل بینهایت به n اگر

که است این ما شهود پس ͬ شویم. م

منحنͬ زیر مساحت = lim
n→∞

n∑
i=٠

f(x∗
i )∆xi

ͬ دهیم: م نمایش زیر صورت به را بالا راست سمت ∫حد b

a

f(x)dx

ͬ خوانیم م [a, b]بازه ی برای افراز ͷی را p = {x٠, x١, . . . , xn} متناهͬ مجموعه ی .٣١١ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف .xi < xi+١ و xn = b ،x٠ = a هرگاه

∥p∥ = max∆xi
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این در f تابع ͬ گوییم م باشد، [a, b] بازه ی در ١١ کراندار تابع ͷی f(x) کنید فرض .٣١٢ تعریف

باشد: موجود زیر حد هرگاه است انتگرال پذیر بازه
p افرازهای تمام برای

lim
∥p∥→٠

n∑
i=١

f(x∗
i )∆xi x∗

i ∈ [xi, xi+١] برای تمام انتخابهای

به باشد موجود l مانند عددی هرگاه است انتگرال پذیر I بازه ی در f کراندار تابع بهتر، بیان به

افرازِ هر برای که طوری به باشد موجود δϵ > ٠ ͷی ϵ > ٠ هر برای طوری که

p = {=a
x٠, x١, . . . ,

=b
xn}

اگر I = [a, b] بازه ی از

∥p∥ < δϵ

باشیم: داشته x∗
i ∈ [xi, xi+١] انتخاب گونه هر برای آنگاه

|
n∑

i=١

f(x∗
i )∆xi − l| < ϵ

ͬ نویسیم: م حالت این ∫در b

a

f(x)dx = l

از y = f(x) منحنͬ زیر مساحت
∫ b

a
f(x)dx آنگاه ∀x ∈ [a, b] f(x) ⩾ ٠ اگر .٣١٣ توجه

ͬ دهد. م دست به را b تا a نقطه ی

چندان گفته، این اثبات است. انتگرال پذیر آنگاه باشد پیوسته [a, b] بازه ی در f تابع اگر .٣١۴ توجه

کنید). فکر آن روی که ͬ کنیم م پیشنهاد (ولͬ نیست آسان

[a, b] بازه ی هر در f(x) = k ثابت تابع که دهید نشان فوق توجه به توجه بدون .٣١۵ مثال

است. انتگرال پذیر

باشد. x∗
i ∈ [xi, xi+١] و [a, b] بازه ی برای افرازی p = { a

x٠, x١, . . . ,
b
xn} کنید فرض اثبات.

است: زیر صورت به افراز این به مربوط «ریمانͬ» جمع
n∑

i=١

f(x∗
i )∆xi =

n∑
i=١

k∆xi =

پیوسته لزوماً نه ١١و

٢٢٩



k

n∑
i=١

∆xi = k((x١−x٠)+(x٢−x١)+. . .+(xn−xn−١)) = k(−x٠+xn) = k(b−a)

ͬ رسیم. م حاصلجمع همین نیزبه ∗xها
i از دیͽر انتخاب هر برای و دیͽر افراز هر برای .٣١۶ توجه

∫پس b

a

kdx = k(b− a)

٢٣٠



هشتم و بیست جلسه ی ١ . ٢٧

کنید. محاسبه انتگرال تعریف از استفاده با را
∫ ١

٠ xdx .٣١٧ مثال

ͬ کند. م معین ١ تا ٠ نقطه ی از را y = x منحنͬ زیر مساحت فوق، انتگرال اول. روش اثبات.

١× ١
٢

=
١
٢

p مانند افرازی هر با یعنͬ است. انتگرال پذیر این رو، از و پیوسته تابع ͷی y = x تابع دوم. روش

در [٠, ١] بازه ی برای را زیر افراز است. موجود limn→∞
∑n

i=١ f(x
∗
i )∆xi آنگاه ∥p∥ → ٠ اگر

بͽیرید. نظر در ١
n

با برابر را بازه هر طول ͬ گیریم. م نظر

{٠, ١
n
,

٢
n
,

٣
n
, . . . ,

n− ١
n

, ١}

بͽیرید. نظر در i
n

یعنͬ زیربازه، آن ابتدائͬ نقطه ی با برابر را x∗
i زیربازه، هر در

n−١∑
i=٠

i

n
× (

١
n
) =

١
n٢

n−١∑
i=٠

i =
١
n٢ ×

n(n− ١)
٢

=
n(n− ١)

٢n٢

lim
n→∞

n(n− ١)
٢n٢ =

١
٢

کنید. محاسبه انتگرال تعریف از استفاده با را زیر عبارت حاصل .٣١٨ مثال

lim
n→∞

١
n٣ (١ + ۴ + ٩ + . . .+ (n− ٢(١)

اثبات.

lim
n→∞

١
n٣ (١ + ۴ + ٩ + . . .+ (n− ٢(١)︸ ︷︷ ︸

=
∑n−١

i=١ i٢

= lim
n→∞

١
n
×

∑n−١
i=٠ i٢

n٢ =

٢٣١



١
n

n−١∑
i=٠

(
i

n
)٢

صورت به فوق سری حاصل
١
n︸︷︷︸

=∆xi

n−١∑
i=٠

f(
i

n
)

.f(x) = x٢ آن در که است

و است انتگرال پذیر است،پس پیوسته f(x) = x٢ تابع که آنجا از

lim
n→∞

١
n

n−١∑
i=٠

(
i

n
)٢ =

∫ ١

٠
x٢dx =

x٣

٣
|١٠ =

١
٣

.٣١٩ قضیه

انتگرال پذیرند. نیز λf و f ± g آنگاه باشند، انتگرال پذیر f, g : [a, b]→ R توابع اگر .١

اگر .٢

∀x ∈ [a, b] f(x) ⩽ g(x)⇒
∫ b

a

f(x)dx ⩽
∫ b

a

g(x)dx

آنگاه ∀x f(x) ⩾ ٠ اگر ∫پس b

a

f(x)dx ⩾ ٠

آنگاه ∀x ∈ [a, b] f(x) ⩾ m اگر ∫یا b

a

f(x)dx ⩾
∫ b

a

mdx︸ ︷︷ ︸
=m(b−a)

٢٣٢



و است انتگرال پذیر هم |f | تابع آنگاه باشد، انتگرال پذیر [a, b] بازه ی در f تابع اگر .٣

|
∫ b

a

f(x)dx| ⩽
∫ b

a

|f(x)|dx

|a١ + a٢ + . . .+ an| ⩽ |a١|+ |a٢|+ . . .+ |an|

انتگرال پذیر [a, b] بر f آنگاه c ∈ [a, b] و باشد کراندار [a, b] بازه ی بر f تابع کنیم فرض .۴

صورت این در باشد، انتگرال پذیر [c, d] و [a, c] بر f اگر تنها و اگر ∫است b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx

ͬ کنیم م تعریف آنگاه a ⩾ b اگر .٣٢٠ ∫توجه b

a

f(x)dx := −
∫ a

b

f(x)dx

رابطه ی واقع در باشد. a, b بین c که نیست نیازی چهارم قسمت قبلͬ، قضیه ی در .٣٢١ توجه

a, b, c ∈ I و باشد انتگرال پذیر I بازه ی در f اگر است: برقرار a, b, c از ترتیبی هر برای یادشده

آنگاه (a < c < b که نیست نیازی (یعنͬ باشند دلخواه ∫نقاطͬ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx

آنگاه باشد، پیوسته [a, b] در f کنید فرض میانگین). مقدار (قضیه ی ٣٢٢ قضیه

∃c ∈ [a, b]

∫ b

a
f(x)dx

b− a
= f(c)

دیͽر بیان ∫به b

a

f(x)dx = (b− a)f(c)

است. خورده هاشور مستطیل مساحت با برابر منحنͬ زیر مساحت زیر، شͺل در

٢٣٣



ͬ کنیم م فرض است پیوسته f تابع که آنجا از اثبات.

m = min f(x) x ∈ [a, b]

M = max f(x) x ∈ [a, b]

∀x ∈ [a, b] m ⩽ f(x) ⩽ M

∫پس b

a

mdx ⩽
∫ b

a

f(x)dx ⩽
∫ b

a

Mdx

پس

m(b− a) ⩽
∫ b

a

f(x)dx ⩽ M(b− a)

m ⩽
∫ b

a
f(x)dx

b− a︸ ︷︷ ︸
=A

⩽ M

میانͬ مقدار قضیه ی به بنا

∃c ∈ [a, b] f(c) = A
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است. مشتقگیری عکس انتگرالͽیری، که است این بیانگر نادقیق بیان به حساب، اساسͬ قضیه ی

∫یعنͬ
f ′(x)dx = f(x) + c∫ b

a

f ′(x) = f(b)− f(a)

کرده ایم. اثبات و بیان دقیق را گفته ها این زیر، در

در را F تابع . a ∈ I و باشد پیوسته I بازه ی بر f کنید فرض اول). اساسͬ (قضیه ی ٣٢٣ قضیه

کنید: تعریف زیر صورت به I بازه ی

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

اولیˁه تابع ͷی F تابع یعنͬ .∀x ∈ I F ′(x) = f(x) واقع در و است مشتق پذیر I بر F آنگاه

داریم: باشد f برای اولیˁه تابع ͷی G اگر (یعنͬ است. f برای

G = F + c⇒

دیͽر بیان به

G =

∫ b

a

f(x)dx+ c

است). اولیه تابع بحث در انتگرال نماد از استفاده علت این و
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اثبات.

x٠ ∈ I lim
h→٠

F (x٠ + h)− F (x٠)

h
=

limh→٠
∫ x٠+h

a
f(u)du−

∫ x٠
a

f(u)du

h
=

lim
h→٠

∫ x٠+h

x٠
f(u)du

h
= lim

c→x٠
f(c) = f(x٠) x٠ ⩽ c ⩽ x٠ + h

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt⇒ F ′(x) = f(x)

f برای اولیه تابع ͷی F و باشد پیوسته [a, b] بر F کنید فرض دوم). اساسͬ (قضیه ی ٣٢۴ قضیه

آنگاه ∫باشد. b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

است. f برای اولیه تابع ͷی زیر تابع قبل قضیه ی به بنا ∫اثبات. x

a

f(u)du

داریم: پس است، اولیه تابع ͷی هم F که آنجا از

F (x) =

∫ x

a

f(u)du+ c

F (b) =

∫ b

a

f(u)du+ c

F (a) =

∫ a

a

f(u)du︸ ︷︷ ︸
=٠

+c

داریم: نتیجه در

F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(u)du

بیان میانگین مقدار قضیه ی ͷی هم مشتق مبحث در میانگین). مقدار قضیه ی با رابطه ) ٣٢۵ توجه

است: قضیه آن دوگان واقع در انتگرال مبحث در میانگین مقدار قضیه ی بودیم. کرده 

∃c f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)∫ b

a
f ′(u)du

b− a
= f ′(c)

٢٣۶



مثالها

را آن مشتق و است مشتق پذیر F دهید نشان آنگاه F (x) =
∫ x

٠ et
٢
dt کنید فرض .٣٢۶ مثال

کنید. محاسبه

تابع اول اساسͬ قضیه ی به بنا پس است. انتگرال پذیر پس است پیوسته et٢ تابع که آنجا از اثبات.

اول اساسͬ قضیه ی به بنا دوباره است. مشتق پذیر F

F ′(x) = ex
٢

را آن مشتق و است مشتق پذیر G که دهید نشان . G(x) =
∫ sinx

٠ et
٢
dt کنید فرض .٣٢٧ مثال

بیابید.

است: زیر تابع دو ترکیب واقع در G تابع اثبات.

H(x) =

∫ x

a

et
٢
dt

و

sinx

G(x) = H(sinx)

هم H(sinx) پس است. مشتق پذیر هم sinx تابع است. مشتق پذیر قبل سوال مشابه H تابع

است. مشتق پذیر

(H(sinx))′ = (cos x)×H ′(sinx) = cosxesin
٢ x

تابع آنگاه باشند، مشتق پذیر u, v : J → R و باشد پیوسته f : I → R کنید فرض .٣٢٨ مثال

است. مشتق پذیر زیر

F (x) =

∫ v(x)

u(x)

f(t)dt =

∫ a

u(x)

f(t)dt+

∫ v(x)

a

f(t)dt =
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−
∫ u(x)

a

f(t)dt+

∫ v(x)

a

f(t)dt

F ′(x) = −u′(x)f(u(x)) + v′(x)f(v(x)) = v′(x)f(v(x))− u′(x)f(u(x))

برابرند: هم با واقع در زیر انتگرالهای .٣٢٩ ∫توجه b

a

f(t)dt,

∫ b

a

f(u)du,

∫ b

a

f(x)dx

شمارنده عنصر است. سیͽما نوع ͷی واقع در انتگرال که ͬ بینیم م کنیم، دقت انتگرال تعریف به اگر

مثلا́ ندارد؛ سیͽما آن حاصل در نقشͬ سیͽمائͬ، جمع ͷی در

n∑
i=١

f(i) =
n∑

t=١

f(t) =
n∑

u=١

f(u).

٢٣٨



نهم و بیست جلسه ی ١ . ٢٨

کنید. محاسبه را زیر معین انتگرال .٣٣٠ ∫مثال ١
٢

٠

√
١ + x

١− x
dx

با است برابر فوق انتگرال حاصل آنگاه باشد، انتگرال این اولیه تابع F اگر پاسخ.

F (
١
٢
)− F (٠)

زیر: نامعین انتگرال محاسبه ی یعنͬ اولیه، تابع ∫محاسبه ی √
١ + x√
١− x

dx

√
١− x = t⇒ ١− x = t٢ ⇒ x = ١− t٢ ⇒ dx = −٢tdt

√
١ + x =

√
١ + ١− t٢ =

√
٢− t٢

−
∫ √

٢− t٢

�t
٢�tdt = −٢

∫ √
٢− t٢dt

٢− t٢ ⩾ ٠ ⇐⇒ −
√

٢ ⩽ t ⩽
√

٢⇒ t =
√

٢ sinu⇒ dt =
√

٢ cosudu

−٢
∫ √

٢− t٢dt = −٢
∫ √

٢− ٢ sin٢ u×
√

٢ cosudu =

−٢
∫ √

٢ cosu×
√

٢ cosudu = −٢
∫

٢ cos٢ udu =

= −٢
∫

(١ + cos ٢u)du = −٢(u+
sin ٢u

٢
)

u = sin−١(
t√
٢
) = sin−١(

√
١− x√

٢
)

x =
١
٢
⇒ sin−١(

√
١
٢√
٢
) = sin−١(

١
٢
)

x = ٠⇒ sin−١(
١√
٢
)

(−٢u−sin ٢u)|sin
−١( ١

٢ )

sin−١( ١√
٢ )
= −٢ sin−١(

١
٢
)−sin(٢ sin−١(

١
٢
))+٢ sin−١(

١√
٢
)+sin(٢ sin−١(

١√
٢
))

٢٣٩



که دهید نشان باشد. پیوسته f تابع کنید فرض .٣٣١ ∫مثال a

٠
f(x)dx =

∫ a

٠
f(a− x)dx

پاسخ.

∫ a

٠
f(a− x)dx

t = a− x⇒ dt = −١× dx⇒ dt = −dx

t = a− x⇒

x = ٠⇒ t = a

x = a⇒ t = ٠∫ a

٠
f(a− x)dx = −

∫ ٠

a

f(t)dt =

∫ a

٠
f(t)dt =

∫ a

٠
f(x)dx

کنید. محاسبه را زیر انتگرال قبل مثال از استفاده با .٣٣٢ ∫مثال π
٢

٠

sinn x

sinn x+ cosn x
dx

کنید.) محاسبه جداگانه n ∈ N هر (برای

پاسخ.

A =

∫ π
٢

٠

sinn x

sinn x+ cosn x
dx =

∫ π
٢

٠

sinn(π٢ − x)

sinn(π٢ − x) + cosn(π٢ − x)
dx =

∫ π
٢

٠

cosn x

sinn x+ cosn x
dx

A+ A = ٢A =

∫ π
٢

٠
(

sinn x

sinn x+ cosn x
+

cosn x

sinn x+ cosn x
)dx =

٢۴٠



∫ π
٢

٠

sinn x+ cosn x

sinn x+ cosn x
dx =

∫ π
٢

٠
١dx =

π

٢

٢A =
π

٢
⇒ A =

π

۴

(١, π۴ ) بر f که دهید نشان .F (x) = limn→∞
x٢

n

∑n
k=١ tan(

kx٢

n
) کنید فرض .٣٣٣ مثال

کنید. محاسبه را آن مشتق و است مشتق پذیر

پاسخ.
n∑

k=١

tan(
kx٢

n
) = tan(

x٢

n
) + tan(

٢x٢

n
) + . . .+ tan(

nx٢

n
)

x٢

n

n∑
k=١

tan(
kx٢

n
) =

n∑
k=١

f(x∗
i )∆xi

x∗
i =

k

n
x٢, ∆xi =

x٢

n

lim
n→∞

n∑
k=١

x٢

n
tan(

kx٢

n
) =

∫ x٢

٠
tan(t)dt

پس ،(
∫ x

٠ f(u)du)′ = f(x) که دانیم مͬ است. مشتق پذیر فوق تابع اول، اساسͬ قضیه ی به بنا

(

∫ x٢

٠
f(t)dt)′ = ٢xf(x٢)

⇒
∫ x٢

٠
tan(t)dt = ٢x tanx٢

کنید. محاسبه را زیر حد .٣٣۴ مثال

lim
x→١+

∫ x

١
du

١+lnu

x− ١

٢۴١



لُپیتال: قاعده ی پاسخ.

lim
x→١+

∫ x

١
du

١+lnu

x− ١
= lim

x→١+

١
١+lnx

١
= ١

داریم a هر برای که دهید باشد، نشان فرد و پیوسته تابع ͷی f کنید فرض .٣٣۵ ∫مثال a

−a

f(x)dx = ٠

∫پاسخ. a

−a

f(x)dx =

∫ ٠

−a

f(x)dx+

∫ a

٠
f(x)dx

u = −x⇒ du = −dx∫ ٠

a

−f(−u)du+

∫ a

٠
f(x)dx =

∫ a

٠
−f(u)du+

∫ a

٠
f(x)dx = ٠

کنید. تعیین را زیر تابع مشتق پذیری دامنه ی .٣٣۶ مثال

f(x) =

∫ ١
x

lnx

١
١ + t۴dt

.x > ٠ باشیم: داشته باید باشد تعریف قابل lnx که این برای پاسخ.

f(x) =

∫ ١
٢

lnx

١
١ + t۴dt+

∫ ١
x

١
٢

١
١ + t۴dt =

−
∫ lnx

١
٢

١
١ + t۴dt︸ ︷︷ ︸
A

+

∫ ١
x

١
٢

١
١ + t۴dt︸ ︷︷ ︸
B

است. زیر تابع دو ترکیب A تابع

lnx

∫و x

١
٢

١
١ + t۴dt
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است. زیر تابع دو ترکیب B تابع
١
x

∫و x

١
٢

١
١ + t۴dt

است. پذیر مشتق
∫ x

a
g(x)dx شͺل به تابع هر باشد، پیوسته تابع ͷی g اگر اساسͬ، قضیه ی به بنا

مشتق پذیری دامنه ی پس .x ̸= ٠ باید ١
x

مشتق پذیری برای و و است مشتق پذیر x > ٠ در lnx تابع

کنید. محاسبه را تابع این مشتق تمرین، عنوان به است. (٠,∞) نظر مورد تابع

بیابید. را زیر حد حاصل .٣٣٧ مثال

lim
n→∞

(
n

n٢ + ١
+

n

n٢ + ۴
+

n

n٢ + ٩
+ . . .+

n

n٢ + n٢ )

پاسخ.

lim
n→∞

n∑
k=١

n

n٢ + k٢ = lim
n→∞

١
n

n∑
k=١

n٢

n٢ + k٢ = lim
n→∞

١
n︸︷︷︸

∆xi

∞∑
k=١

١
١ + ( k

n
)٢︸ ︷︷ ︸

f( k
n
)

=

∫ ١

٠

١
١ + t٢dt = tan−١(t)|١٠ =

π

۴
− ٠ =

π

۴
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درس ادامه ی

بͽیرید. نظر در را ١
x٢ تابع

x = ١ نقطه ی از شروع با تابع، دو این زیر مساحت درباره ی ͬ خواهیم م بͽیرید. نظر در نیز را ١
x

تابع

نقطه ی تا x = ١ نقطه ی از تابع دو هر زیر مساحت که ͬ رسد م نظر به اول نگاه در کنیم. بحث

از منحنͬ زیر مساحت بیایید بͽیرید. نظر در را t > ١ دلخواه˼ نقطه ی شود. نامتناهͬ x → ∞

دهیم. نمایش A(t) با را t تا ١ نقطه ی

A(t) =

∫ t

١

١
x٢dx =

∫ t

١
x−٢dx = −x−١|t١ = ١− ١

t

٢۴۴



همچنین است؛ کمتر ١ A(t)از باشد، بزرگ t که هم چقدر هر ͬ کنید، م مشاهده  بالا در که طور همان

lim
t→∞

A(t) = ١

∫یعنͬ: ∞

١

١
x٢dx︸ ︷︷ ︸

ناسره انتگرال

:= lim
t→∞

∫ t

١

١
x٢dx = lim

t→∞
A(t) = ١

کنیم: امتحان ١
x

تابع با را کار ∫همین ∞

١

١
x
dx = lim

t→∞

∫ t

١

١
x
dx

∫ t

١

١
x
dx = ln x|t١ = ln t

lim
→
∞

∫ t

١

١
x
dx = lim

t→∞
ln t =∞

این برای توجیه ͷی شاید است. متناهͬ ١
x٢ زیر مساحت ولͬ است نامتناهͬ ١

x
زیر مساحت پس

باره این در است. بیشتر
∑∞

n=١
١
n

از مساحت این که باشد این است، نامتناهͬ ١
x

زیر مساحت که

ͬ کنیم: م دقیقتر را بالا گفته های فعلا کرد، خواهیم صحبت

.٣٣٨ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف باشد. انتگرال پذیر [a, t] بازه ی در t ⩾ a هر برای f تابع کنید فرض ∫(آ). ∞

a

f(x)dx := lim
t→∞

∫ t

a

f(x)dx

همͽراست.
∫∞

١ f(x)dx ͬ گوییم م باشد، موجود بالا حد که شرطͬ به

ͬ کنیم: م تعریف باشد.، انتگرال پذیر [t, a] بازه ی در t ⩽ a هر برای f تابع کنید فرض ∫(ب). a

−∞
f(x)dx = lim

t→−∞

∫ a

t

f(x)dx

را آن صورت این غیر در و همͽرا را مربوطه انتگرال باشند موجود بالا حدهای که صورتͬ در

ͬ خوانیم. م واگرا
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همͽرا
∫∞

١ f(x)dx باشد، بازه ی(∞,١] در پیوسته و نزولͬ تابع ͷی f(x) کنید فرض .٣٣٩ توجه

دید). خواهیم را اثبات ایده ی بعد جلسه ی (در باشد. همͽرا
∑∞

n=١ f(n) اگروتنهااگر است

ex تابع̧ درس، این اوایل در ͬ کنیم م یادآوری برسانیم، پایان به را جلسه این درس که آن از پیش

که است وارونͬ تابع دارای تابع این که دادیم نشان سپس کردیم. تعریف سری ͷی از استفاده با را

تابع تعریف برای دیͽری روش با زیر در دادیم. نشان lnx با را آن و است پیوسته و صعودی هم آن

ͬ شویم: م آشنا ln

.٣۴٠ نکته

lnx =

∫ x

١

١
t
dt∫ x

١

١
t
dt = ln t|x١ = ln x

اساسͬ: قضیه ی به بنا

(lnx)′ =
١
x

٢۴۶



واگراست. ٠ < p ⩽ ١ برای و همͽراست p > ١ برای
∫∞

١
١
xpdx که دهید نشان .٣۴١ مثال

داریم: ،p > ١ کنیم فرض ∫پاسخ.
١
xp

dx =

∫
x−pdx =

x−p+١

−p+ ١

داریم است. انتگرالپذیر [١, t] بازه ی هر در رو این از و پیوسته x ≥ ١ در x−p ∫تابع t

١
x−pdx =

x−p+١

−p+ ١
|t١ =

t١−p

١− p
− ١

١− p

همͽراست. نظر مورد انتگرال پس است، موجود t→∞ وقتͬ بالا،  راست سمت عبارت حد

بازه ی هر در تابع این x ≥ ١ در تابع پیوستگͬ به بنا دوباره ،٠ < p < ١ کنید فرض حال

است. انتگرالپذیر [١, t]∫ t

١

١
xp

dx =
x١−p

١− p
|t١ =

t١−p

١− p
− ١

١− p
)

این در یعنͬ ͬ شود). م (بینهایت نیست موجود t → ∞ وقتͬ بالا عبارت حد p < ١ که آنجا از

واگراست. انتگرال حالت

p = ١ ∫حالت c

١

١
x
dx = ln c− ln ١ = ln c

lim
c→∞

ln c =∞

واگراست. انتگرال نیز حالت این در

همͽراست.
∫ ٠
−∞ exdx که دهید نشان .٣۴٢ مثال

است. انتگرال پذیر رو،  این از و پیوسته [c, ٠] بازه ی در ex تابع c < ٠ هر برای ∫پاسخ. ٠

c

exdx = e٠ − ec = ١− ec

lim
c→−∞

١− ec = ١

همͽراست. نظر مورد انتگرال بنابراین
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ͬ گوئیم م آنگاه باشند، همͽرا دو هر
∫∞
a

f(x)dx و
∫ a

−∞ f(x)dx و a ∈ R کنید فرض .٣۴٣ توجه

ͬ کنیم: م تعریف و است همͽرا
∫∞
−∞ f(x)dx∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ ∞

a

f(x)dx

آنگاه باشد همͽرا قبل توجه مطابق
∫∞
−∞ f(x)dx اگر .٣۴۴ ∫توجه ∞

−∞
f(x)dx = lim

c→∞

∫ c

−c

f(x)dx

واگراست.
∫∞
−∞ sinxdx که کنید ثابت .٣۴۵ مثال

است. انتگرالپذیر رو این از و پیوسته c ≤ ٠ برای [c, ٠] بازه ی هر در sin تابع ∫پاسخ. ٠

c

sinxdx = − cos(٠) + cos(c)

نیست: موجود زیر حد که ͬ دانیم م

lim
c→−∞

cos(c)− ١

توجه به بنا پس نیست. موجود هم
∫∞

٠ sin xdx مشابه طور به نیست. همͽرا
∫ ٠
−∞ sinxdx پس .

نیست. همͽرا
∫∞
−∞ sinxdx قبل

داریم c عدد هر برای طرفͬ، از اما .٣۴۶ ∫توجه c

−c

sinxdx = ٠

پس است.) فرد تابعͬ sin x (چون

lim
c→∞

∫ c

−c

sinxdx = ٠

همͽراست.
∫∞
−∞ f(x)dx که ͬ گیریم نم نتیجه باشد همͽرا limc→∞

∫ c

−c
f(x)dx اینکه از پس

همͽراست.
∫∞
−∞

١
١+x٢dx که دهید نشان .٣۴٧ مثال

٢۴٨



است. انتگرال پذیر و پیوسته c ≤ ٠ برای [c, ٠] بازه ی هر در ١
١+x٢ تابع ∫پاسخ. ٠

c

١
١ + x٢dx = tan−(٠)١− tan−١(c) = ٠− tan−١(c)

lim
c→−∞

∫ ٠

c

١
١ + x٢dx = lim

c→−∞
− tan−١(c) = ١

:tan−١ تابع نمودار

است. انتگرال پذیر c ≥ ٠ برای [٠, c] بازه ی هر در ١
١+x٢ ∫تابع c

٠

١
١ + x٢dx = tan−١(c)

lim
c→∞

∫ c

٠

١
١ + x٢dx = lim

c→∞
tan−١(c) = ١

نیز
∫∞
−∞

١
١+x٢dx که ͬ گیریم م نتیجه هستند، همͽرا دو هر

∫ ٠
−∞

١
١+x٢dx و

∫∞
٠

١
١+x٢dx اینکه از

همͽراست.

مقایسه آزمون ١ . ٢٨ . ١

و باشند انتگرال پذیر [a, c] بازه ی در c ⩾ a عدد هر برای f, g : I → R توابع کنید فرض

∀x ∈ [a,∞) ٠ ⩽ f(x) ⩽ g(x)

همͽراست. هم
∫∞
a

f(x)dx باشد، همͽرا
∫∞
a

g(x)dx اگر آنگاه
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همͽراست.
∫∞

٠ e−x٢
dx که دهید نشان .٣۴٨ مثال

پیوسته، (c ≥ ٠ (برای [٠, c] بازه ی هر در e−x٢ تابع نیز .
∫
e−xdx = −e−x که ͬ دانیم م پاسخ.

همچنین است. انتگرالپذیر رو این از ∫و ∞

٠
e−x٢

dx =

∫ ١

٠
e−x٢

dx+

∫ ∞

١
e−x٢

dx (∗)

حال: است. عدد ͷی همواره
∫ ١

٠ e−x٢
dx است انتگرال پذیر و پیوسته همواره e−x٢ که آنجا از

∀x ⩾ ١ x٢ ≥ x⇒ −x٢ ≤ x⇒ e−x٢ ⩽ e−x ⇒∫ ∞

١
e−x٢

dx ⩽
∫ ∞

١
e−xdx

و پیوسته (c ≥ ١ (برای [١, c] بازه ی هر در e−x تابع همͽراست.
∫∞

١ e−xdx ͬ کنیم م ادعا

است. ∫انتگرالپذیر c

١
e−xdx = −e−x|c١ = −e−c +

١
e

lim
c→∞
−e−c +

١
e
=

١
e

همͽراست. نیز
∫∞

٠ e−x٢
dx ،(∗) رابطه ی به بنا پس همͽراست.

∫∞
١ e−x٢

dx مقایسه ، آزمون به بنا

است: زیر انتگرال نیازمندیم بدان کاربرد، در که مهم انتگرال های از ͬͺی .٣۴٩ ∫توجه ∞

−∞
e−x٢

dx

آن امتحان و ١ ریاضͬ درس به مربوط که کرده ایم ارائه آن محاسبه ی برای روشͬ زیر در

اولا˟ ∫نیست: ∞

−∞
e−x٢

dx =

∫ ∞

−∞
e−y٢

dy

داریم: ثانیاً

A︷ ︸︸ ︷∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(e−x٢ × e−y٢

)dxdy =

∫ ∞

−∞
e−x٢

dx×
∫ ∞

−∞
e−y٢

dy = (

∫ ∞

−∞
e−x٢

dx)٢
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A =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−x٢−y٢

dxdy =

∫ ٢π

٠

∫ ∞

٠
e−r٢

rdrdθ

u = −r٢ ⇒ du = −٢rdr∫ ∞

٠
eu(−du

٢
) = −١

٢

∫ ∞

٠
eudu = −١

٢
eu|∞٠ = −١

٢
e−r٠∞|٢ = −١

٢
(٠− ١) = ١

٢

lim
r→∞

e−r٢
= lim

r→∞

١
er٢ = ٠∫ ٢π

٠

١
٢
dθ =

١
٢
× ٢π = π∫ ∞

−∞
e−x٢

dx =
√
π

همͽراست.
∫∞

٠
١

ex١+٢
dx دهید نشان .٣۵٠ مثال

است. انتگرالپذیر رو این از و پیوسته، (c ≥ ٠ (برای [٠, c] بازه ی هر در انتگرال زیرِ تابع پاسخ.

∀x ⩾ ٠ ١
١ + ex٢ ⩽ ١

ex٢ = e−x٢

همͽراست. نیز
∫∞

٠
١

ex١+٢
dx مقایسه آزمون به بنا همͽراست.

∫∞
٠ e−x٢

dx کردیم ثابت قبل مثال در

واگراست.
∫∞

١
١

x+ ٣√x
dx که دهید نشان .٣۵١ مثال

است. انتگرالپذیر رو این از و پیوسته (c ≥ ١ (برای [١, c] بازه ی هر در انتگرال زیر تابع پاسخ.

∀x ⩾ ١ ١
x+ ٣
√
x
⩾ ١

x+ x
=

١
٢x

واگراست. مقایسه آزمون به بنا نیز
∫∞

١
١

x+ ٣√x
dx پس واگراست ١

٢

∫∞
١

١
x
dx که آنجا از

حدی مقایسه ی آزمون ١ . ٢٨ . ٢

مثبت و انتگرال پذیر [a, c] بازه ی در f, g : [a,+∞) → R توابع c ⩾ a هر برای کنید فرض

: آنگاه limx→∞
f(x)
g(x)

= l کنید فرض باشند.
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باشد. همͽرا
∫∞
a

g(x)dx اگر تنها و اگر همͽراست،
∫∞
a

f(x)dx آنگاه l > ٠ اگر (آ.)

همͽراست. نیز
∫∞
a

f(x)dx آنگاه باشد، همͽرا
∫∞
a

g(x)dx اگر آنگاه l = ٠ اگر (ب.)

واگراست. نیز
∫∞
a

f(x)dx آنگاه باشد، واگرا
∫∞
a

g(x)dx اگر آنگاه limx→∞
f(x)
g(x)

=∞ اگر (ج.)

همͽراست.
∫∞

٠
١

x٣+x+٢dx که دهید نشان .٣۵٢ مثال

ͬ دانیم م است. (c ≥ ٠ (برای [٠, c] بازه ی هر در پیوسته و مثبت تابعͬ f(x) = ١
x٣+x+٢ پاسخ.

است. مثبت تابعͬ نیز g تابع که ͬ دانیم م .g(x) = ١
x٣ ͬ دهیم م قرار همͽراست.

∫∞
١

١
x٣dx که

داریم:

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= ١

داریم: همچنین ͬ شود. م نتیجه
∫∞

١
١

x٣+x+٢dx همͽرایی ،
∫∞

١
١
x٣dx همͽرایی از ∫بنابراین ∞

٠

١
x٣ + x+ ٢

dx =

∫ ١

٠

١
x٣ + x+ ٢

dx+

∫ ∞

١

١
x٣ + x+ ٢

dx

همͽراست.
∫∞

٠
١

x٣+x+٢dx پس

همͽراست.
∫ ٠
−∞

ex

١+x۴dx که دهید نشان .٣۵٣ مثال

(برای [c, ٠] بازه ی هر در e−x تابع̧ زیرا همͽراست.
∫ ٠
−∞ e−xdx که کنید توجه نخست پاسخ.

داریم: و است انتگرالپذیر رو این از و پیوسته (c ≤ ٠∫ ٠

−∞
exdx = lim

c→−∞

∫ ٠

c

exdx = lim
c→−∞

(e٠ − ec) = ١

انتگرالپذیر و پیوسته [c, ٠] بازه ی هر در توابع این دوی هر f(x) = ex

١+x۴ و g(x) = ex دهید قرار

همچنین هستند. مثبت و

lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= lim

x→−∞

١
١ + x۴ = ٠

∫ ٠
−∞ f(x)dx که ͬ شود م نتیجه همͽراست

∫ ٠
−∞ g(x)dx که آنجا از حدی مقایسه ی آزمون به بنا

همͽراست.

واگراست.
∫∞

١
١

١+lnx
dx که دهید نشان .٣۵۴ مثال

٢۵٢



واگراست.
∫∞

١
١
x
dx که ͬ دانیم م پاسخ.

lim
x→∞

١
١+lnx

١
x

= lim
x→∞

x

١ + ln x

ͬ کنیم: م استفاده لُپیتال از

lim
x→∞

١
١
x

= lim
x→∞

x =∞

بودن انتگرالپذیر و تابع دو این بودن مثبت (به واگراست.
∫∞

١
١

١+lnx
dx حدی مقایسه ی آزمون به بنا

شود). توجه (c ≥ ١ (برای [١, c] شͺل به بازه ی هر در آنها

سری ها) (برای انتگرال آزمون ١ . ٢٨ . ٣

باشد. پیوسته و نزولͬ انتگرال پذیر، مثبت، [١,∞) بازه ی بر f : [١,∞) → R تابع کنید فرض

باشد. همͽرا
∫∞

١ f(x)dx اگر تنها و اگر همͽراست
∑∞

n=١ f(n) سری آنگاه

اثبات ایده ی

∞∑
n=٢

f(x) ⩽
∫ ∞

١
f(x)dx

∞∑
n=١

f(x) ⩾
∫ ∞

١
f(x)dx

٢۵٣



واگراست. ٠ < p ⩽ ١ برای و همͽرا p > ١ برای
∑∞

n=١
١
np سری .٣۵۵ نتیجه

که نکرده ایم ادعا وجه هیچ به .٣۵۶ ∫توجه ∞

١
f(x)dx =

∞∑
n=١

f(x)

∫مثلا́ ∞

١

١
x٢dx ̸=

∞∑
n=١

١
x٢ =

π٢

۶

واگرائͬ و
∑ ١

n٢ همͽرائͬ علت عددی، روش ͷی با که باشد مهم برایتان شاید .٣۵٧ توجه

داریم .B =
∑∞

n=١
١
n٢ و A =

∑∞
n=١

١
n

دهید: قرار کنید. بررسͬ را
∑ ١

n

A = ١ +
١
٢
+ (

١
٣
+

١
۴
) + (

١
۵
+

١
۶
+

١
٧
+

١
٨
)+

(
١
٩
+

١
١٠

+
١

١١
+

١
١٢

+
١

١٣
+

١
١۴

+
١

١۵
+

١
١۶

) + . . .

A ⩾ ١ +
١
٢
+ (

١
۴
+

١
۴
) + (۴× ١

٨
) + (٨× ١

١۶
) + (١۶× ١

٣٢
) + . . .

A ⩾ ١ +
١
٢
+

١
٢
+

١
٢
+

١
٢
+

١
٢
+ . . .

⇒ A 7→ ∞

B = ١ + (
١
٢٢ +

١
٣٢ ) + (

١
۴٢ +

١
۵٢ +

١
۶٢ +

١
٧٢ )+

(
١
٨٢ +

١
٩٢ +

١
١٠٢ +

١
١١٢ +

١
١٢٢ +

١
١٣٢ +

١
١۴٢ +

١
١۵٢ ) +

١
١۶٢ + . . .

B ⩽ ١ + (
١
٢٢ +

١
٢٢ ) + (

۴
۴٢ ) + (

٨
٨٢ ) + (

١۶
١۶٢ ) + . . .

= ١ +
١
٢
+

١
٢٢ +

١
٢٣ +

١
٢۴ +

١
٢۵ + . . . =

١
١− ١

٢
= ٢

هستند. همͽرا همه، زیر انتگرال های که دهید نشان .٣۵٨ مثال

٢۵۴



.١∫ ∞

١
e−xdx

.٢∫ ∞

١
xe−xdx

.٣∫ ∞

١
x٢e−xdx

.۴∫ ∞

١
xne−xdx

همͽراست.
∫∞

١
١
x٢dx که ͬ دانیم م پاسخ.

lim
x→∞

xne−x

١
x٢

= lim
x→∞

xn+٢

ex
= ٠ (∗)

انتگرالپذیر و پیوسته (c ≥ ١ (برای [١, c]لͺش به بازه های در ١
x٢ xne−xو تابعهای که آنجا از

همͽرا همه شده یاد انتگرال های (∗) رابطه ی و حدی مقایسه ی آزمون به بنا هستند، مثبت و

هستند.

شده ارائه
∫∞

٠
sinx
x

محاسبه ی برای جالبی روش زیر، پیوند در ٢٠٨ پاسخ درس: از خارج

است:

https://math.stackexchange.com/questions/5248/

evaluating-the-integral-int-0-infty-frac-sin-x-x-dx-frac-pi-2

کرد: محاسبه زیر روش به مختلط، توابع از استفاده با ͬ توان م را انتگرال همان

https://math.stackexchange.com/questions/1739621/

the-infinite-integral-of-frac-sin-xx-using-complex-analysis

مختلط اعداد و انتگرال کاربردهای جلسه، دو و کرده ایم حل تمرین جلسه سه درس، ادامه ی در توجه.

خودداری آنها تایپ از آمد، نخواهد درس امتحان در مطالب این که آنجا از کرده ایم. تدریس را

نموده ایم.

٢۵۵

https://math.stackexchange.com/questions/5248/evaluating-the-integral-int-0-infty-frac-sin-x-x-dx-frac-pi-2
https://math.stackexchange.com/questions/5248/evaluating-the-integral-int-0-infty-frac-sin-x-x-dx-frac-pi-2
https://math.stackexchange.com/questions/1739621/the-infinite-integral-of-frac-sin-xx-using-complex-analysis
https://math.stackexchange.com/questions/1739621/the-infinite-integral-of-frac-sin-xx-using-complex-analysis
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١ عمومی ریاضی درس اول سری تکلیف حل

نمایید. تعیین دلیل ذکر با را زیر دنباله های از یک هر حد .١

(الف an =
۱√
n
sin(n۳+۱) (ب an =

√
n۳ + ۲n−

√
n۳ + ۱

الف) حل:

∀n ∈ N, |an| = | ۱√
n
sin(n۳ + ۱)| = | ۱√

n
| | sin(n۳ + ۱)| ≤ ۱√

n

نتیجه در . lim
n→∞

|an| = ۰ داشت خواهیم فشردگی قضیه ی بنابر ، lim
n→∞

۱√
n

= ۰ اینکه به توجه با

است. صفر به همگرا نیز {an} دنباله ی

،n ∈ N هر برای ب)

an =
√

n۳ + ۲n−
√

n۳ + ۱ =
(
√
n۳ + ۲n−

√
n۳ + ۱)(

√
n۳ + ۲n+

√
n۳ + ۱)

(
√
n۳ + ۲n+

√
n۳ + ۱)

=
n۳ + ۲n− n۳ − ۱√
n۳ + ۲n+

√
n۳ + ۱

=
۲n− ۱√

n۳ + ۲n+
√
n۳ + ۱

داشت خواهیم ،
√
n۳ بر اخیر عبارت مخرج و صورت تقسیم با

an =

۲n−۱√
n۳

√
n۳+۲n+

√
n۳+۱√

n۳

=

۲√
n
− ۱√

n۳√
۱+ ۲√

n
+
√

۱+ ۱√
n۳

→ ۰
۲
= ۰

١



١ عمومی ریاضی درس اول سری تکلیف حل

زیر دنباله های از یک هر حد باشد. داشته α برابر حدی an = (۱ +
۱
n
)n همگرای دنباله ی کنید فرض .٢

کنید. تعیین α حسب بر را

(الف bn = (۱+
۱
n
)n+۴ (ب cn = (۱+

۱
n
)۲n (ج dn = (

n

n+ ۱
)n

داریم الف) حل:

bn = (۱+
۱
n
)n+۴ = (۱+

۱
n
)n(۱+

۱
n
)۴

نتیجه در .(۱+ ۱
n)

۴ −→ ۱ آنجا از و (۱+ ۱
n) −→ ۱ همچنین .(۱+ ۱

n)
n −→ α فرض، به توجه با

bn = (۱+
۱
n
)n+۴ = (۱+

۱
n
)n(۱+

۱
n
)۴ −→ α · ۱ = α

ب)

cn = (۱+
۱
n
)۲n =

(
(۱+

۱
n
)n
)۲ −→ α۲

ج)

dn = (
n

n+ ۱
)n = (

۱
۱+ ۱

n

)n =
۱

(۱+ ۱
n)

n
−→ ۱

α

٢



١ عمومی ریاضی درس اول سری تکلیف حل

شده داده دنباله آغازین) جمله ی چند (یا آغازین جمله ی هرگاه نامیم بازگشتی دنباله ای {an}را دنباله ی .٣
بازگشتی دنباله ی دهید نشان باشد. وابسته خود از قبل جمله ی چند یا an−۱ جمله ی به an جمله ی و باشد
نشان است. صعودی دنباله ای ،n ≥ ۲ برای ،an =

√
۳+ ۲an−۱ و a۱ = ۱ دستور با {an}n∈N

است. همگرا دنباله این دهید

فرض ،k ≥ ۲ برای .a۲ =
√
۳+ ۲a۱ =

√
۵ > ۱ = a۱ دنباله، بازگشت دستور به توجه با حل:

صورت این در .ak > ak−۱ کنیم

۳+ ۲ak > ۳+ ۲ak−۱ ⇒
√

۳+ ۲ak >
√

۳+ ۲ak−۱ ⇒ ak+۱ > ak

دنباله ای {an} یعنی .an+۱ > an ،n ∈ N هر برای ریاضی، استقرای از استفاده با ترتیب، این به
ثابت است کافی دنباله، این همگرایی اثبات برای یکنوا، دنباله های خاصیت به توجه با است. صعودی

می دهیم. انجام استقرا از استفاده با نیز را کار این است. کراندار بالا از دنباله این کنیم

a۱ = ۱ < ۳, a۲ =
√
۵ < ۳, a۳ =

√
۳+ ۲

√
۵ <

√
۳+ ۲× ۳ = ۳.

.ak+۱ =
√
۳+ ۲ak <

√
۳+ ۲× ۳ = ۳ صورت این در .ak < ۳ کنیم فرض ،k ≥ ۳ برای

بوده، کراندار بالا از و صعودی دنباله ی {an} ترتیب، این به .an < ۳ ،n ∈ N هر برای استقرا، به پس
است. همگرا نتیجه در

٣



١ عمومی ریاضی درس اول سری تکلیف حل

نمایید. تحقیق را زیر سری های واگرایی یا همگرایی .۴

(الف
∞∑
n=۱

۱
۱۲ + ۲۲ + · · ·+ n۲ (ب

∞∑
n=۱

n
√
n

n۲

(ج
∞∑
n=۱

۱√
۱+ ۱

n

(د
∞∑
n=۱

۱× ۳× · · · × (۲n− ۱)
۲× ۴× · · · × (۲n)(۳n + ۱)

الف) حل:

۰ ≤ an =
۱

۱۲ + ۲۲ + · · ·+ n۲ ≤ bn =
۱
n۲

آزمون بر بنا و است همگرا نتیجه در است. p = ۲ > ۱ با همساز فوق سری یک
∑∞

n=۱
۱
n۲ سری

است. همگرا نیز
∑∞

n=۱
۱

۱۲+۲۲+···+n۲ سری مقایسه

داریم bn = ۱
n۲ و an =

n√n
n۲ اختیار با ب)

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n
√
n = ۱

است. همگرا نیز
∞∑
n=۱

n
√
n

n۲ سری حدی مقایسه آزمون به بنا است، همگرا
∞∑
n=۱

۱
n۲ سری که آنجا از

آنگاه an = ۱√
۱+ ۱

n

دهیم قرار اگر ج)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

۱√
۱+ ۱

n

= ۱

است. واگرا شده داده سری limn→∞ an ̸= ۰ چون

د)

an =
۱× ۳× · · · × (۲n− ۱)

۲× ۴× · · · × (۲n)(۳n + ۱)
=

۱
۲
× ۳

۴
× · · · × (۲n− ۱)

۲n
× ۱

۳n + ۱
≤ ۱

۳n

ازمون به بنا و است همگرا نتیجه در است. ۱
۳ ≤ ۱ نسبت قدر با هندسی سری یک

∑∞
n=۱

۱
۳n سری

است. همگرا نیز شده داده سری مقایسه

۴



١ عمومی ریاضی درس اول سری تکلیف حل

همگرا زیر سری های از یک هر دهید نشان باشد، همگرا و نامنفی جملات با سری یک
∑∞

n=۱ an اگر .۵
است.

(الف
∞∑
n=۱

a۲
n (ب

∞∑
n=۱

an
an + ۱

(ج
∞∑
n=۱

a۲
n

a۲
n + ۱

حل:

وجود n۰ یک بنابراین .limn→∞ an = ۰ نتیجه در است. همگرا
∑∞

n=۱ an سری فرض طبق الف)
داریم n ≥ n۰ هر برای که دارد

۰ ≤ a۲
n ≤ an ≤ ۱.

است. همگرا نیز
∑∞

n=۱ a
۲
n سری حدی مقایسه آزمون به بنا پس

ب)

lim
n→∞

an
an+۱

an
= lim

n→∞

an
an(an + ۱)

= ۱

است. همگرا نیز
∑∞

n=۱
an

an+۱ سری حدی مقایسه آزمون به بنا نتیجه در

سری می شود نتیجه (ب) قسمت مشابه است، همگرا (الف) قسمت در شده داده سری که آنجا از ج)

است. همگرا نیز
∑∞

n=۱
a۲n

a۲n+۱

۵



١ عمومی ریاضی درس دوم سری تکلیف حل

کنید. تعیین را زیر سری های از یک هر واگرایی یا مشروط مطلق، همگرایی .١

(الف
∞∑
n=۱

(−۱)n

(n+ ۱)(n+ ۲)
(ب

∞∑
n=۱

(−۱)n۳n

(۲n)n
(ج

∞∑
n=۱

sin(nπa)

n۲ ( است ثابت عددی a)

حل:

زیرا: است مطلق همگرای سری این الف)

lim

∣∣ (−۱)n
(n+۱)(n+۲)

∣∣
۱
n۲

= lim
n۲

(n+ ۱)(n+ ۲)
= ۱

می شود. نتیجه
∞∑
n=۱

(−۱)n

(n+ ۱)(n+ ۲)
مطلق همگرائی حدی، مقایسه آزمون و

∞∑
n=۱

۱
n۲ همگرائی از

زیرا: است مطلق همگرای سری این ب)

lim n

√∣∣(−۱)n۳n
(۲n)n

∣∣ = lim
۳
۲n

= ۰

می شود. نتیجه
∞∑
n=۱

(−۱)n۳n

(۲n)n
مطلق همگرائی ریشه آزمون از

زیرا: است مطلق همگرای سری این ج)

∣∣sin(nπa)
n۲

∣∣ ≤ ۱
n۲

می شود. نتیجه
∞∑
n=۱

sin(nπa)

n۲ مطلق همگرائی مقایسه، آزمون و
∞∑
n=۱

۱
n۲ همگرائی از

١



١ عمومی ریاضی درس دوم سری تکلیف حل

است؟ همگرا
∞∑
n=۰

n(n− ۱)(x− ۳)n

۲n(۲n+ ۱)۲
سری x ∈ R از مقادیری چه برای .٢

حل:

lim

∣∣n(n+۱)(x−۳)n+۱

۲n+۱(۲n+۳)۲
∣∣∣∣n(n−۱)(x−۳)n

۲n(۲n+۱)۲
∣∣ = lim

(n+ ۱)(۲n+ ۱)۲|x− ۳|
۲(n− ۱)(۲n+ ۳)۲

=
|x− ۳|

۲

است. مطلق همگرای سری نسبت آزمون بنابر x ∈ (۱, ۵) یعنی ،
|x− ۳|

۲
< ۱ برای ترتیب این به

سری ،lim
n(n− ۱)
(۲n+ ۱)۲

=
۱
۴
̸= ۰ چون حالت این در است.

∞∑
n=۰

n(n− ۱)
(۲n+ ۱)۲

شکل به سری x = ۵ ازای به

واگراست.

چون هم حالت این در است.
∞∑
n=۰

(−۱)n
n(n− ۱)
(۲n+ ۱)۲

شکل به سری x = ۱ ازای به مشابه، شکل به

است)، همگرا − ۱
۴

به آن فرد زیردنباله ی و
۱
۴

به آن زوج (زیردنباله ی است واگرا {(−۱)n
n(n− ۱)
(۲n+ ۱)۲

}

است. واگرا سری

سری عمومی جمله حد نسبت آزمون نتایج به توجه با ،
|x− ۳|

۲
> ۱ یعنی ،x < ۱ یا x > ۵ برای

شکل به دقیق تر صورت به می توانیم را اخیر خاصیت واگراست. سری نبوده، صفر
∞∑
n=۰

n(n− ۱)(x− ۳)n

۲n(۲n+ ۱)۲
کنیم. بیان نیز زیر

و an > ۰ ،|x− ۳| > ۲ اینکه به توجه با آنگاه an :=
∣∣n(n− ۱)(x− ۳)n

۲n(۲n+ ۱)۲
∣∣ دهیم قرار اگر

lim
an+۱

an
= lim

∣∣n(n+۱)(x−۳)n+۱

۲n+۱(۲n+۳)۲
∣∣∣∣n(n−۱)(x−۳)n

۲n(۲n+۱)۲
∣∣ = lim

(n+ ۱)(۲n+ ۱)۲|x− ۳|
۲(n− ۱)(۲n+ ۳)۲

=
|x− ۳|

۲
> ۱

این در نتیجه در .lim an ≥ a۱ > ۰ پس .an > a۱ > ۰ ،n هر برای نتیجه در و an+۱ > an ترتیب این به
است. واگرا سری حالت

٢



١ عمومی ریاضی درس دوم سری تکلیف حل

کنید. تعیین را
∞∑
n=۰

(x−
√
۲)۲n+۱

۲n
توان سری همگرایی بازه ی و شعاع .٣

حل:

lim

∣∣ (x−√
۲)۲n+۳

۲n+۱

∣∣∣∣ (x−√
۲)۲n+۱

۲n
∣∣ =

|x−
√
۲|۲

۲

است. مطلق همگرای x ∈ (۰, ۲
√
۲) برای یعنی ،

|x−
√
۲|۲

۲
< ۱ برای توان سری نسبت، آزمون بنابر پس

است. واگرا حالت این در پس است.
∞∑
n=۰

(۰−
√
۲)۲n+۱

۲n
=

∞∑
n=۰

−
√
۲ شکل به سری x = ۰ برای

است. واگرا هم حالت این در پس است.
∞∑
n=۰

(۲
√
۲−

√
۲)۲n+۱

۲n
=

∞∑
n=۰

۲ شکل به سری x = ۲
√
۲ برای

است. واگرا
|x−

√
۲|۲

۲
> ۱ برای فوق سری که می شود تحقیق دوم، مسئله حل مشابه

است. (۰, ۲
√
۲) همگرایی بازه ی و

√
۲ همگرائی شعاع ترتیب این به

٣



١ عمومی ریاضی درس دوم سری تکلیف حل

ex
۲ ≥ ۱+ x۲ دهید نشان x ∈ R هر برای الف- .۴

تابع دهید نشان است. مفروض f(x) =


ln(۱+ x۲)

x
x > ۰

ex − ۱
x+ ۱

x ≤ ۰
ضابطه ی با f : R → R تابع ب-

است. پیوسته صفر در f

نتیجه در .ex =
∞∑
n=۰

xn

n!
می دانیم الف) حل:

ex
۲
=

∞∑
n=۰

(x۲)n

n!
≥ ۱+ x۲

با . lim
x→۰−

f(x) = lim
x→۰+

f(x) = f(۰) دهیم نشان لازم است پیوسته صفر در f اینکه دادن نشان برای ب)

،x = ۰ در نمایی تابع پیوستگی از استفاده

lim
x→۰−

f(x) = lim
x→۰−

ex − ۱
x+ ۱

= lim
x→۰

ex − ۱
x+ ۱

=
۰
۱
= ۰ = f(۰)

می گیریم نتیجه (الف) قسمت از ،ln تابع بودن صعودی به توجه با

ln(ex
۲
) ≥ ln(۱+ x۲)

قضیه ی از استفاده با .۰ ≤ ln(x۲ + ۱)
x

≤ x ،x مثبت مقادیر برای لذا .x۲ ≥ ln(x۲ + ۱) نتیجه در
(فشردگی)، فشار

lim
x→۰+

f(x) = lim
x→۰+

ln(x۲ + ۱)
x

= ۰ = f(۰)

۴



١ عمومی ریاضی درس دوم سری تکلیف حل

.
ec

c
= c۳ − ۱ که طوری به دارد وجود c مثبت حقیقی عدد دهید نشان .۵

داریم است. پیوسته تابعی R بر f می گیریم. نظر در را f(x) = ex − x۴ + x ضابطه ی با f تابع حل:

f(۰) = ۱ > ۰ و f(۲) = e۲ − ۲۴ + ۲ < ۰

طوری به دارد وجود c ∈ (۰, ۲) عدد ،[۰, ۲] بازه ی بر f پیوسته ی تابع برای میانی مقادیر قضیه ی بر بنا نتیجه در
داشت خواهیم ،c بودن صفر غیر به توجه با .ec − c۴ + c = ۰ یا ،f(c) = ۰ که

ec

c
= c۳ − ۱

۵



١ عمومی ریاضی درس سوم سری تکلیف حل

آورید بدست را زیر حد مقدار .f(۲) = ۹ و f ′(x) = ۱
x کنید فرض .١

lim
x→۲

f(x۲ + ۵)− f(۹)
x− ۲

.

می دانیم .h(x) = x۲ + ۵ و g(x) = f(x)−f(۹)
x−۹ دهید قرار حل:

lim
x→۹

g(x) = f ′(۹) =
۱
۹
.

همچنین
lim
x→۲

h(x) = ۲۲ + ۵ = ۹.

داریم قضیه طبق بنابراین

lim
x→۲

g(h(x)) = lim
x→۲

f(x۲ + ۵)− f(۹)
x۲ + ۵− ۹

=
۱
۹
.

بنابراین

lim
x→۲

f(x۲ + ۵)− f(۹)
x− ۲

= lim
x→۲

f(x۲ + ۵)− f(۹)
x۲ − ۴

(x+ ۲) =
۱
۹
× (۲+ ۲) =

۴
۹
.

فوق، نمادهای از استفاده با دوم: راه

lim
x→۲

f(x۲ + ۵)− f(۹)
x− ۲

= lim
x→۲

f
(
h(x)

)
− f

(
h(۲)

)
x− ۲

= f ′(h(۲))h′(۲) = f ′(۹)× ۴ =
۴
۹

١



١ عمومی ریاضی درس سوم سری تکلیف حل

صدق f(x + y) = f(x).f(y) رابطه ی در x, y ∈ R هر برای f : R → (۰,+∞) تابع کنید فرض .٢
کند.

f(۰) = ۱ دهید نشان الف)

است. پیوسته جا همه f تابع آنگاه باشد، پیوسته صفر در f اگر دهید نشان ب)
و است پذیر مشتق جا همه f تابع آنگاه ، f ′(۰) = ۱ و باشد پذیر مشتق صفر در f اگر دهید نشان ج)

.f ′(x) = f(x)

استفاده با دیگر، طرف از .f(۰) ̸= ۰ نتیجه در .f(x) > ۰ ،x ∈ R هر برای فرض، به توجه با الف) حل:
،f تابع خاصیت از

f(۰) = f(۰+ ۰) = f(۰)f(۰)

.f(۰) = ۱ نتیجه در
،x۰ ∈ R دلخواه نقطه ی برای اکنون .lim

h→۰
f(h) = f(۰) = ۱ صفر، در f تابع پیوستگی فرض بنابر ب)

lim
x→x۰

f(x) = lim
h→۰

f(x۰ + h) = lim
h→۰

f(x۰)f(h) = f(x۰) lim
h→۰

f(h) = f(x۰)f(۰) = f(x۰)

است. پیوسته R بر f تابع ،x۰ ∈ R بودن دلخواه به توجه با است. پیوسته x۰ در f این بنابر
داریم ،f ′(۰) = ۱ که این و x = ۰ در f مشتق پذیری فرض بنابر ج)

lim
h→۰

f(h)− f(۰)
h

= lim
h→۰

f(h)− ۱
h

= ۱

،x۰ ∈ R دلخواه نقطه ی برای

lim
h→۰

x۰ + h)− f(x۰)

h
= lim

h→۰

f(x۰)f(h)− f(x۰)

h
= f(x۰) lim

h→۰

f(h)− ۱
h

= f(x۰)

،x ∈ R هر برای و است مشتق پذیر R بر f پس .f ′(x۰) = f(x۰) و است مشتق پذیر x۰ در f پس
.f ′(x) = f(x)

٢



١ عمومی ریاضی درس سوم سری تکلیف حل

در y = x۳ منحنی بر و کند می عبور (a, ۰) از که دارد وجود مستقیمی خط دهید نشان .a ̸= ۰ کنید فرض .٣
y = x۳ منحنی بر و کند عبور (a, ۰) از که دارد وجود دیگری مستقیم خط آیا است. مماس x = ۳a

۲ نقطه
چند y = x۳ منحنی بر مماس ثابت نقطه یک از عبوری مستقیم خطوط تعداد بیشترین و کمترین باشد. مماس

است؟ تا

حل:

خط معادله بنابراین است. ۳(۳a۲ )
۲ = ۲۷a۲

۴ برابر x = ۳a
۲ نقطه در y = x۳ منحنی بر مماس خط شیب

است. y = ۲۷a۲
۴ (x− a) برابر سوال صورت در شده خواسته (a, ۰) نقطه از عبوری

مماس y = x۳ منحنی بر x۰ نقطه در y = m(x − a) معادله به (a, ۰) نقطه از عبوری خط کنید فرض
درنتیجه است. خط روی (x۰, x

۳
۰ ) نقطه و است m = ۳x۲

۰ خط شیب بنابراین باشد.

x۳
۰ = m(x۰ − a) = ۳x۲

۰(x۰ − a).

دارد وجود منحنی بر مماس (a, ۰) از عبوری خط دو لذا .x۰ =
۳a
۲ یعنی ،x۰ = ۳x۰ − ۳a یا x۰ = ۰ پس

.y = ۲۷a۲
۴ (x− a) خط دیگری و y = ۰ خط یکی

y = x۳ منحنی بر x۰ نقطه در y − b = m(x − a) معادله به (a, b) نقطه از عبوری خط اگر کلی بطور
درنتیجه است. خط روی (x۰, x

۳
۰ ) نقطه و است m = ۳x۲

۰ خط شیب آن گاه باشد، مماس

x۳
۰ − b = m(x۰ − a) = ۳x۲

۰(x۰ − a).

معادل بطور یا
۲x۳

۰ − ۳ax۲
۰ + b = ۰.

برای (مثلا است یک عبوری خط تعداد کمترین بنابراین دارد. جواب ٣ حداکثر و جواب یک حداقل معادله این

.((a, b) = (۲, ۴) برای (مثلا است ٣ عبوری خط تعداد بیشترین و ((a, b) = (۰, ۰)

٣



١ عمومی ریاضی درس سوم سری تکلیف حل

بگیرید. نظر در را f(x) =
ex

x
ضابطه ی با f تابع .۴

آورید. بدست را (۰,+∞) بازه fدر تابع مطلق مینیمم الف)
چرا؟ است؟ مطلق ماکزیمم دارای (۰,+∞) روی f تابع آیا ب)

معادله ی این بنابر .f ′(x) =
xex − ex

x۲ = ex
x− ۱
x۲ و است مشتق پذیر (۰,∞) بر f تابع حل:

است. (۰,∞) بر f بحرانی نقطه ی تنها x = ۱ یعنی است. x = ۱ تناهی جواب دارای f ′(x) = ۰

∀x ∈ (۰, ۱), f ′(x) < ۰ و ∀x ∈ (۱,∞), f ′(x) > ۰

با است. می نیمم مقدار یک دارای x = ۱ در نتیجه در بوده، صعودی (۱,∞) روی و نزولی (۰, ۱) روی f پس
که این به توجه

lim
x→۰+

f(x) = lim
x→۰+

ex

x
= +∞ و lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞

ex

x
= +∞

بر f تابع می دهد نشان فوق بررسی حال عین در است. (۰,∞) بر f تابع مطلق می نیمم f(۱) این بنابر
ندارد. مطلق ماکزیمم (۰,∞)

۴



١ عمومی ریاضی درس سوم سری تکلیف حل

شعاع به مخروط (حجم است؟ چقدر می گیرد قرار ٢ شعاع به کره یک آن درون که مخروطی کوچکترین حجم .۵
آید.) می بدست ۱

۳πr
۲h رابطه از h ارتفاع و r قاعده

و اند متشابه AOH و ABC مثلث دو شکل مطابق باشد. مماس مخروط بر کره کنیم فرض می توانیم حل:
داریم

r

۲
=

√
h۲ + r۲

h− ۲
.

بنابراین

r۲(h− ۲)۲ = ۴(h۲ + r۲) ⇒ r۲ =
۴h

h− ۴
.

از است عبارت مخروط حجم لذا

∀h > ۴, f(h) =
π

۳
r۲h =

π

۳
× ۴h۲

h− ۴
.

لذا
f ′(h) =

π

۳
× ۸h(h− ۴)− ۴h۲

(h− ۴)۲
=

π

۳
× ۴h۲ − ۳۲h

(h− ۴)۲
.

h > ۴, f ′(h) = ۰ ⇒ h = ۸.

است. f(۸) = π
۳
۲۵۶
۴ = ۶۴π

۳ برابر و می افتد اتفاق h = ۸ در مخروط حجم کمترین درنتیجه

۵



١ عمومی ریاضی درس سوم سری تکلیف حل

آورید بدست را زیر حد مقدار .f(۲) = ۹ و f ′(x) = ۱
x کنید فرض .١

lim
x→۲

f(x۲ + ۵)− f(۹)
x− ۲

.

می دانیم .h(x) = x۲ + ۵ و g(x) = f(x)−f(۹)
x−۹ دهید قرار حل:

lim
x→۹

g(x) = f ′(۹) =
۱
۹
.

همچنین
lim
x→۲

h(x) = ۲۲ + ۵ = ۹.

داریم قضیه طبق بنابراین

lim
x→۲

g(h(x)) = lim
x→۲

f(x۲ + ۵)− f(۹)
x۲ + ۵− ۹

=
۱
۹
.

بنابراین

lim
x→۲

f(x۲ + ۵)− f(۹)
x− ۲

= lim
x→۲

f(x۲ + ۵)− f(۹)
x۲ − ۴

(x+ ۲) =
۱
۹
× (۲+ ۲) =

۴
۹
.

فوق، نمادهای از استفاده با دوم: راه

lim
x→۲

f(x۲ + ۵)− f(۹)
x− ۲

= lim
x→۲

f
(
h(x)

)
− f

(
h(۲)

)
x− ۲

= f ′(h(۲))h′(۲) = f ′(۹)× ۴ =
۴
۹

١



١ عمومی ریاضی درس سوم سری تکلیف حل

صدق f(x + y) = f(x).f(y) رابطه ی در x, y ∈ R هر برای f : R → (۰,+∞) تابع کنید فرض .٢
کند.

f(۰) = ۱ دهید نشان الف)

است. پیوسته جا همه f تابع آنگاه باشد، پیوسته صفر در f اگر دهید نشان ب)
و است پذیر مشتق جا همه f تابع آنگاه ، f ′(۰) = ۱ و باشد پذیر مشتق صفر در f اگر دهید نشان ج)

.f ′(x) = f(x)

استفاده با دیگر، طرف از .f(۰) ̸= ۰ نتیجه در .f(x) > ۰ ،x ∈ R هر برای فرض، به توجه با الف) حل:
،f تابع خاصیت از

f(۰) = f(۰+ ۰) = f(۰)f(۰)

.f(۰) = ۱ نتیجه در
،x۰ ∈ R دلخواه نقطه ی برای اکنون .lim

h→۰
f(h) = f(۰) = ۱ صفر، در f تابع پیوستگی فرض بنابر ب)

lim
x→x۰

f(x) = lim
h→۰

f(x۰ + h) = lim
h→۰

f(x۰)f(h) = f(x۰) lim
h→۰

f(h) = f(x۰)f(۰) = f(x۰)

است. پیوسته R بر f تابع ،x۰ ∈ R بودن دلخواه به توجه با است. پیوسته x۰ در f این بنابر
داریم ،f ′(۰) = ۱ که این و x = ۰ در f مشتق پذیری فرض بنابر ج)

lim
h→۰

f(h)− f(۰)
h

= lim
h→۰

f(h)− ۱
h

= ۱

،x۰ ∈ R دلخواه نقطه ی برای

lim
h→۰

x۰ + h)− f(x۰)

h
= lim

h→۰

f(x۰)f(h)− f(x۰)

h
= f(x۰) lim

h→۰

f(h)− ۱
h

= f(x۰)

،x ∈ R هر برای و است مشتق پذیر R بر f پس .f ′(x۰) = f(x۰) و است مشتق پذیر x۰ در f پس
.f ′(x) = f(x)

٢



١ عمومی ریاضی درس سوم سری تکلیف حل

در y = x۳ منحنی بر و کند می عبور (a, ۰) از که دارد وجود مستقیمی خط دهید نشان .a ̸= ۰ کنید فرض .٣
y = x۳ منحنی بر و کند عبور (a, ۰) از که دارد وجود دیگری مستقیم خط آیا است. مماس x = ۳a

۲ نقطه
چند y = x۳ منحنی بر مماس ثابت نقطه یک از عبوری مستقیم خطوط تعداد بیشترین و کمترین باشد. مماس

است؟ تا

حل:

خط معادله بنابراین است. ۳(۳a۲ )
۲ = ۲۷a۲

۴ برابر x = ۳a
۲ نقطه در y = x۳ منحنی بر مماس خط شیب

است. y = ۲۷a۲
۴ (x− a) برابر سوال صورت در شده خواسته (a, ۰) نقطه از عبوری

مماس y = x۳ منحنی بر x۰ نقطه در y = m(x − a) معادله به (a, ۰) نقطه از عبوری خط کنید فرض
درنتیجه است. خط روی (x۰, x

۳
۰ ) نقطه و است m = ۳x۲

۰ خط شیب بنابراین باشد.

x۳
۰ = m(x۰ − a) = ۳x۲

۰(x۰ − a).

دارد وجود منحنی بر مماس (a, ۰) از عبوری خط دو لذا .x۰ =
۳a
۲ یعنی ،x۰ = ۳x۰ − ۳a یا x۰ = ۰ پس

.y = ۲۷a۲
۴ (x− a) خط دیگری و y = ۰ خط یکی

y = x۳ منحنی بر x۰ نقطه در y − b = m(x − a) معادله به (a, b) نقطه از عبوری خط اگر کلی بطور
درنتیجه است. خط روی (x۰, x

۳
۰ ) نقطه و است m = ۳x۲

۰ خط شیب آن گاه باشد، مماس

x۳
۰ − b = m(x۰ − a) = ۳x۲

۰(x۰ − a).

معادل بطور یا
۲x۳

۰ − ۳ax۲
۰ + b = ۰.

برای (مثلا است یک عبوری خط تعداد کمترین بنابراین دارد. جواب ٣ حداکثر و جواب یک حداقل معادله این

.((a, b) = (۲, ۴) برای (مثلا است ٣ عبوری خط تعداد بیشترین و ((a, b) = (۰, ۰)

٣



١ عمومی ریاضی درس سوم سری تکلیف حل

بگیرید. نظر در را f(x) =
ex

x
ضابطه ی با f تابع .۴

آورید. بدست را (۰,+∞) بازه fدر تابع مطلق مینیمم الف)
چرا؟ است؟ مطلق ماکزیمم دارای (۰,+∞) روی f تابع آیا ب)

معادله ی این بنابر .f ′(x) =
xex − ex

x۲ = ex
x− ۱
x۲ و است مشتق پذیر (۰,∞) بر f تابع حل:

است. (۰,∞) بر f بحرانی نقطه ی تنها x = ۱ یعنی است. x = ۱ تناهی جواب دارای f ′(x) = ۰

∀x ∈ (۰, ۱), f ′(x) < ۰ و ∀x ∈ (۱,∞), f ′(x) > ۰

با است. می نیمم مقدار یک دارای x = ۱ در نتیجه در بوده، صعودی (۱,∞) روی و نزولی (۰, ۱) روی f پس
که این به توجه

lim
x→۰+

f(x) = lim
x→۰+

ex

x
= +∞ و lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞

ex

x
= +∞

بر f تابع می دهد نشان فوق بررسی حال عین در است. (۰,∞) بر f تابع مطلق می نیمم f(۱) این بنابر
ندارد. مطلق ماکزیمم (۰,∞)

۴



١ عمومی ریاضی درس سوم سری تکلیف حل

شعاع به مخروط (حجم است؟ چقدر می گیرد قرار ٢ شعاع به کره یک آن درون که مخروطی کوچکترین حجم .۵
آید.) می بدست ۱

۳πr
۲h رابطه از h ارتفاع و r قاعده

و اند متشابه AOH و ABC مثلث دو شکل مطابق باشد. مماس مخروط بر کره کنیم فرض می توانیم حل:
داریم

r

۲
=

√
h۲ + r۲

h− ۲
.

بنابراین

r۲(h− ۲)۲ = ۴(h۲ + r۲) ⇒ r۲ =
۴h

h− ۴
.

از است عبارت مخروط حجم لذا

∀h > ۴, f(h) =
π

۳
r۲h =

π

۳
× ۴h۲

h− ۴
.

لذا
f ′(h) =

π

۳
× ۸h(h− ۴)− ۴h۲

(h− ۴)۲
=

π

۳
× ۴h۲ − ۳۲h

(h− ۴)۲
.

h > ۴, f ′(h) = ۰ ⇒ h = ۸.

است. f(۸) = π
۳
۲۵۶
۴ = ۶۴π

۳ برابر و می افتد اتفاق h = ۸ در مخروط حجم کمترین درنتیجه

۵



١ عمومی ریاضی درس چهارم سری تکلیف حل

کنید. حل متغیر تغییر روش کمک به را زیر انتگرال های .١

(الف
∫

x۲
√

x۳ + ۸ dx (ب
∫

dx

x
√
x− ۱

(ج
∫

ln(xx) + ۳
x۲

پاسخ:

داریم: پس ،
۱
۳
du = x۲dx یا du = ۳x۲dx بنابراین u = x۳ + ۸ کنیم فرض ∫الف)

x۲
√

x۳ + ۸ dx =

∫
۱
۳
√
udu =

۱
۳
× ۲

۳
√
u۳ + c =

۲
۹
√

(x۳ + ۸)۳ + C

داریم: پس x = u۲ + ۱ و ۲udu = dx بنابراین u۲ = x− ۱ کنیم فرض ∫ب)
dx

x
√
x− ۱

=

∫
۲u du

u(u۲ + ۱)
= ۲ tan−۱ u+ c = ۲ tan−۱(

√
x− ۱) + c

: داریم lnxx = x lnx اینکه به توجه با ج)

ln(xx) + ۳
x۲ =

lnx

x
+

۳
x۲

بنابراین و du =
dx

x
پس u = ln x کنیم فرض ∫حال

(
lnx

x
+

۳
x۲ )dx =

∫
udu− ۳

x
+ c =

۱
۲
u۲ − ۳

x
+ c =

۱
۲
(lnx)۲ − ۳

x
+ c

١



١ عمومی ریاضی درس چهارم سری تکلیف حل

کنید. حل جزء به جزء روش کمک به را زیر انتگرال های .٢

(الف
∫

x tan−۱ x dx (ب
∫

۵√
x۳ lnx dx (ج

∫
e
√
x dx

پاسخ:

از استفاده با پس ،v =
x۲

۲
و du =

dx

۱+ x۲ بنابراین dv = x dx و u = tan−۱ x کنیم فرض الف)
داریم: جزء به جزء روش

∫
x tan−۱ xdx =

x۲

۲
tan−۱ x− ۱

۲

∫
x۲

۱+ x۲ dx

=
x۲

۲
tan−۱ x− ۱

۲

∫
(۱− ۱

۱+ x۲ )dx

=
x۲

۲
tan−۱ x− x

۲
+

۱
۲
tan−۱ x+ c

= (
x۲ + ۱
۲

) tan−۱ x− x

۲
+ c

استفاده با پس ،v =
۵
۸

۵√
x۸ و du =

dx

x
بنابراین dv =

۵√
x۳dx و u = ln x کنیم فرض ب)

داریم: جزء به جزء روش ∫از
۵√
x۳ lnx dx =

۵
۸

۵√
x۸ lnx− ۵

۸

∫
۵√
x۳ dx

=
۵
۸

۵√
x۸ lnx− ۲۵

۶۴
۵√
x۸ + c

پس
∫

e
√
x dx =

∫
۲tetdt داشت: خواهیم و dx = ۲t dt بنابراین x = t۲ کنیم فرض ابتدا ج)

به جزء روش از استفاده با پس ،v = et و du = dt بنابراین dv = et dt و u = t کنیم فرض
داریم: ∫جزء

e
√
x dx =

∫
۲tetdt

= ۲tet − ۲et + c

= ۲
√
xe

√
x − e

√
x + c

٢



١ عمومی ریاضی درس چهارم سری تکلیف حل

کنید. حل مثلثاتی تغییرمتغیر روش کمک به را زیر انتگرال های .٣

(الف
∫

x۳
√
۱− x۲

dx (ب
∫ √

x۲ − ۹
۳x۲ dx (ج

∫
ex(۱−e۲x)

۳
۲ dx

پاسخ:
داشت: خواهیم و dx = cos t dt آنگاه x = sin t دهیم: قرار هرگاه ∫الف)
x۳

√
۱− x۲

dx =

∫
sin۳ t

cos t
cos tdt

=
∫
sin t(۱− cos۲ t) dt

= − cos t+
۱
۳
cos۳ t+ c

=
√

۱− x۲ +
۱
۳
√

(۱− x۲)۳ + c

داشت: خواهیم و dx = ۳ sec t tan t dt آنگاه x = ۳ sec t دهیم: قرار هرگاه ∫ب) √
x۲ − ۹
۳x۲ dx =

∫
۳ tan t
۲۷ sec۲ t

(۳ sec t tan t)dt

=
۱
۳

∫
sin۲ t

cos t
dt

=
۱
۳

∫
(sec t− cos t) dt

=
۱
۳
ln(sect+ tan t)− ۱

۳
sin t+ c

=
۱
۳
ln(

x+
√
x۲ − ۹
۳

)− ۱
۳

√
x۲ − ۹
x

+ c

داشت: خواهیم و ex dx = cos t dt آنگاه ex = sin t دهیم: قرار هرگاه ج)

٣



∫
ex(۱− e۲x)

۳
۲ dx =

∫
cos۳ t cos t dt

=

∫
(
cos ۲t+ ۱

۲
)۲dt

=
۱
۴

∫
(
cos ۴t+ ۱

۲
+ ۲ cos ۲t+ ۱) dt

=
۱
۳۲

sin ۴t+
۱
۴
sin ۲t+

۳t
۸

+ c

=
۱
۸
ex
√

۱− e۲x
√

۱− ۴e۲x(۱− e۲x) +
۱
۲
ex
√

۱− e۲x +
۳ sin−۱(ex)

۸
+ c

۴



١ عمومی ریاضی درس چهارم سری تکلیف حل

کنید. حل کسرها تجزیه ی روش کمک به را زیر های انتگرال .۴

(الف
∫

x۲ − x+ ۱
x۳ − x۲ dx (ب

∫
۱۱x۲ − ۴

x۵ + ۴x۳ − ۳x

پاسخ:
∫الف)

x۲ − x+ ۱
x۳ − x۲ dx =

∫
(

۱
x− ۱

− ۱
x۲ ) dx

= ln |x− ۱|+ ۱
x
+ c

∫ب)
۱۱x۲ − ۴

x۵ + ۲x۳ − ۳x
dx =

∫
۱۱x۲ − ۴

x(x۲ + ۳)(x− ۱)(x+ ۱
dx

=

∫
(
۴
۳
x
−

۳۷
۱۲ x

x۲ + ۳
+

۷
۸

x− ۱
+

۷
۸

x+ ۱
)dx

= ۴
۳ ln |x| −

۳۷
۲۴

ln |x۲ + ۳|+ ۷
۸
(ln |x− ۱|+ ln |x− ۱|) + c

۵



١ عمومی ریاضی درس چهارم سری تکلیف حل

کنید. حل را زیر های انتگرال روش، چند از استفاده با لزوم صورت در .۵

(الف
∫

ex

e۲x − ۴
dx (ب

∫
ln(x۲ + ۲x+ ۲) dx

(ج
∫

dx√
x(۲+ ۴

√
x)

(د
∫

۴x
(x۲ − ۲x+ ۲)۲

dx

(ه
∫

cosx

۲− cosx
dx

پاسخ:
داریم: x = lnu معادل بطور یا u = ex فرض با کسرها، تجزیه و متغیر تغییر روش از استفاده با الف)

داشت: خواهیم بنابراین .exdx = du یا و dx =
du

u∫
ex

e۲x − ۴
dx =

∫
du

u۲ − ۴
=

∫
du

(u− ۲)(u+ ۲)
=

۱
۴

∫
(

۱
u− ۲

− ۱
u+ ۲

)du

=
۱
۴
(ln |u− ۲| − ln |u+ ۲|) + c

=
۱
۴
ln |u− ۲

u+ ۲
|+ c

=
۱
۴
ln |e

x − ۱
ex + ۱

|+ c

داریم: dv = dx و u = ln(x۲ + ۲x+ ۲) فرض با به جزء جزء روش از استفاده با ب)

داشت: خواهیم بنابراین .v = x و du =
۲x+ ۲

x۲ + ۲x+ ۲
dx

∫
ln(x۲ + ۲x+ ۲) dx = x ln |x۲ + ۲x+ ۲| − ۲

∫
x۲ + x

x۲ + ۲x+ ۲
dx

= x ln |x۲ + ۲x+ ۲| −
∫

(۲− ۲x+ ۲
x۲ + ۲x+ ۲

− ۲
(x+ ۱)۲ + ۱

)dx

= x ln |x۲ + ۲x+ ۲| − ۲x+ ln |x۲ + ۲x+ ۲|+ ۲ tan−۱(x+ ۱) + c

= (x+ ۱) ln |x۲ + ۲x+ ۲| − ۲x+ ۲ tan−۱(x+ ۱) + c

۶



خواهیم بنابراین .dx = ۴u۳du داریم: x = u۴ فرض با کسرها، تجزیه و متغیر تغییر روش از استفاده با ج)
∫داشت:

dx√
x(۲+ ۴

√
x)

=

∫
۴u۳du

u۲(۲+ u)

=

∫
۴u du

۲+ u

=

∫
(۴− ۸ du

۲+ u
)

= ۴u− ۸ ln |۲+ u|+ c

= ۴ ۴
√
x− ۸ ln |۲+ ۴

√
x|+ c

داشت: خواهیم dx = sec۲ t dt نتیجه در و x− ۱ = tan t متغیر تغییر از استفاده با ∫د)
۴x

(x۲ − ۲x+ ۲)۲
dx =

∫
۴(۱+ tan t) sec۲ t

(۱+ tan۲ t)۲
dt

=

∫
۴(۱+ tan t) cos۲ t dt

=

∫
۴(
cos ۲t+ ۱

۲
+ sin t cos t)dt

= sin ۲t+ ۲t− ۲ cos۲ t+ c

= ۲ tan−۱(x+ ۱) +
۲(x− ۱)

x۲ − ۲x+ ۲
− ۱

(x۲ − ۲x+ ۲)
+ c

∫ه)
cosx

۲− cosx
dx =

∫
(−۱+

۲
۲− cosx

)dx

= −x+ ۲
∫ ۱+ tan۲(

x

۲
)

۳ tan۲(
x

۲
) + ۱

dx

= −x+ ۲
∫

du

۳u۲ + ۱

= −x+
۲
√
۳

۳
tan−۱(

√
۳u) + c

= −x+
۲
√
۳

۳
tan−۱(

√
۳ tan(

x

۲
)) + c

٧



١ عمومی ریاضی درس پنجم سری تکلیف
( ١۶ ساعت ماه دی ٩ شنبه تحویل: زمان (آخرین

...................... استاد: نام .................... دانشجویی: شماره خانوادگی:............................ نام و نام

دهید نشان .١

(الف ۲ ≤
∫ ۲

۰
e(۲x−x۲) dx ≤ ۲e (ب

√
۲ ≤

∫ ۱

−۱

۱√
۱+ x۲

dx ≤ ۲

پاسخ:

١



١ عمومی ریاضی درس پنجم سری تکلیف
( ١۶ ساعت ماه دی ٩ شنبه تحویل: زمان (آخرین

...................... استاد: نام ................. دانشجویی: شماره خانوادگی:............................ نام و نام

زیر. معین انتگرال های از یک هر محاسبه است مطلوب .٢

(الف
∫ e

۱
(lnx)۳ dx (ب

∫ ۱

−۱
x۲
√

۱− x۲ dx

(ج
∫ ۵

۲

dx

x۲ − ۴x+ ۱۳
(د

∫ ۱

۰

√
۱− x۲ sin−۱ x dx

پاسخ:

٢



١ عمومی ریاضی درس پنجم سری تکلیف
( ١۶ ساعت ماه دی ٩ شنبه تحویل: زمان (آخرین

...................... استاد: نام .................... دانشجویی: شماره خانوادگی:............................ نام و نام

آورید. دست به [۱, ۲] بازه ی بر را F تابع ضابطه ی است. مفروض F (x) =

∫ x

۱
t[t۲] dt ضابطه با F تابع .٣

پاسخ:

٣



١ عمومی ریاضی درس پنجم سری تکلیف
( ١۶ ساعت ماه دی ٩ شنبه تحویل: زمان (آخرین

...................... استاد: نام .................... دانشجویی: شماره خانوادگی:............................ نام و نام

است. مشتق پذیر وارون تابع بوده، وارون پذیر F تابع دهید نشان .F (x) =

∫ x

۲

√
۱+ t۴ dt کنید فرض .۴

.(F−۱)′(۰) محاسبه ی است مطلوب

پاسخ:

۴



١ عمومی ریاضی درس پنجم سری تکلیف
( ١۶ ساعت ماه دی ٩ شنبه تحویل: زمان (آخرین

...................... استاد: نام .................... دانشجویی: شماره خانوادگی:............................ نام و نام

کنید. بررسی را زیر انتگرالهای واگرایی یا همگرایی .۵

(الف
∫ ∞

۱

dx

x۲ + ۴
√
x

(ب
∫ ∞

−∞

x۲

۹+ x۶ dx

(ج
∫ ∞

۱

e−x

√
x+ x۲

dx (د
∫ ∞

۲

ex

xx
dx

پاسخ:

۵



٣ فصل

میانترم امتحانهای
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مهربان خالق نام به

٩٣ اول ترم ١ عمومی ریاضی ترم میان سوالات پاسخ

∞∑
n=۱

n tan
۱
n
الف) .١

an = n tan ۱
n =

tan ۱
n

۱
n

نمره) ٢)

limn→∞ an = limn→∞
tan ۱

n
۱
n

= lim ۱
n
→۰

tan ۱
n

۱
n

= ۱ ̸= نمره)۰ ٣)

واگراست. سری عمومی، جمله آزمون طبق نمره)بنابراین، ١)
∞∑
n=۱

tanhn

n۲ ب)

.۰ ≤ an ≤ ۱
n۲ لذا ۰ < tanhn ≤ ۱ داریم ،n > ۰ چون an = tanhn

n۲(نمره ٣)

همگراست. همساز فوق سری دستور طبق
∞∑
n=۱

۱
n۲ سری که نمره)میدانیم ٢)

همگراست. سری مقایسه آزمون طبق نتیجه نمره)در ٢)
∞∑
n=۱

(−۱)n
۱

nen
ج)

an = ۱
nen > نمره)۰ ١)

است. نزولی ۱
nen پس است صعودی nen نمره)چون ٣)

limn→∞
۱

nen = نمره)۰ ١)
همگراست. سری نیتس) (لایپ متناوب سری آزمون طبق نتیجه نمره)در ٢ )



(١).pdf (١).bb

٩٣ اول ترم ١ عمومی ریاضی ترم میان سوالات پاسخ

و ex و lnx ،x توابع پیوستگی از .f (x) = x
۱
x = e

lnx
x داریم x > ۰ برای الف) .٢

پیوسته e lnx
x و lnx

x میشود نتیجه پیوستگی، قضایای بنابر x > ۰ اینکه به توجه با
نمره)هستند. ٣ )

میشود نتیجه sinh x و x۲ توابع پیوستگی از و x < ۰ برای ترتیب همین به
است. پیوسته f (x) = sinh x۲(نمره ٣ )

دیگر سوی از
lim
x→۰+

f (x) = lim
x→۰+

x
۱
x = lim

x→۰+
e

lnx
x = ۰

limx→−∞ ex = ۰ و limx→۰+
۱
x = +∞ و limx→۰+ lnx = −∞ زیرا

نتیجه در lnxn → −∞ و ۱
xn

→ +∞ آنگاه ،xn > ۰ و xn → ۰ اگر حال
e

lnxn
xn → ۰ پس lnxn

xn
→ نمره)∞− ۴ )

lim
x→۰−

f (x) = lim
x→۰−

sinh x۲ = sinh( lim
x→۰−

x۲) = sinh ۰ = ۰

است. پیوسته x = ۰ در sinhx زیرا
نتیجه در

lim
x→۰−

f (x) = ۰ = lim
x→۰+

f (x) = f (۰)

است. پیوسته نیز صفر در f نمره)پس ۴ )
است. پیوسته (۰,+∞) بر f (x) = x

۱
x − ۱

۲ ضابطه با f تابع (الف) بر بنا نمره)ب) ٢ )
f (۱) = ۱− ۱

۲ > نمره)۰ ١ )
f ( ۱۲) = ( ۱۲)

۲ − ۱
۲ < نمره)۰ ١ )

.c ۱
c = ۱

۲ یعنی f (c) = ۰ که دارد وجود c ∈ ( ۱۲, ۱) عدد بولترانو قضیه بنابر نمره)پس ٢ )
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٩٣ اول ترم ١ عمومی ریاضی ترم میان سوالات پاسخ

الف) .٣

f ′
+(۰) = lim

h→۰+
f (۰ + h)− f (۰)

h
= lim

h→۰+
h

۳
۲ lnh

h
= lim

h→۰+
h

۱
۲ lnh = ۰

.limx→۰+ x
r lnx = ۰ ،r > ۰ برای کتاب شده حل مثال نمره)بنابر ۶ )

f ′
−(۰) = lim

h→۰−
f (۰ + h)− f (۰)

h
= lim

h→۰−
h۲۳h

h
= lim

h→۰−
h۳h = ۰× ۱ = ۰

.f ′(۰) = ۰ و است پذیر مشتق صفر در f یعنی .f ′
+(۰) = f ′

−(۰) = ۰ نتیجه نمره)در ۶ )
نتیجه x۳

۲ و lnx پذیری مشتق از پس . f (x) = x
۳
۲ lnxداریم x > ۰ برای ب)

نتیجه x۲ و ۳x پذیری مشتق از ترتیب همین به است. پذیر مشتق f میگیریم
است. پذیر مشتق f تابع x < ۰ برای میگیریم

f ′(x) =


۳
۲x

۱
۲ lnx + x

۱
۲ x > ۰

۲x۳x + x۲ ln ۳ ۳x x ≤ ۰
نمره) ٨ )



(٢).pdf (٢).bb

٩۴-٩۵ اول ترم ١ عمومی ریاضی ترم میان آزمون مسائل حل

کنید. تعیین دلیل ذکر با را زیر سری های از یک هر واگرایی یا همگرایی .١

(الف
∞∑
n=۱

n sin
۱
n

(ب
∞∑
n=۲

(−۱)n ۱
n log۳ n

(۵نمره) است. واگرا پس ندارد. را همگرایی لازم شرط فوق سری ، lim
n→∞

n sin
۱
n
= lim

n→∞

sin ۱
n

۱
n

= ۱ اینکه به توجه با الف) حل.

پس است. صعودی ضربشان حاصل نتیجه در و صعودی g(x) = log۳ x و f(x) = x توابع ب)

∀n ≥ ۲, n log۳ n ≤ (n+ ۱) log۳(n+ ۱)

limn→∞ n log۳ n = چون همچنین، است. نزولی دنباله ای { ۱
n log۳ n

} دنبالۀ یعنی . ۱
(n+ ۱) log۳(n+ ۱) ≤ ۱

n log۳ n
آنجا از و

نمره) ۵) است. همگرا
∞∑
n=۱

(−۱)n ۱
n log۳ n

سری لایب نیتس، آزمون بنابر نتیجه در . lim
n→∞

۱
n log۳ n

= ۰ داشت خواهیم ،∞

باشد. همگرا
∞∑
n=۱

(
√
۳np + ۱−

√
۳np − ۳) سری که کنید تعیین چنان را p > ۰ مقادیر .٢

داشت خواهیم آن، مزدوج در an مخرج و صورت کردن ضرب با .an =
√
۳np + ۱−

√
۳np − ۳ می دهیم قرار حل.

an =
۴√

۳np + ۱+
√
۳np − ۳

=
۴

n
p
۲
(√

۳+ ۱
np +

√
۳− ۳

np

)
آنگاه bn = ۱

n
p
۲

دهیم قرار اگر

lim
n→∞

an
bn

=
۲√
۳

سری دارند. رفتار یک واگرایی یا همگرایی بابت از
∞∑
n=۱

bn =

∞∑
n=۱

۱
n

p
۲

و
∞∑
n=۱

an سری دو هر حدی، مقایسۀ آزمون بنابر نتیجه، در

p > ۲ برای و واگرا ۰ < p ≤ ۲ مقادیر برای نیز
∞∑
n=۱

an سری پس است. همگرا p > ۲ برای و واگرا ۰ < p ≤ ۲ برای
∞∑
n=۱

۱
n

p
۲

نمره) ۵) است. همگرا
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است. پیوسته R بر زیر ضابطۀ با f تابع دهید نشان .٣

f(x) =


(ex − ۱) lnx x > ۰

۰ x = ۰

|x|cos x x < ۰

می گیریم. نظر در را زیر حالت سه x۰ ∈ R دلخواه نقطۀ برای حل.

نقطه این در نیز (ex − ۱) lnx تابع نقطه، این در lnx و (ex − ۱) توابع از یک هر پیوستگی به توجه با حالت این در .x۰ > ۰ الف)

نمره) ٣) بود. خواهد پیوسته

پیوسته نقطه این در نیز cosx ln |x| تابع نقطه، این در ln |x| و cosx توابع از یک هر پیوستگی به توجه با حالت این در .x۰ < ۰ ب)

نمره) ۴) است. پیوسته نقطه این در نیز exp(cosx ln |x|) = |x|cos x تابع exp : R → R تابع پیوستگی از استفاده با است.

. lim
x→۰−

f(x) = lim
x→۰+

f(x) = f(۰) = ۰ می دهیم نشان حالت این در .x۰ = ۰ ج)

lim
x→۰−

f(x) = lim
x→۰−

|x|cos x = lim
x→۰−

ecos x ln |x|

. lim
x→۰−

f(x) = ۰ نتیجه در . lim
x→۰−

cosx ln |x| = −∞ داریم limx→۰− ln |x| = −∞ و limx→۰− cosx = ۱ اینکه به توجه با

lim
x→۰+

f(x) = lim
x→۰+

(ex − ۱) lnx = lim
x→۰+

(
ex − ۱
x

)x lnx

همچنین است). x = ۰ نقطه در نمایی تابع راست مشتق برابر عبارت (این lim
x→۰+

ex − ۱
x

= ۱ شده، حل مثال های بنابر

. lim
x→۰+

f(x) = ۱× ۰ = ۰ نتیجه در . lim
x→۰+

x lnx = ۰

نمره) ٨) است. پیوسته R سراسر بر نتیجه در و پیوسته نیز x۰ = ۰ در f تابع ترتیب، این به

.۲c = c۳ که دارد وجود c مثبت عدد دهید نشان .۴
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داریم است. R بر پیوسته تابعی نتیجه در و پیوسته تابع دو تفاضل f(x) = ۲x − x۳ = ex ln ۲ − x۳ ضابطۀ با f تابع حل.

f(۰) = ۲۰ − ۰ = ۱ > ۰ و f(۲) = ۲۲ − ۲۳ = −۴ < ۰

نمره) ١٠) .f(c) = ۲c − c۳ = ۰ که دارد وجود c ∈ (۰, ۲) بولتسانو، قضیۀ بنابر پس

.f(x) =


x۲ tanh(

۱
x
) x ̸= ۰

۰ x = ۰
کنید فرض .۵

آورید. دست به را f ′ ضابطه الف)

کنید. بررسی را x = ۰ در f ′ پیوستگی ب)

داشت خواهیم مرکب، تابع مشتق از استفاده با ،x ̸= ۰ برای الف) حل.

f ′(x) = ۲x tanh( ۱
x
) + x۲(− ۱

x۲
)(
۱− tanh۲(

۱
x
)
)
= ۲x tanh( ۱

x
) + tanh۲(

۱
x
)− ۱

داشت خواهیم است R بر کراندار تابعی tanh تابع اینکه به توجه و تعریف از استفاده با x = ۰ برای

lim
x→۰

f(x)− f(۰)
x− ۰ = lim

x→۰
x tanh(

۱
x
) = ۰

نمره) ١٢) .f ′(x) =


۲x tanh( ۱

x
) + tanh۲(

۱
x
)− ۱ x ̸= ۰

۰ x = ۰
پس

داریم ، lim
x→−∞

tanhx = −۱ و lim
x→∞

tanhx = ۱ اینکه به توجه با ب)

lim
x→۰+

f ′(x) = lim
x→۰+

(
۲x tanh( ۱

x
) + tanh۲(

۱
x
)− ۱

)
= ۰+ (۱)۲ − ۱ = ۰

lim
x→۰−

f ′(x) = lim
x→۰−

(
۲x tanh( ۱

x
) + tanh۲(

۱
x
)− ۱

)
= ۰+ (−۱)۲ − ۱ = ۰

(٨نمره) است. پیوسته x = ۰ در مشتق تابع پس .lim
x→۰

f ′(x) = ۰ = f ′(۰) نتیجه در
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مهربان خالق نام به
۱ عمومی رياضی ترم ميان سوالات پاسخ

۱۳۹۵ ماه آبان

كنيد. تعيين دليل ذكر با را زير سريهاي از هريك واگرايي يا همگرايي .۱∑∞
n=۲

(−۱)nn
lnn الف)

نمره) ۱) .lim lnn
n = ۰ بنابراين ،limx→+∞

lnx
x = ۰ كه ميدانيم پاسخ.

lim n
lnn = +∞ ميگيريم نتيجه ، ۱

an
→ ۰ اگر فقط و اگر an → +∞ كه آنجا از

نمره) ۱)
باشد. همگرا نميتواند نتيجه در و نيست كراندار اي دنباله {(−۱)nn

lnn } ترتيب اين به
نمره) ۱)

داده سري عمومي، جمله آزمون به بنا پس نيست، صفر به همگرا (−۱)nn
lnn وي   ژه به

نمره) ۲) است. واگرا شده

۱



(٣).pdf (٣).bb

مهربان خالق نام به
۱ عمومی رياضی ترم ميان سوالات پاسخ

۱۳۹۵ ماه آبان ∑∞
n=۱

n
coshn ب)

پاسخ.
اول: روش

n

coshn
=

n
en+e−n

۲
=

۲n
en + e−n

≤ ۲n
en

(۱)

نمره) ۲)
n
en > ۰ كه اين و نسبت آزمون بر بنا اثبات براي است. ∞∑همگرا

n=۱
n
en ميكنيم ادعا

داريم

lim
n+۱
en+۱

n
en

= lim
n + ۱
n

× ۱
e
=

۱
e
< ۱

نمره) ۲) است. همگرا ∑∞
n=۱

n
coshn سري پس

است. همگرا شده داده سري ميشود نتيجه مقايسه آزمون و (۱) رابطه از اكنون
نمره) ۱)

دوم: روش
. n
coshn > ۰ ببريم، كار به مستقيما ميتوانيم را نسبت آزمون

lim

n+۱
cosh(n+۱)

n
coshn

= lim
n + ۱
n

× coshn

cosh(n + ۱)

= lim
n + ۱
n

× en + e−n

en+۱ + e−(n+۱) = lim
n + ۱
n

× ۱ + e−۲n

e + e−۲n−۱ =
۱
e
< ۱

آزمون بر بنا شده داده سري نتيجه در .lim n+۱
n = ۱ و limx→−∞ ex = ۰ زيرا

نمره) ۵) است. همگرا نسبت

۲
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مهربان خالق نام به
۱ عمومی رياضی ترم ميان سوالات پاسخ

۱۳۹۵ ماه آبان
∑∞

n=۱
۱

n۲+cosn ج)

پاسخ.

اول: روش
ميگيريم نتيجه −۱ ≤ cosx ≤ ۱ ،x ∈ R هر براي اينكه به توجه با

∀n ∈ N, ۰ <
۱

n۲ + cosn
≤ ۱

n۲ − ۱
نمره) ۲ )

همگرايي از مقايسه آزمون بنابر همگراست، ∑∞
n=۱

۱
n۲−۱ اينكه به توجه با اكنون

نمره) ۲ ) ميشود. نتيجه ∑∞
n=۱

۱
n۲+cosn سري همگرايي ∑∞

n=۱
۱

n۲−۱

lim
۱

n۲−۱
۱
n۲

= ۱ اينكه به توجه با حدي مقايسه آزمون از ∑∞
n=۱

۱
n۲−۱ سري همگرايي

نمره) ۱ ) آيد. مي دست به ∑∞
n=۱

۱
n۲ سري همگرايي و

دوم: روش
۰ < ۱

n۲+cosn ميگيريم نتيجه −۱ ≤ cosx ≤ ۱ اينكه به توجه با
داريم ديگر سوي از

lim
۱

n۲+cosn
۱
n۲

= lim
n۲

n۲ + cosn
= lim

۱
۱ + cosn

n۲

= ۱ > ۰

نمره) ۳)
نمره) ۱ ) lim cosn

n۲ = ۰ پس است، صفر به همگرا { ۱
n۲} دنباله و كراندار {cosn}

سري ميشود نتيجه حدي مقايسه آزمون بنابر ∑∞
n=۱

۱
n۲ سري همگرايي از نتيجه در

نمره) ۱ ) است. همگرا شده داده

۳
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مهربان خالق نام به
۱ عمومی رياضی ترم ميان سوالات پاسخ

۱۳۹۵ ماه آبان

باشد. پيوسته x = ۰ در زير ضابطه با f : R → R تابع كه بيابيد چنان را c عدد .۲

f (x) =

 |x|
۱
x۲ x ̸= ۰

c x = ۰

.limx→۰ f (x) = f (۰) = c باشيم داشته بايد پاسخ.

lim
x→۰

f (x) = lim
x→۰

|x|
۱
x۲ = lim

x→۰
e

ln |x|
x۲

نمره) ۱ )
و a۲

n → ۰ آنگاه an → ۰ اگر .limx→۰
ln |x|
x۲ = −∞ ميدهيم نشان ابتدا

نمره) ۱ ) . ۱
a۲
n
→ +∞ پس a۲

n > ۰
نتيجه در ln |an| → −∞ ميگيريم نتيجه limx→۰+ ln x = −∞ اين بر علاوه

نمره) ۱ ) lim ln |an|
a۲
n

= −∞

پيوستگي براي يعني اين و e
ln |an|
a۲n → ۰ پس limx→−∞ ex = ۰ ديگر سوي از

نمره) ۱ ) c = limx→۰ e
ln |x|
x۲ = ۰ بايد شده داده تابع

۴



(٣).pdf (٣).bb

مهربان خالق نام به
۱ عمومی رياضی ترم ميان سوالات پاسخ

۱۳۹۵ ماه آبان

است. پيوسته R بر f (x) = ln(۲x + ۱) ضابطه با f تابع دهيد نشان الف) .۳
c۲ = ln(۲c + ۱) كه دارد وجود c ∈ R دهيد نشان ب)

پاسخ.
پيوسته h(x) = ln x تابع و g(x) = ۲x+ ۱ = ex ln ۲+ ۱ تابع كه ميدانيم الف)
تابعي f (x) = (hog)(x) توابع، تركيب پيوستگي قضيه به بنا نتيجه در هستند

نمره) ۲ ) است. پيوسته

نمره) ۱ ) g(x) = ln(۲x + ۱)− x۲ ميدهيم قرار ب)
نمره) ۱) است. پيوسته تابعي g(x) ،x۲ تابع پيوستگي و قبل قسمت به توجه با

نمره) ۲ ) .g(۲) = ln ۵− ۴ و g(۰) = ln ۲ بگيريد. نظر در را [۰, ۲] بسته بازه
داريم است، صعودي اكيدا تابعي ln تابع و ۵ < e۴ و ۲ > ۱ كه آنجا از

نمره) ۲ ) .ln ۵ < ln(e۴) = ۴ و ln ۲ > ln ۱ = ۰
قضيه به بنا پس .g(۰).g(۲) < ۰ و پيوسته [۰, ۲] بسته بازه در g(x) تابع نتيجه در
c۲ = ln(۲c+۱)يعني g(c) = ۰ كه طوري به دارد وجود c ∈ (۰, ۲) نقطه بولتسانو

نمره) ۲ )

است. برقرار نيز [۱, ۲] و [−۱, ۱] بسته هاي بازه روي فوق نتيجه توجه:

۵
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ͷی عمومͬ ریاضͬ ترم میان آزمون پاسخ
١٣٩۶ ماه آبان

نمره) کنید.(١۵ بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی .١

(الف
∞∑

n=١

n٣

coshn
(ب

∞∑
n=١

tanhn

en
(ج

∞∑
n=١

(
n

n+ ١)
n٢

داریم کرد. استفاده مقایسه آزمون از ͬ توان م پس است مثبت همواره n٣

coshn
دانیم مͬ الف) حل:

coshn =
en + e−n

٢ ≥ en

٢ ≥ n۵

٢ × ۵! .

بنابراین
n٣

coshn
≤ (٢ × ۵!)n

٣

n۵ =
٢۴٠
n٢ .

نیز ∑∞
n=١

n

coshn
سری مقایسه، آزمون طبق پس همͽراست.

∞∑
n=١

٢۴٠
n٢ = ٢۴٠

∞∑
n=١

١
n٢ سری چون

همͽراست.
این به توجه با کرد. استفاده مقایسه آزمون از ͬ توان م و است مثبت tanhn پس n > ٠ چون ب)

داشت خواهیم tanhn =
en − e−n

en + e−n
≤ ١ که

tanhn

en
≤ ١

en
.

طبق پس است. همͽرا لذا و ٠ <
١
e
< ١ که است ١

e
نسبت قدر با هندسͬ سری

∞∑
n=١

١
en

سری اما

همͽراست. نیز
∞∑
n=١

tanhn

en
سری مقایسه، آزمون

داریم کرد. استفاده ریشه آزمون از ͬ توان م پس است، مثبت همواره ( n
n+١)

n٢ که است واضح ج)

n

√(
n

n+ ١

)n٢

=

(
n

n+ ١

)n

.

پس .٢ < e < ٣ که است e عدد به همͽرا (١ +
١
n
)n = (

n+ ١
n

)n دنباله شده حل مثال طبق اما

است. همͽرا سری ریشه آزمون طبق پس .١
٣ ≤ ١

e
<

١
٢ که است ١

e
عدد به همͽرا (

n

n+ ١)
n دنباله
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دنباله ͷی (١ +
١
n
)n = (

n+ ١
n

)n دنباله شده، حل مثال طبق مقایسه). آزمون از (استفاده دوم راه
پس است. مساوی یا بزرگتر اول جمله از جملات همه پس است. صعودی

(
n+ ١
n

)n ≥ (
٢
١)

١ = ٢.

)بنابراین
n

n+ ١

)n٢

=

(
(

n

n+ ١)
n

)n

≤ (
١
٢)

n.

مقایسه، آزمون طبق پس است. همͽرا لذا و است ١
٢ نسبت قدر با هندسͬ سری

∞∑
n=١

(
١
٢)

n سری اما

همͽراست. نیز
∞∑
n=١

(
n

n+ ١)
n٢ سری

واگرا یا و مشروط همͽرای مطلق، همͽرای
∞∑
n=١

(٢x+ ۴)n
۵n(n+ ۵) سری ،x ∈ R از مقادیری چه ازای به .٢

است؟(١۵نمره)

حل.
∞∑
n=٠

(٢x+ ۴)n
۵n(n+ ۵) =

∞∑
n=٠

(
٢
۵)

n (x+ ٢)n
n+ ۵

lim
|(٢

۵)
n+١ (x+٢)n+١

(n+۶) |

|(٢
۵)

n (x+٢)n
(n+۵) |

= lim
٢(n+ ۵)
۵(n+ ۶) |x+ ٢| = ٢

۵ |x+ ٢|

است. مطلق همͽرای فوق سری نسبت، آزمون بنابر ،x ∈ (−٩
٢ ,

١
٢) یعنͬ ،٢

۵ |x+٢| < ١ برای پس
نمره) ٧ )

است. واگرا سری حالت این در و
∞∑
n=٠

١
n+ ۵ =

∞∑
n=۵

١
n

همساز سری همان سری ،x = ١
٢ ازای به

نمره) ٢)

دنباله ای { ١
n+ ۵} که این از حالت، این در است.

∞∑
n=٠

(−١)n
n+ ۵ شͺل به سری x = −٩

٢ ازای به

این در ) است مشروط همͽرای سری لایبنیتس آزمون طبق است، صفر به همͽرا و نزولͬ مثبت،
نمره) ٢) نیست). مطلق همͽرای حالت
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کافͬ منظور این برای واگراست. سری ͬ دهیم م نشان ٢
۵ |x+ ٢| > ١ یعنͬ ،x < ١ یا x > ۵ برای

an := |(٢
۵)

n (x+ ٢)n
n+ ۵ | > ٠ داریم نیست. همͽرا صفر به سری عمومͬ جمله ی دهیم نشان است

و
lim

an+١
an

= lim
٢(n+ ۵)
۵(n+ ۶) |x+ ٢| = ٢

۵ |x+ ٢| > ١

an > aN٠ > ،n > N٠ هر برای نتیجه در و an+١ > an داریم بعد به N٠ اندیس ͷی از ترتیب این به
نمره) ۴) است. واگرا سری حالت این در نتیجه در .lim an ≥ aN٠ > ٠ پس .٠

نمره) ٢.(١٠c = cc ln c که طوری به دارد وجود c ∈ (٠,∞) دهید نشان .٣

ͬ گیریم م نظر در را زیر تابع ابتدا ͬ کنیم. م ثابت را c وجود بولزانو قضیه از استفاده با حل.

f(x) = ٢x − xx ln(x) = ex ln ٢ − ex ln(x) ln(x)

پیوسته دو هر نمایی و ln توابع زیرا است پیوسته خود دامنه روی تابع و است (٠,∞) بازه f دامنه
داریم همچنین است. پیوسته [١, e] بسته بازه روی f تابع نتیجه در هستند.

f(١) = ٢ > ٠ , f(e) = ٢e − ee < ٠.

که دارد وجود (١, e) در c بولزانو قضیه به بنا بنابراین

f(c) = ٠.

.٢c = cc ln c که آوردیم بدست c ∈ (٠,∞) یعنͬ

نمره) است.(٢٠ مفروض f(x) =


x٢ sin(١/x)

ex − ١ x ̸= ٠

٠ x = ٠
ضابطه ی با f : R → R تابع .۴

کنید. بررسͬ صفر در را f تابع مشتق پذیری و پیوستگͬ الف)
است. مشتق پذیر تابع که کنید تعیین نقاطͬ در را f مشتق ضابطه ی ب)
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ͬ کنیم. م بررسͬ را lim
x→٠

f(x) عبارت ،x = ٠ در f تابع پیوستگͬ بررسͬ برای الف) حل.

lim
x→٠

x٢ sin(١
x
)

ex − ١ = x sin(
١
x
)

x

ex − ١

به توجه با نتیجه در .lim
x→٠

ex − ١
x

= lim
x→٠

g(x)− g(٠)
x− ٠ = g′(٠) آنگاه g(x) = ex دهیم قرار اگر

عین در .lim
x→٠

x

ex − ١ = ١ نتیجه در و lim
x→٠

ex − ١
x

= g′(٠) = ١ داشت خواهیم g′(x) = ex اینکه

این بنابر .lim
x→٠

x sin(
١
x
) = ٠ داریم sin(

١
x
) کرانداری به توجه با حال

lim
x→٠

f(x) = lim
x→٠

x sin(
١
x
)

x

ex − ١ = ٠ × ١ = ٠ = f(٠)

است. پیوسته x = ٠ در f پس
ͬ پردازیم. م lim

x→٠

f(x)− f(٠)
x− ٠ بررسͬ به ،x = ٠ در f مشتق پذیری بررسͬ برای

lim
x→٠

f(x)− f(٠)
x− ٠ = lim

x→٠

x٢ sin( ١
x
)

ex−١
x

= lim
x→٠

x sin(١
x
)

ex − ١
= lim

x→٠
sin(

١
x
)

x

ex − ١

ندارد. وجود lim
x→٠

sin(
١
x
) ͬ دانیم م همچنین .lim

x→٠

x

ex − ١ = ١ کردیم بیان قبل قسمت در آنچه بنابر
نیست. مشتق پذیر x = ٠ در f تابع یعنͬ داشت. نخواهد وجود فوق حد پس

برای اینکه و ،ex−١ و x٢ ،sin(١
x
) عبارات از ͷی هر مشتق پذیری به توجه با ،x ̸= ٠ هر برای ب)

داریم است. مشتق پذیر نقاط این در f تابع شده، بیان قضایای بنابر ،ex − ١ ̸= ٠ ،x ̸= ٠

f ′(x) =
(٢x sin(١

x
) + x٢(− ١

x٢ ) cos(
١
x
))(ex − ١)− (x٢ sin(١

x
))(ex)

(ex − ٢(١

=
(٢x sin(١

x
)− cos(١

x
))(ex − ١)− (x٢ sin(١

x
))(ex)

(ex − ٢(١
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دلها آرام�بخش نام به

١ عمومی ریاضی ترم میان آزمون

١٣٩٣ ماه آبان دقیقه ٩٠ : آزمون مدت

کنید. بیان دلیل ذکر با را زیر سریهای واگرایی یا همگرایی .١
∞∑
n=۱

n tan
۱
n

الف)

∞∑
n=۱

tanhn

n۲ ب)

∞∑
n=۱

(−۱)n
۱

nen
نمره)ج) ٢٠)

است. پیوسته R سراسر بر زیر ضابطه با f : R −→ R تابع دهید نشان الف) .٢

f (x) =

 x
۱
x x > ۰

sinh(x۲) x ≤ ۰

.c ۱
c =

۱
۲
که دارد وجود c > ۰ دهید نشان نمره)ب) ٢٠)

کنید. بررسی صفر نقطه در را زیر ضابطه با f تابع مشتق�پذیری الف) .٣

f (x) =

 x
۳
۲ lnx x > ۰

x۲۳x x ≤ ۰

دست به را مشتق تابع ضابطه و است مشتق�پذیر R بر f تابع دهید نشان ب)
نمره)آورید. ٢٠)

باشید موفق
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ͷی عمومͬ ریاضͬ ترم میان آزمون پاسخ
١٣٩۶ ماه آبان

نمره) کنید.(١۵ بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی .١

(الف
∞∑

n=١

n٣

coshn
(ب

∞∑
n=١

tanhn

en
(ج

∞∑
n=١

(
n

n+ ١)
n٢

داریم کرد. استفاده مقایسه آزمون از ͬ توان م پس است مثبت همواره n٣

coshn
دانیم مͬ الف) حل:

coshn =
en + e−n

٢ ≥ en

٢ ≥ n۵

٢ × ۵! .

بنابراین
n٣

coshn
≤ (٢ × ۵!)n

٣

n۵ =
٢۴٠
n٢ .

نیز ∑∞
n=١

n

coshn
سری مقایسه، آزمون طبق پس همͽراست.

∞∑
n=١

٢۴٠
n٢ = ٢۴٠

∞∑
n=١

١
n٢ سری چون

همͽراست.
این به توجه با کرد. استفاده مقایسه آزمون از ͬ توان م و است مثبت tanhn پس n > ٠ چون ب)

داشت خواهیم tanhn =
en − e−n

en + e−n
≤ ١ که

tanhn

en
≤ ١

en
.

طبق پس است. همͽرا لذا و ٠ <
١
e
< ١ که است ١

e
نسبت قدر با هندسͬ سری

∞∑
n=١

١
en

سری اما

همͽراست. نیز
∞∑
n=١

tanhn

en
سری مقایسه، آزمون

داریم کرد. استفاده ریشه آزمون از ͬ توان م پس است، مثبت همواره ( n
n+١)

n٢ که است واضح ج)

n

√(
n

n+ ١

)n٢

=

(
n

n+ ١

)n

.

پس .٢ < e < ٣ که است e عدد به همͽرا (١ +
١
n
)n = (

n+ ١
n

)n دنباله شده حل مثال طبق اما

است. همͽرا سری ریشه آزمون طبق پس .١
٣ ≤ ١

e
<

١
٢ که است ١

e
عدد به همͽرا (

n

n+ ١)
n دنباله
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دنباله ͷی (١ +
١
n
)n = (

n+ ١
n

)n دنباله شده، حل مثال طبق مقایسه). آزمون از (استفاده دوم راه
پس است. مساوی یا بزرگتر اول جمله از جملات همه پس است. صعودی

(
n+ ١
n

)n ≥ (
٢
١)

١ = ٢.

)بنابراین
n

n+ ١

)n٢

=

(
(

n

n+ ١)
n

)n

≤ (
١
٢)

n.

مقایسه، آزمون طبق پس است. همͽرا لذا و است ١
٢ نسبت قدر با هندسͬ سری

∞∑
n=١

(
١
٢)

n سری اما

همͽراست. نیز
∞∑
n=١

(
n

n+ ١)
n٢ سری

واگرا یا و مشروط همͽرای مطلق، همͽرای
∞∑
n=١

(٢x+ ۴)n
۵n(n+ ۵) سری ،x ∈ R از مقادیری چه ازای به .٢

است؟(١۵نمره)

حل.
∞∑
n=٠

(٢x+ ۴)n
۵n(n+ ۵) =

∞∑
n=٠

(
٢
۵)

n (x+ ٢)n
n+ ۵

lim
|(٢

۵)
n+١ (x+٢)n+١

(n+۶) |

|(٢
۵)

n (x+٢)n
(n+۵) |

= lim
٢(n+ ۵)
۵(n+ ۶) |x+ ٢| = ٢

۵ |x+ ٢|

است. مطلق همͽرای فوق سری نسبت، آزمون بنابر ،x ∈ (−٩
٢ ,

١
٢) یعنͬ ،٢

۵ |x+٢| < ١ برای پس
نمره) ٧ )

است. واگرا سری حالت این در و
∞∑
n=٠

١
n+ ۵ =

∞∑
n=۵

١
n

همساز سری همان سری ،x = ١
٢ ازای به

نمره) ٢)

دنباله ای { ١
n+ ۵} که این از حالت، این در است.

∞∑
n=٠

(−١)n
n+ ۵ شͺل به سری x = −٩

٢ ازای به

این در ) است مشروط همͽرای سری لایبنیتس آزمون طبق است، صفر به همͽرا و نزولͬ مثبت،
نمره) ٢) نیست). مطلق همͽرای حالت
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کافͬ منظور این برای واگراست. سری ͬ دهیم م نشان ٢
۵ |x+ ٢| > ١ یعنͬ ،x < ١ یا x > ۵ برای

an := |(٢
۵)

n (x+ ٢)n
n+ ۵ | > ٠ داریم نیست. همͽرا صفر به سری عمومͬ جمله ی دهیم نشان است

و
lim

an+١
an

= lim
٢(n+ ۵)
۵(n+ ۶) |x+ ٢| = ٢

۵ |x+ ٢| > ١

an > aN٠ > ،n > N٠ هر برای نتیجه در و an+١ > an داریم بعد به N٠ اندیس ͷی از ترتیب این به
نمره) ۴) است. واگرا سری حالت این در نتیجه در .lim an ≥ aN٠ > ٠ پس .٠

نمره) ٢.(١٠c = cc ln c که طوری به دارد وجود c ∈ (٠,∞) دهید نشان .٣

ͬ گیریم م نظر در را زیر تابع ابتدا ͬ کنیم. م ثابت را c وجود بولزانو قضیه از استفاده با حل.

f(x) = ٢x − xx ln(x) = ex ln ٢ − ex ln(x) ln(x)

پیوسته دو هر نمایی و ln توابع زیرا است پیوسته خود دامنه روی تابع و است (٠,∞) بازه f دامنه
داریم همچنین است. پیوسته [١, e] بسته بازه روی f تابع نتیجه در هستند.

f(١) = ٢ > ٠ , f(e) = ٢e − ee < ٠.

که دارد وجود (١, e) در c بولزانو قضیه به بنا بنابراین

f(c) = ٠.

.٢c = cc ln c که آوردیم بدست c ∈ (٠,∞) یعنͬ

نمره) است.(٢٠ مفروض f(x) =


x٢ sin(١/x)

ex − ١ x ̸= ٠

٠ x = ٠
ضابطه ی با f : R → R تابع .۴

کنید. بررسͬ صفر در را f تابع مشتق پذیری و پیوستگͬ الف)
است. مشتق پذیر تابع که کنید تعیین نقاطͬ در را f مشتق ضابطه ی ب)
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ͬ کنیم. م بررسͬ را lim
x→٠

f(x) عبارت ،x = ٠ در f تابع پیوستگͬ بررسͬ برای الف) حل.

lim
x→٠

x٢ sin(١
x
)

ex − ١ = x sin(
١
x
)

x

ex − ١

به توجه با نتیجه در .lim
x→٠

ex − ١
x

= lim
x→٠

g(x)− g(٠)
x− ٠ = g′(٠) آنگاه g(x) = ex دهیم قرار اگر

عین در .lim
x→٠

x

ex − ١ = ١ نتیجه در و lim
x→٠

ex − ١
x

= g′(٠) = ١ داشت خواهیم g′(x) = ex اینکه

این بنابر .lim
x→٠

x sin(
١
x
) = ٠ داریم sin(

١
x
) کرانداری به توجه با حال

lim
x→٠

f(x) = lim
x→٠

x sin(
١
x
)

x

ex − ١ = ٠ × ١ = ٠ = f(٠)

است. پیوسته x = ٠ در f پس
ͬ پردازیم. م lim

x→٠

f(x)− f(٠)
x− ٠ بررسͬ به ،x = ٠ در f مشتق پذیری بررسͬ برای

lim
x→٠

f(x)− f(٠)
x− ٠ = lim

x→٠

x٢ sin( ١
x
)

ex−١
x

= lim
x→٠

x sin(١
x
)

ex − ١
= lim

x→٠
sin(

١
x
)

x

ex − ١

ندارد. وجود lim
x→٠

sin(
١
x
) ͬ دانیم م همچنین .lim

x→٠

x

ex − ١ = ١ کردیم بیان قبل قسمت در آنچه بنابر
نیست. مشتق پذیر x = ٠ در f تابع یعنͬ داشت. نخواهد وجود فوق حد پس

برای اینکه و ،ex−١ و x٢ ،sin(١
x
) عبارات از ͷی هر مشتق پذیری به توجه با ،x ̸= ٠ هر برای ب)

داریم است. مشتق پذیر نقاط این در f تابع شده، بیان قضایای بنابر ،ex − ١ ̸= ٠ ،x ̸= ٠

f ′(x) =
(٢x sin(١

x
) + x٢(− ١

x٢ ) cos(
١
x
))(ex − ١)− (x٢ sin(١

x
))(ex)

(ex − ٢(١

=
(٢x sin(١

x
)− cos(١

x
))(ex − ١)− (x٢ sin(١

x
))(ex)

(ex − ٢(١
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٩٣-٩٢ اول ترم ،١ عمومͬ درسریاضͬ پایان�ترم امتحان ͺپاس

.f ′(x) ضابطه�ی محاسبه�ی مطلوبست ،f(x) =
∫ x٣

x٢

et

t
dt اگر الف) .١

.lim
x→١

١
lnx

∫ x٣

x٢

et

t
dt محاسبه�ی مطلوبست ب)

نمره) ١۵) الف) حل.

است. مشتق�پذیر (٠,∞) بازه بر f این بنابر است. R − {٠} مجموعه g پیوستگی دامنه .g(t) =
et

t
می�دهیم قرار

داریم انتگرال، و دیفرانسیل حساب اساسی قضیه و مشتق زنجیری قانون معین، انتگرال به مربوط قضایای بنابر

f(x) =

∫ x٣

١

et

t
dt−

∫ x٢

١

et

t
dt

و

f ′(x) = ٣x٢ e
x٣

x٣ − ٢x
ex

٢

x٢ =
٣ex٣ − ٢ex٢

x

نمره) ١۵) ب)

h و f آنگاه h(x) = lnx و f(x) =
∫ x٣

x٢

et

t
dt دهیم قرار اگر زیرا است. برقرار هوپیتال قضیه از استفاده شرایط

نتیجه در .h′(x) =
١
x
̸= ٠ و هستند مشتق�پذیر ١ همسایگی یک در

lim
x→١

١
lnx

∫ x٣

x٢

et

t
dt = lim

x→١

f(x)

h(x)

= lim
x→١

f ′(x)

h′(x)

= lim
x→١

٣ex
٢−٣ex

٢

x
١
x

= e
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دهید. نشان x > ٠ هر برای را زیر نامساوی .٢
x√

١+ x٢
< sinh−١(x) < x

حل.

اول: حل راه

به بنا نتیجه در است. پذیر مشتق (٠, x) بازه بر و پیوسته [٠, x] بازه بر x > ٠ هر برای f(x) = sinh−١ x تابع

که طوری به دارد وجود c ∈ (٠, x) نقطه میانگین مقدار قضیه

f ′(c) =
f(x)− f(٠)

x− ٠
=⇒ ١√

١+ c٢
=

sinh−١ x

x
.

می�دهد نتیجه ٠ < c < x طرفی از
١√

١+ x٢
<

١√
١+ c٢

< ١.

�������� نتیجه در
x√

١+ x٢
< sinh−١ x < x.

می�گیریم. نظر در x > ٠ برای را g(x) = sinh−١ x − x√
١+x٢ و f(x) = sinh−١ x − x تابع دو دوم: حل راه

داریم:

f ′(x) =
١√

١+ x٢
− ١ < ٠

g′(x) =
١√

١+ x٢
(١− ١

١+ x٢ ) > ٠

داریم x > ٠ هر برای پس است. صعودی g(x) تایع و نزولی f(x) تابع نتیجه در

f(x) < f(٠), g(x) > g(٠).

نتیجه در

sinh−١ x− x < ٠, sinh−١ x− x√
١+ x٢

> ٠

�������� می�دهد نتیجه که
x√

١+ x٢
< sinh−١ x < x.
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آورید. دست به را زیر انتگرال�های از یک هر .٣

(الف
∫

x lnx

(١+ x٢(٢
dx (ب

∫ ١

−١
x٢
√
(١− x٢)dx

نمره) ١۵) الف) حل.

نتیجه در .v = −١
٢

١
١+ x٢ و du =

١
x
dx داشت خواهیم dv =

x

(١+ x٢(٢
dx و u = ln x فرض ∫با

x lnx

(١+ x٢(٢
dx = −١

٢
(

lnx

١+ x٢ ) +
١
٢

∫
dx

x(١+ x٢)

کسرها تجزیه روش از استفاده با اخیر، انتگرال برای
١

x(١+ x٢)
=

A

x
+

Bx+ C

١+ x٢

نتیجه در .C = ٠ و B = −١ ،A = ١ فوق، رابطه از استفاده ∫با
١

x(١+ x٢)
dx =

∫
(
١
x
+

−x

١+ x٢ )dx = ln |x| − ١
٢
ln(١+ x٢) + C = ln(

|x|√
١+ x٢

) + C

آنجا از ∫و
x lnx

(١+ x٢(٢
dx = −١

٢
(

lnx

١+ x٢ ) +
١
٢
ln(

x√
١+ x٢

) + C

نمره) ١۵) ب)

داشت خواهیم x = sin t متغیر تغییر از استفاده ∫با
x٢

√
١− x٢

dx =

∫
sin٢ t

cos t
cos t dt =

∫
sin٢ t dt

=

∫
١− cos ٢t

٢
dt =

١
٢
(t− ١

٢
sin ٢t) + C

=
١
٢
(sin−١ x− x

√
١− x٢) + C

نتیجه ∫در ١
٢

− ١
٢

x٢
√
١− x٢

dt =
١
٢
(sin−١ x− x

√
١− x٢)

∣∣∣ ١
٢

− ١
٢

=
π

۶
−

√
٣
۴
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کنید. بررسی را
∫ ∞

٠

e−x٢

√
x٢ + x

dx ناسره انتگرال همگرایی .۴

بیان زیر شکل به دوم و اول نوع ناسره انتگرال�های مجموع صورت به را
∫ ∞

٠

e−x٢

√
x٢ + x

dx ناسره انتگرال حل.

نمره) ۴) ∫می�کنیم. ∞

٠

e−x٢

√
x٢ + x

dx =

∫ ١

٠

e−x٢

√
x٢ + x

dx+

∫ ∞

١

e−x٢

√
x٢ + x

dx

است. ناسره اول انتگرال پس ،lim
x→٠

e−x٢

√
x٢ + x

= ∞ چون داریم توجه

و هستند مثبت (٠, ١] بازه در
١√
x
و

e−x٢

√
x٢ + x

توابع

lim
x→٠

e−x٢
√
x٢+x
١√
x

= lim
x→٠

e−x٢

√
x+ ١

= ١

١٣) است. همگرا
∫ ١

٠

e−x٢

√
x٢ + x

dx می�شود نتیجه است همگرا
∫ ١

٠

١√
x
dx اینکه از حدی، مقایسه آزمون بنابر پس

نمره)

و هستند مثبت [١,∞) بازه در
١
x٢ و

e−x٢

√
x٢ + x

توابع

lim
x→∞

e−x٢
√
x٢+x
١
x٢

= lim
x→∞

x٢

ex٢

١√
x٢ + x

= ٠

می�شود. نتیجه
∫ ∞

١

e−x٢

√
x٢ + x

dx همگرایی
∫ ∞

١

١
x٢ dx ناسره انتگرال همگرایی از حدی، مقایسه آزمون بنابر

نمره) ١٣) است. همگرا نیز شده داده انتگرال ترتیب، این به

��������
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یکتا خالق نام به

ریاضی علوم اصفهان-دانشکده صنعتی دانشگاه

۱۵۰دقیقه زمان: ۱ عمومی ریاضی درس پایان ترم امتحان ۹۵ ماه دی

.f(x) =
∫ x۳

۱

dt

۴+ t۲ cosh t
کنید فرض .۱

آورید. دست به را f تابع مشتق الف)

نمره) ۱۰) آورید. دست به x = ۰ در را وارون تابع مشتق و است وارون پذیر f دهید نشان ب)

کنید. تعیین (۰,∞) بازه ی بر را f(x) = xlnx ضابطه ی با f تابع اکسترمم های الف) .۲

معادله ی که دهید نشان باشد F (۱) = ۰ شرط با f برای اولیه ای تابع F : (۰,∞) → R اگر ب)

نمره) ۲۰) دارد. جواب یک دقیقاً F (x) = ۱
۲x

نمره) ۲۰) کنید. حساب را زیر انتگرال های .۳

(الف
∫

dx

e۲x + ۱ (ب
∫ ۱√

(x۲ + ۴x+ ۵)۳
dx (ج

∫ e

۱
x۲(log۳ x) dx

نمره) ۱۵) کنید. بررسی را زیر انتگرال های از یک هر واگرایی یا همگرایی .۴

(الف
∫ ۱

۰

۱√
x coshx

dx (ب
∫ ∞

۰

۱√
x coshx

dx

دهید. پاسخ یکی به فقط ۶ و ۵ سوال دو از

نمره) ۵) . x

x۲ + ۱ < tan−۱ x دهید نشان x > ۰ حقیقی عدد هر برای .۵

نمره) ۵) کنید. تعیین را
∞∑

n=۰

(۳x− ۱)n
۵n

توان سری همگرایی دامنه .۶

باشید موفق
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ͳریاض علوم دانش΋ده اصفهان ͳصنعت دانشΎاه

١٣٩۴ ماه دی Έی ͳعموم ͳریاض ترم پایان آزمون کلید

است. مم΋ن های راه از ͳ΋ی شده ارائه حل راه و میشود پذبرفته مراج΄ چارچوب درستدر های حل راه کلیه تذکر:

برای دهید نشان .f ′(x) =
۱

۱+ x۶
،x ∈ R هر برای و f(۰) = ۰ باشد، مشتق�پذیر ͳتابع f : R → R کنید فرض .١

نمره) ١۵ (بارم . ۰ < f(x) < x ،x > ۰ هر

اکیدا f گیریم ͳم نتیجه f ′(x) =
۱

۱+ x۶
> ۰ داریم x ∈ R هر برای که این به توجه با اول) (روش حل:

.f(x) > f(۰) = ۰ داریم x > ۰ برای پس است. صعودی

.g′(x) = ۱− ۱
۱+ x۶

=
x۶

۱+ x۶
> ۰ داریم x > ۰ ازای به و g(x) = x− f(x) تاب΄ برای مشابه ش΋ل به

.f(x) < x با است معادل که g(x) > g(۰) = ۰ داریم x > ۰ برای پس است. صعودی اکیدا نیز g گیریم ͳم نتیجه

میانΎین مقدار قضیه شرایط میشود نتیجه R بر f ͳΎپیوست نتیجه در و R بر f مشتق�پذیری از (روشدوم) حل:

که: داریم ۰ < c < x Έی x > ۰ برای پس است. برقرار [۰, x] روی x > ۰ برای

f(x) = f(x)− f(۰) = (x− ۰)f ′(c) =
x

c۶ + ۱

.۰ < f(x) < x ͳیعن ،۰ < x

c۶ + ۱ < x شود ͳم نتیجه ۰ < ۱
c۶ + ۱ < ۱ از اکنون
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دهید نشان .٢∫ π

۰
(۱+ sinx)

۱
۱+sin x

dx ≤
√
۲π

نمره) ١۵ (بارم

داریم آوریم. ͳم دست به [۰, π] روی را f مطلق ماکزیمم ابتدا .f(x) = (۱ + sinx)
۱

۱+sin x کنیم فرض حل:

این: بنابر .f(x) = (۱+ sinx)
۱

۱+sin x
= e

ln(۱+sin x)
۱+sin x

f ′(x) =
[ ln(۱+ sinx)

۱+ sinx

]′
e

ln(۱+sin x)
۱+sin x

شود: ͳم نتیجه ͳنمای تاب΄ بودن مثبت از ترتیب این به

f ′(x) = ۰ ⇔
[ ln(۱+ sinx)

۱+ sinx

]′
= ۰ ⇔

cosx
۱+sinx(۱+ sinx)− cosx (ln(۱+ sinx))

(۱+ sinx)۲
= ۰ ⇔ cosx[۱−ln(۱+ sinx)] = ۰

جواب f ′(x) = ۰ معادله جواب تنها [۰, π] بازه در نتیجه در و ln(۱+sinx) < ۱ شود ͳم نتیجه ۰ ≤ ۱+sinx ≤ ۲ < e از

به .f ′(x) < ۰ داریم π
۲ < x ≤ π برای و f ′(x) > ۰ داریم ۰ ≤ x < π

۲ برای است. x = π
۲ ͳیعن بازه این در cos(x) = ۰

شود ͳم نتیجه f(π) = ۱ و f(۰) = ۱ از و دارد f(π۲ ) =
√
۲ برابر ͳنسب ماکزیمم x = π

۲ در فقط (۰, ۱) روی f ترتیب این

این: بنابر است.
√
۲ برابر [۰, π] روی f مطلق ∫ماکزیمم π

۰
(۱+ sinx)

۱
۱+sin x

dx ≤
∫ π

۰

√
۲ dx =

√
۲π
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نمره) ٢٠ (بارم کنید. محاسبه را زیر حدهای .٣

lim
x→۰

sinh(x− x cos(πx))

x۳
ب) lim

x→۱

∫ (x−۱)۲

(x۲−۱)۲

dt

۱+
√
t

x− ۱ الف)

ͳاساس قضیه بنابر h(x) =
∫ x

a

dt

۱+
√
t
تاب΄ ، x > a > ۰ برای نتیجه در و پیوسته x ≥ ۰ برای ۱

۱+
√
x
تاب΄ الف) حل

(x− ۱)۲ پذیری مشتق از ای، زنجیره قاعده طبق .h′(x) =
۱

۱+
√
x
داریم و است پذیر مشتق انتΎرال و دیفرانسیل حساب

و: است پذیر مشتق
∫ (x−۱)۲

(x۲−۱)۲

dt

۱+
√
t
تاب΄ شود ͳم نتیجه (x۲ − ۱)۲ و

(∫ (x−۱)۲

(x۲−۱)۲

dt

۱+
√
t

)′
=

(∫ (x−۱)۲

a

dt

۱+
√
t

)′
−

(∫ (x۲−۱)۲

a

dt

۱+
√
t

)′
=

( ۲(x− ۱)
۱+

√
(x− ۱)۲

)
−

( ۲x(x۲ − ۱)
۱+

√
(x۲ − ۱)۲

)
=

۲(x− ۱)
۱+ |x− ۱| −

۲x(x۲ − ۱)
۱+ |x۲ − ۱|

هوپیتال: قاعده بنابر پس . g′(x) = ۱ ̸= ۰ ،x = ۱ ͳΎهمسای در و است پذیر مشتق g(x) = x− ۱ دیΎر سوی از

lim
x→۱

∫ (x−۱)۲

(x۲−۱)۲

dt

۱+
√
t

x− ۱ = lim
x→۱

( ۲(x− ۱)
۱+ |x− ۱| −

۲x(x۲ − ۱)
۱+ |x۲ − ۱|

)
= ۰

حلب)
lim
x→۰

sinh(x− x cos(πx))

x۳
(1)
= lim

x→۰

(
۱− cos(πx) + πx sin(πx)

)
cosh(x− x cos(πx))

۳x۲
(2)
= lim

x→۰
۱− cos(πx) + πx sin(πx)

۳x۲ lim
x→۰

cosh(x− x cos(πx))

lim
x→۰

۱− cos(πx) + πx sin(πx)

۳x۲
(3)
= lim

x→۰
π sin(πx) + π sin(πx) + π۲x cos(πx))

۶x
(4)
=

π۲

۳ lim
x→۰

sin(πx)

πx
+

π۲

۶ lim
x→۰

cos(πx)) =
π۲

۲

.lim
x→۰

sinh(x− x cos(πx))

x۳
=

π۲

۲ پس

.lim
x→۰

sin(πx)

πx
= ۱ و lim

x→۰
cos(πx)) = ۱ چون :(4)

محذوف ͳΎهمسای در و پذیرند مشتق x = ۰ محذوف ͳΎهمسای در ۳x۲ و ۱− cos(πx) + πx sin(πx) تواب΄ چون :(3)

شود. ͳم نتیجه هوپیتال ی قاعده و (4) از ،(۳x۲)′ = ۶x ̸= ۰ داریم x = ۰

. lim
x→۰

cosh(x−x cos(πx)) = cosh(۰) = ۱ شود ͳم نتیجه lim
x→۰

(x−x cos(πx)) = ۰ و x = ۰ در cosh ͳΎپیوست از :(2)

x = ۰ محذوف ͳΎهمسای در و پذیرند مشتق x = ۰ محذوف ͳΎهمسای در x۳ و sinh(x− x cos(πx)) تواب΄ چون :(1)

شود. ͳم نتیجه هوپیتال ی قاعده و (3) از ،(x۳)′ = ۳x۲ ̸= ۰ داریم
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نمره) ٣٠ (بارم کنید. محاسبه را زیر های انتΎرال .۴∫ ۱+ ex

۱+ e۲x
dx ج)

∫
sin

√
x dx ب)

∫ e

۱
(lnx)۲ dx الف)

داریم: جزء به جزء روش Έکم به v = x و du = ۲
x lnx ؛ dv = dx و u = (lnx)۲ برای الف) ∫حل

(lnx)۲ dx =

∫
udv = uv −

∫
vdu = x(lnx)۲ − ۲

∫
lnx dx

داریم: جزء به جزء روش Έکم به v = x و du = ۱
x ؛ dv = dx و u = lnx برای ∫مجددا

lnx dx =

∫
udv = uv −

∫
vdu = x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ c

∫پس e

۱
(lnx)۲ dx =

[
x(lnx)۲ − ۲x lnx+ ۲x

]e
۱
= e− ۲

و dx = ۲tdt داریم (x ≥ ۰ (برای x = t۲ متغیر تغییر با ∫حلب)
sin

√
x dx = ۲

∫
t sin t dt

داریم: جزء به جزء روش Έکم به v = − cos t و du = dt ؛ dv = sin t dt و u = t برای ∫اکنون
t sin t dt =

∫
udv = uv −

∫
vdu = −t cos t+

∫
cos tdt = −t cos t+ sin t+ c

∫پس
sin

√
x dx = −۲

√
x cos

√
x+ ۲ sin

√
x+ c

و dx = e−xdt =
dt

t
ͳیعن ،ex dx = dt داریم ex = t متغیر تغییر با ج) ∫حل ۱+ ex

۱+ e۲x
dx =

∫ ۱+ t

t(۱+ t۲)
dt

داریم: کسرها تجزیه روش Έکم به اکنون
۱+ t

t(۱+ t۲)
=

A

t
+

B + Ct

۱+ t۲
=

(A+ C)t۲ +Bt+A

t(۱+ t۲)

این بنابر .C = −۱ و B = ۱ ،A = ۱ ∫پس ۱+ t

t(۱+ t۲)
dt =

∫
dt

t
+

∫ ۱− t

۱+ t۲
dt = ln t+

∫ ۱
۱+ t۲

− ۱
۲

∫ ۲tdt
۱+ t۲

d = ln t+ arctan t− ۱
۲ ln(۱+ t۲) + c

ترتیب: این ∫به ۱+ ex

۱+ e۲x
dx = x+ arctan(ex)− ۱

۲ ln(۱+ e۲x) + c
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نمره) ٢٠ (بارم کنید. ͳبررس را زیر ناسره انتΎرال ͳواگرای یا ͳرایΎهم .۵∫ ∞

۰
x−

۱
۴ ۲−x dx

∫حل: ∞

۰
x−

۱
۴ ۲−x dx =

∫ ۱

۰
x−

۱
۴ ۲−x dx+

∫ ∞

۱
x−

۱
۴ ۲−x dx

است. همΎرا I۲ =

∫ ∞

۱
x−

۱
۴ ۲−x dx اول نوع ناسره انتΎرال دهیم ͳم نشان ابتدا

.۰ ≤ x−
۱
۴ ۲−x ≤ ۲−x نتیجه در و x− ۱

۴ = ۱
۴√x

≤ ۱ داریم x ≥ ۱ برای روشاول:

پذیرند. انتΎرال [۱, c] روی نتیجه در و پیوسته و مثبت [۱, c] روی c > ۱ برای ۲−x و x− ۱
۴ ۲−x تواب΄

که این به توجه ∫با ∞

۱
۲−x dx = lim

c→∞

∫ c

۱
۲−x dx = lim

c→∞

[
− ۱
ln ۲۲

−x
]c
۱
=

۱
۲ ln ۲

شود. ͳم نتیجه I۲ ͳرایΎهم ، مقایسه آزمون بر بنا و
∫ ∞

۱
۲−x dx ͳرایΎهم از

پذیرند. انتΎرال [۱, c] روی نتیجه در و پیوسته و مثبت [۱, c] روی c > ۱ برای x۲ و x− ۱
۴ ۲−x تواب΄ روشدوم:

دیΎر سوی از

lim
x→∞

x−
۱
۴ ۲−x

۱
x۲

= lim
x→∞

x
۳
۲

۲x = ۰

شود. ͳم نتیجه I۲ ͳرایΎهم حدی، مقایسه آزمون بر بنا و
∫ ∞

۱

dx

x۲
ͳرایΎهم از این بنابر

Έی I۱ =
∫ ۱

۰
x−

۱
۴ ۲−x dx نتیجه در و lim

x→۰
۲−xx−

۱
۴ = ∞ شود ͳم نتیجه lim

x→۰
۲−x = ۱ و lim

x→۰
x−

۱
۴ = ∞ که این از

است. دوم نوع ناسره انتΎرال

است. همΎرا نیز I۱ دهیم ͳم نشان اکنون

پذیرند. انتΎرال [c, ۱] روی نتیجه در و پیوسته [c, ۱] روی c > ۰ برای و مثبت (۰, ۱] روی دو هر x−
۱
۲ و x− ۱

۴ ۲−x تواب΄

دیΎر سوی از

lim
x→۰

x−
۱
۴ ۲−x

x−
۱
۴

= lim
x→۰

۱
۲x = ۱

شود. ͳم نتیجه I۱ ͳرایΎهم حدی، مقایسه آزمون بر بنا و
∫ ۱

۰

dx
۴√x

ͳرایΎهم از این بنابر

شود. ͳم نتیجه
∫ ∞

۰
x−

۱
۴ ۲−x dx ͳرایΎهم I۲ و I۱ ͳرایΎهم از
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.f(x) = x

۸+ x۳
کنید فرض .۶

آورید. دست به را آن ͳرایΎهم بازه و لوران) Έم (بسط x = ۰ حول f تاب΄ نظیر توان سری الف)

بنویسید. ͳتوان سری Έی صورت به را
∫

f(x) dx تاب΄ ب)

نمره) ٢٠ (بارم

پس: است. همΎرا ۱
۱− x

به (−۱, ۱) بازه در
∞∑
n=۰

xn ͳهندس سری الف) حل

x

۸+ x۳
=

x

۸
۱

۱− (−x
۲ )

۳ =
x

۸

∞∑
n=۰

(
(−x

۲ )
۳
)n

=
∞∑
n=۰

(−۱)n

۲۳n+۳ x۳n+۱

.(−۲, ۲) از است عبارت و آید ͳم دست به |(−x

۲ )
۳| < ۱ رابطه از توان سری این ͳرایΎهم بازه

∫حلب)
f(x) dx =

∫
x dx

۸+ x۳
=

∫ ( ∞∑
n=۰

(−۱)n

۲۳n+۳ x۳n+۱
)
dx =

∞∑
n=۰

(−۱)n

۲۳n+۳

∫
x۳n+۱ dx =

∞∑
n=۰

(−۱)n

(۳n+ ۲)۲۳n+۳ x۳n+۲
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