
ͷی عمومͬ ریاضͬ ترم میان آزمون پاسخ
١٣٩۶ ماه آبان

نمره) کنید.(١۵ بررسͬ را زیر سری های از ͷی هر واگرایی یا همͽرایی .١

(الف
∞∑

n=١

n٣

coshn
(ب

∞∑
n=١

tanhn

en
(ج

∞∑
n=١

(
n

n+ ١)
n٢

داریم کرد. استفاده مقایسه آزمون از ͬ توان م پس است مثبت همواره n٣

coshn
دانیم مͬ الف) حل:

coshn =
en + e−n

٢ ≥ en

٢ ≥ n۵

٢ × ۵! .

بنابراین
n٣

coshn
≤ (٢ × ۵!)n

٣

n۵ =
٢۴٠
n٢ .

نیز ∑∞
n=١

n

coshn
سری مقایسه، آزمون طبق پس همͽراست.

∞∑
n=١

٢۴٠
n٢ = ٢۴٠

∞∑
n=١

١
n٢ سری چون

همͽراست.
این به توجه با کرد. استفاده مقایسه آزمون از ͬ توان م و است مثبت tanhn پس n > ٠ چون ب)

داشت خواهیم tanhn =
en − e−n

en + e−n
≤ ١ که

tanhn

en
≤ ١

en
.

طبق پس است. همͽرا لذا و ٠ <
١
e
< ١ که است ١

e
نسبت قدر با هندسͬ سری

∞∑
n=١

١
en

سری اما

همͽراست. نیز
∞∑
n=١

tanhn

en
سری مقایسه، آزمون

داریم کرد. استفاده ریشه آزمون از ͬ توان م پس است، مثبت همواره ( n
n+١)

n٢ که است واضح ج)

n

√(
n

n+ ١

)n٢

=

(
n

n+ ١

)n

.

پس .٢ < e < ٣ که است e عدد به همͽرا (١ +
١
n
)n = (

n+ ١
n

)n دنباله شده حل مثال طبق اما

است. همͽرا سری ریشه آزمون طبق پس .١
٣ ≤ ١

e
<

١
٢ که است ١

e
عدد به همͽرا (

n

n+ ١)
n دنباله



دنباله ͷی (١ +
١
n
)n = (

n+ ١
n

)n دنباله شده، حل مثال طبق مقایسه). آزمون از (استفاده دوم راه
پس است. مساوی یا بزرگتر اول جمله از جملات همه پس است. صعودی

(
n+ ١
n

)n ≥ (
٢
١)

١ = ٢.

)بنابراین
n

n+ ١

)n٢

=

(
(

n

n+ ١)
n

)n

≤ (
١
٢)

n.

مقایسه، آزمون طبق پس است. همͽرا لذا و است ١
٢ نسبت قدر با هندسͬ سری

∞∑
n=١

(
١
٢)

n سری اما

همͽراست. نیز
∞∑
n=١

(
n

n+ ١)
n٢ سری

واگرا یا و مشروط همͽرای مطلق، همͽرای
∞∑
n=١

(٢x+ ۴)n
۵n(n+ ۵) سری ،x ∈ R از مقادیری چه ازای به .٢

است؟(١۵نمره)

حل.
∞∑
n=٠

(٢x+ ۴)n
۵n(n+ ۵) =

∞∑
n=٠

(
٢
۵)

n (x+ ٢)n
n+ ۵

lim
|(٢

۵)
n+١ (x+٢)n+١

(n+۶) |

|(٢
۵)

n (x+٢)n
(n+۵) |

= lim
٢(n+ ۵)
۵(n+ ۶) |x+ ٢| = ٢

۵ |x+ ٢|

است. مطلق همͽرای فوق سری نسبت، آزمون بنابر ،x ∈ (−٩
٢ ,

١
٢) یعنͬ ،٢

۵ |x+٢| < ١ برای پس
نمره) ٧ )

است. واگرا سری حالت این در و
∞∑
n=٠

١
n+ ۵ =

∞∑
n=۵

١
n

همساز سری همان سری ،x = ١
٢ ازای به

نمره) ٢)

دنباله ای { ١
n+ ۵} که این از حالت، این در است.

∞∑
n=٠

(−١)n
n+ ۵ شͺل به سری x = −٩

٢ ازای به

این در ) است مشروط همͽرای سری لایبنیتس آزمون طبق است، صفر به همͽرا و نزولͬ مثبت،
نمره) ٢) نیست). مطلق همͽرای حالت



کافͬ منظور این برای واگراست. سری ͬ دهیم م نشان ٢
۵ |x+ ٢| > ١ یعنͬ ،x < ١ یا x > ۵ برای

an := |(٢
۵)

n (x+ ٢)n
n+ ۵ | > ٠ داریم نیست. همͽرا صفر به سری عمومͬ جمله ی دهیم نشان است

و
lim

an+١
an

= lim
٢(n+ ۵)
۵(n+ ۶) |x+ ٢| = ٢

۵ |x+ ٢| > ١

an > aN٠ > ،n > N٠ هر برای نتیجه در و an+١ > an داریم بعد به N٠ اندیس ͷی از ترتیب این به
نمره) ۴) است. واگرا سری حالت این در نتیجه در .lim an ≥ aN٠ > ٠ پس .٠

نمره) ٢.(١٠c = cc ln c که طوری به دارد وجود c ∈ (٠,∞) دهید نشان .٣

ͬ گیریم م نظر در را زیر تابع ابتدا ͬ کنیم. م ثابت را c وجود بولزانو قضیه از استفاده با حل.

f(x) = ٢x − xx ln(x) = ex ln ٢ − ex ln(x) ln(x)

پیوسته دو هر نمایی و ln توابع زیرا است پیوسته خود دامنه روی تابع و است (٠,∞) بازه f دامنه
داریم همچنین است. پیوسته [١, e] بسته بازه روی f تابع نتیجه در هستند.

f(١) = ٢ > ٠ , f(e) = ٢e − ee < ٠.

که دارد وجود (١, e) در c بولزانو قضیه به بنا بنابراین

f(c) = ٠.

.٢c = cc ln c که آوردیم بدست c ∈ (٠,∞) یعنͬ

نمره) است.(٢٠ مفروض f(x) =


x٢ sin(١/x)

ex − ١ x ̸= ٠

٠ x = ٠
ضابطه ی با f : R → R تابع .۴

کنید. بررسͬ صفر در را f تابع مشتق پذیری و پیوستگͬ الف)
است. مشتق پذیر تابع که کنید تعیین نقاطͬ در را f مشتق ضابطه ی ب)



ͬ کنیم. م بررسͬ را lim
x→٠

f(x) عبارت ،x = ٠ در f تابع پیوستگͬ بررسͬ برای الف) حل.

lim
x→٠

x٢ sin(١
x
)

ex − ١ = x sin(
١
x
)

x

ex − ١

به توجه با نتیجه در .lim
x→٠

ex − ١
x

= lim
x→٠

g(x)− g(٠)
x− ٠ = g′(٠) آنگاه g(x) = ex دهیم قرار اگر

عین در .lim
x→٠

x

ex − ١ = ١ نتیجه در و lim
x→٠

ex − ١
x

= g′(٠) = ١ داشت خواهیم g′(x) = ex اینکه

این بنابر .lim
x→٠

x sin(
١
x
) = ٠ داریم sin(

١
x
) کرانداری به توجه با حال

lim
x→٠

f(x) = lim
x→٠

x sin(
١
x
)

x

ex − ١ = ٠ × ١ = ٠ = f(٠)

است. پیوسته x = ٠ در f پس
ͬ پردازیم. م lim

x→٠

f(x)− f(٠)
x− ٠ بررسͬ به ،x = ٠ در f مشتق پذیری بررسͬ برای

lim
x→٠

f(x)− f(٠)
x− ٠ = lim

x→٠

x٢ sin( ١
x
)

ex−١
x

= lim
x→٠

x sin(١
x
)

ex − ١
= lim

x→٠
sin(

١
x
)

x

ex − ١

ندارد. وجود lim
x→٠

sin(
١
x
) ͬ دانیم م همچنین .lim

x→٠

x

ex − ١ = ١ کردیم بیان قبل قسمت در آنچه بنابر
نیست. مشتق پذیر x = ٠ در f تابع یعنͬ داشت. نخواهد وجود فوق حد پس

برای اینکه و ،ex−١ و x٢ ،sin(١
x
) عبارات از ͷی هر مشتق پذیری به توجه با ،x ̸= ٠ هر برای ب)

داریم است. مشتق پذیر نقاط این در f تابع شده، بیان قضایای بنابر ،ex − ١ ̸= ٠ ،x ̸= ٠

f ′(x) =
(٢x sin(١

x
) + x٢(− ١

x٢ ) cos(
١
x
))(ex − ١)− (x٢ sin(١

x
))(ex)

(ex − ٢(١

=
(٢x sin(١

x
)− cos(١

x
))(ex − ١)− (x٢ sin(١

x
))(ex)

(ex − ٢(١


