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مساله صورت اول: جلسه ی ١

ͬ پردازیم. م شود، انجام درس این در است قرار که کارهایی مرور به جلسه این در

بͽیرید. نظر در را C = (C,+, ·,۰,۱) مختلط اعداد میدان

باشد: زیر شͺل به مجموعه های از بولͬ ترکیبی هرگاه ͬ نامیم م ساخته شدنͬ را X ⊆ Cn مجموعه ی .١ تعریف

{x̄|f(x̄) = ۰}

چنین از بولͬ ترکیب از منظور است. (f ∈ C[X۱, . . . , Xn]) مختلط اعداد میدان در ضرایب با چندجمله ای ͷی f آن در که

ͬ توان م همچنین را ساخته شدنͬ مجموعه های است. مجموعه ها این مͺمل و مجموعه ها این اجتماع و اشتراک مجموعه هایی،

کرد. تعریف نیز (ورایته ها) ͬͺزاریس بسته ی مجموعه های از بولͬ ترکیبی عنوان به

است. ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی خود ساخته شدنͬ، مجموعه های بولͬ ترکیبات که است واضح تعریف، این به توجه با

است. شده آورده زیر قضیه ی در ساخته شدنͬ مجموعه های تصویر مورد در نکته این اما

است. ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی نیز Cn روی X تصویر آنگاه باشد، ساخته شدنͬ X ⊆ Cn × Cm اگر (شوالͬ). ٢ قضیه

است. ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی نیز چندجمله ای تابع ͷی تحت ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی تصویر این علاوه بر

ساختار که ͬ کنیم ثابت م ابتدا است. زیر صورت به ͬ گیرد م قرار استفاده مورد قضیه این اثبات برای که ͬ ای مدل نظریه ی روش

از استفاده با سپس است. معادل سورِ بدونِ فرمول ͷی دارای فرمول هر که معنͬ این به است. سور حذف خاصیت دارای C

ͬ شوند. م تعریف سور بدون فرمول های با که هستند مجموعه هایی دقیقاً ساخته شدنͬ مجموعه های که ͬ شود م ثابت سور، حذف

فرمول توسط (πn(X)) اول n‐مولفه ی روی X تصویر باشد، شده تعریف φ(x̄, ȳ) فرمول توسط X مجموعه ی اگر بنابراین

دارای ∃ȳφ(x̄, ȳ) فرمول سور، حذف خاصیت بنابر حال ͬ شود. م تعریف است، وجودی سور با فرمول ͷی که ،∃ȳφ(x̄, ȳ)

است. ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی πn(X) مجموعه ی پس است. سور بدون معادل ͷی

است. هیلبرت٢ ریشه های قضیه ی اثبات گرفت، نتیجه ͬ توان م ساختار این پذیرفتن سور حذف  از که جالبتری نتیجه ی ͷی

مجموعه های بین ͷبه ی ͷی تناظر ͷی صورت این در باشد. جبری بسته ی میدان ͷی K کنید فرض ریشه ها). (قضیه ی ٣ قضیه

دارد. وجود رادیͺال ایده آل های و ͬͺزاریس بسته ی

اعداد و مختلط اعداد میدان که کنید دقت است. حقیقͬ اعداد میدان مورد در مشابه قضایایی بررسͬ درس این از هدف

درصورتͬ است جبری بسته ی مختلط، اعداد میدان مثال به عنوان دارد. نیز عمده ای تفاوت های ولͬ هستند هم شبیه بسیار حقیقͬ

ندارند. جواب حقیقͬ اعداد میدان در که دارند وجود چند جمله ای هایی که معنͬ این به نیست، این چنین حقیقͬ اعداد میدان که

میدان این فرد ضرایب با چند جمله ای های حال این با ندارد. ریشه حقیقͬ اعداد میدان در x۲+۱ = ۰ چند جمله ای مثال برای

که معنͬ این به است. مرتب میدانͬ حقیقͬ اعداد میدان که است این میدان دو این دیͽر تفاوت هستد. جواب دارای همواره
٢Hilbert’s Nullstellensatz
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به عنوان اینکه برای کرد، مرتب ͬ توان نم را مختلط اعداد میدان در ولͬ است. سازگار میدان اعمال با که است ترتیب ͷی دارای

باشد. مثبت عددی، هر دوم توان که است این ترتیب خواص از ͬͺی ولͬ .i۲ = −۱ مثال

جبری بستار و حقیقͬ اعداد میان که فاصله ای تنها است. جالبی بسیار ویژگͬ ͷی دارای حقیقͬ اعداد میدان حال این با

است. جبری بسته ی R(i) میدان که معنͬ این به است. ،x۲ + ۱ = ۰ چندجمله ای ریشه ی ،i عنصر همان دارد، وجود آن

ͬ پردازیم. م حقیقͬ اعداد میدان  در مشابه تعریف های به حال

زیر به صورت مجموعه هایی از بولͬ ترکیبی به صورت بتوان را X هرگاه ͬ نامیم م شبه جبری٣ را X ⊆ Rn مجموعه ی .۴ تعریف

نوشت:

{x̄|f(x̄) > ۰}

دو اشتراک برابر زیرا است. شبه جبری مجموعه ی ͷی نیز {x̄|f(x̄) = ۰} مجموعه ی که کنید دقت .f ∈ R[X̄] آن در که

است. {x̄|f(x̄) < ۰}∁ و {x̄|f(x̄) > ۰}∁ مجموعه ی

اینجا که سوالͬ شوالͬ، قضیه ی مشابه همچنین هستند. بسته  بولͬ ترکیبات تحت شبه جبری مجموعه های که است واضح

است؟ شبه جبری مجموعه ی ͷی شبه جبری، مجموعه ی ͷی تصویر آیا که است این ͬ شود م مطرح

شبه جبری نیز Rn روی X تصویر آنگاه باشد. شبه جبری مجموعه ی ͷی X ⊆ Rn × Rm کنید فرض .(ͬͺتارس) ۵ قضیه

است.

که ͬ کنیم م ثابت ابتدا شوالͬ، قضیه ی اثبات مشابه قضیه این اثبات برای کرد. خواهیم ثابت درس این اوایل در را قضیه این

هستند مجموعه هایی دقیقاُ شبه جبری مجموعه های اینکه به توجه با سپس ͬ کند. م حذف را سورها (R,+, <, ·,۰,۱) ساختار

ͬ کنیم. م استنتاج را مطلوب نتیجه ی ساختار، این سور حذف همچنین و ͬ شوند م تعریف سور بدون فرمول با که

کنید. تحقیق ریشه ها حقیقͬ قضیه ی درباره ی .١ پروژه

مشابه قضایایی اثبات بیان به درس این ادامه ی در ͬ دهد. م ارائه تحلیلͬ توابع مجموعه  ی برای را نظریه این مشابه گابریلُف۴

پرداخت. خواهیم نظریه این در

دامنه ی که است این سری ها ویژگͬ مهمترین هستند. نمایش قابل توانͬ سری ͷی توسط که هستند توابعͬ تحلیلͬ توابع

دیͽر بیانͬ به هستند. جِرم۵ ͷی دارای تحلیلͬ توابع دیͽر، بیانͬ به است. باز ͷدیس ͷی یا است نقطه ͷی یا آنها همͽرایی

تمام بنابراین هستند. یͺسان تحلیلͬ تابع دو این باشند، برابر هم با ͷکوچ باز ͷدیس ͷی در توانͬ) (سری تحلیلͬ تابع دو اگر

است. تحلیلͬ توابع جِرم تحلیلͬ، توابع از منظور پس ͬ گیریم. م درنظر تابع ͷی را هستند برابر هم با ͷدیس ͷی در که توابعͬ

به باشد موجود ā از Uā باز ͬͽهمسای ͷی ā ∈ Rn هر برای هرگاه ͬ نامیم م شبه تحلیل۶ͬ را X ⊆ Rn مجموعه ی .۶ تعریف

باشد: زیر صورت به مجموعه هایی از بولͬ ترکیبی X ∩ Uā که طوری

{x̄|f(x̄− ā) > ۰}
٣semialgebraic
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است. لازم x̄− ā ∈ Df شرط که کنید توجه است. تحلیلͬ تابع ͷی f آن در که

نیست. شبه جبری مجموعه ی شبه تحلیلͬ، مجموعه های بولͬ ترکیبات شبه جبری، مجموعه های برخلاف

شبه تحلیلͬ مجموعه ی ͷی و Uā ͬͽهمسای ͷی ā ∈ R هر برای هرگاه ͬ نامیم م زیرتحلیل٧ͬ Xرا ⊆ Rn مجموعه ی .٧ تعریف

.X ∩ Uā = πn(Y ) که به طوری باشد موجود Y ⊆ Rn × Rm

بود. خواهد زیر قضیه ی کرد، خواهیم ثابت دوره این در که قضیه ای مهم ترین

است. زیرتحلیلͬ مجموعه ی ͷی زیرتحلیلͬ، مجموعه ی هر مͺمل (گابریلُف). ٨ قضیه

به نسبت مجموعه ها این بودن بسته  است، شده آورده گرفتن تصویر زیرتحلیلͬ، مجموعه های تعریف در که آنجایی از

هستند مجموعه هایی شبه تحلیلͬ، مجموعه های که کنیم ثابت مدلͬ نظریه  ابزار با اگر ولͬ است. اساسͬ قضیه ی ͷی مͺمل گیری

است. زیرتحلیلͬ زیرتحلیلͬ، مجموعه ی ͷی مͺمل که است واضح صورت این در هستند، تعریف پذیر خاص ساختار ͷی در که

ͬ شود. م تعریف ¬φ فرمول با ،φ فرمول با تعریف پذیر مجموعه ی ͷی مͺمل زیرا

و جمع توابع که کنید دقت .Ran = (R, {f است.| تحلیلͬ تابع ͷی جرم f}) ساختار مدلͬ نظریه ی مطالعه ی اثبات: ایده ی

ساختار، این در تعریف پذیر مجموعه های صورت این در هستند. ثابت توابع ۱ و ۰ همینطور هستند، تحلیلͬ توابع ضرب،

ساختار این در وجودی سور با که هستند مجموعه هایی زیرتحلیلͬ، مجموعه های اما هستند. شبه تحیلͬ مجموعه های دقیقاً

تعریف وجودی سور با نیز آن مͺمل شود، تعریف وجودی سور با مجموعه ͷی اگر که کنیم ثابت باید بنابراین ͬ شوند. م تعریف

است!). عمومͬ فرمول ͷی وجودی، فرمول ͷی نقیض که حالͬ (در ͬ شود م

٧subanalytic
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مدل کامل تئوری های دوم: جلسه ی ٢

ͬ کنیم. م رده بندی زیر صورت به استقرا با و پیچیدگͬ براساس را فرمول ها باشد. اول مرتبه ی زبان ͷی L کنید فرض .٩ تعریف

∃۰ = ∀۰ با را آنها رده ی و ͬ گیرند م قرار (اول) صفرم دسته ی در و هستند پایه ای فرمول های که سور بدون فرمول های •

∃۰ = ∀۰ = {φ|است سور بدون L‐فرمول ͷی φ } دیͽر عبارتͬ به ͬ دهیم. م نشان

است. ∀n رده ی در فرمول ͷی φ آن در که ،∃φ صورت به فرمول های همه ی مجموعه ی با است برابر که ∃n+۱ رده ی •

.∀n+۱ = {∀φ|φ ∈ ∃n} ͬ کنیم م تعریف مشابه، صورت به •

ͬ کنیم. م رده بندی بالعکس) یا عمومͬ به وجودی (از سور نوع تغییرات تعداد براساس را فرمول ها دیͽر، بیانͬ به

∃۳ رده ی به متعلق فرمول ͷی باشد، سور بدون فرمول ͷی φ اگر ،∃y۳∀y۲∃y۱φ(x̄, ȳ) فرمول مثال عنوان به .١٠ مثال

باشد. هم با وجودی سور چندین ͬ تواند م ∃y۳ وجودی سور مثلا́ که کنید دقت است.

به ثابت ͷی A دامنه ی در عنصر هر ازای به یعنͬ .L(A) = L∪ {ca}a∈A ͬ کنیم م تعریف باشد، L‐ساختار ͷی A اگر

ͬ افزاییم. م زبان

هر و φ(x̄) سور بدون L‐فرمول هر برای هرگاه A
e→۰ B ͬ نویسیم م باشند، L‐ساختار دو B و A کنید فرض .١١ تعریف

باشیم داشته ā ∈ A چندتایی

A |= φ(ā) ⇐⇒ B |= φ(e(ā)).

باشیم داشته ā ∈ A هر و φ(x̄) L‐فرمول هر برای هرگاه A
e→n B ͬ نویسیم م کلͬ حالت در

A |= φ(ā) ⇐⇒ B |= φ(e(ā)).

ساختار ͷی در فرمول هر زیرا .A |= φ(ā) ⇐⇒ B |= φ(e(ā)) داریم ā ∈ A هر و φ(x̄) ∈ ∀n فرمول هر برای (معادلا˟

است). عمومͬ فرمول ͷی وجودی، فرمول ͷی نقیض و نقیضش یا است درست خودش یا

نگاشت ͷی e که ͬ گوییم م صورت این در .A e→n B باشیم داشته n ∈ N هر برای هرگاه A
e→∞ B ͬ نویسیم م .١٢ تعریف

است. مقدماتͬ هم ارزی

.B |= φ(e(ā)) آنگاه A |= φ(ā) اگر صورت این در .ā ∈ A و φ(x̄) ∈ ∃n+۱ و A
e→n B کنید فرض .١٣ مشاهده

نیست. برقرار مطلب این عکس که کنید دقت

عنصر آنگاه A |= φ(ā) اگر صورت این در ،ψ ∈ ∀n آن در که است ∃ȳψ(ā, ȳ) صورت به φ(ā) که آنجایی از اثبات.

با فرمول های حد در ساختار (دو فرض طبق و ψ ∈ ∀n که آنجایی از حال .A |= ψ(ā, b̄) که به طوری است موجود b̄ ∈ A

.B |= ∃ȳψ(e(ā), ȳ) پس .B |= ψ(e(ā), e(b̄)) داریم معادل اند) سور n

۵



‐L(A) همه ی مجموعه ی با برابر را Diagn(A) مجموعه ی ͬ دهیم م قرار باشد. L‐ساختار ͷی A کنید فرض .١۴ تعریف

دیͽر عبارتͬ به .A |= φ که طوری به φ ∈ ∀n فرمول های

Diagn(A) = {φ(ā)|φ ∈ ∀n, A |= φ(ā)}.

ā ∈ A هر و φ(x̄) n∀‐فرمول هر برای که است واضح آنگاه B |= Diagn(A) و باشد L‐ساختار ͷی B اگر .١۵ مشاهده

داریم

A |= φ(ā) =⇒ B |= φ(ā).

به یعنͬ .¬φ(ā) ∈ ∃n زیرا است.) دوطرفه بالا حͺم که معنͬ این (به .B |= ¬φ(ā) آنگاه A |= ¬φ(ā) اگر توجه:

A |= ψ(ā, b̄) که است موجود b̄ ∈ A صورت این در ،A |= ∃ȳψ(ā, ȳ) اگر حال .ψ ∈ ∀n−۱ که ∃ȳψ(ā, ȳ) صورت

.B |= ¬φ(ā) که معنͬ این به .B |= ψ(ā, b̄) استقرا) فرض به (بنا حال

بیانͬ به .e(a) = cBa و e : A → B که است موجود e : A →n B نگاشت آنگاه B |= Diagn(A) اگر .١۶ مشاهده

ͬ کند. م حفظ را ∀n فرمول های همه ی نشاندن نگاشت این و است A شامل B دیͽر

.⟨B, e(a)⟩a∈A |= Diagn(A) آنگاه e : A→n B اگر برعکس،

T تئوری مشخص). زبانͬ در اول مرتبه ی جملات از (مجموعه ای باشد اول مرتبه ی تئوری ͷی T که کنید فرض .١٧ تعریف

.T |= ¬φ یا T |= φ که باشیم داشته φ اول مرتبه ی جمله ی هر برای هرگاه ͬ نامیم م کامل را

است. مشخص ساختار ͷی برای کامل تئوری ͷی نوشتن مطلوب اوقات از خیلͬ مدل نظریه ی در

Diag۰(A)∪ T تئوری A |= T هر برای هرگاه است مدل کامل٨ T ͬ گوییم م باشد. تئوری ͷی T که کنید فرض .١٨ تعریف

φ(x̄) L(A)‐فرمول هر برای و m, n |= Diag۰(A) ∪ T مدل دو هر برای یعنͬ باشد. L(A) زبان در کامل تئوری ͷی

به است.) T تئوری برای مدل ͷی A خود اینجا که کنید (دقت .ā ∈ A هر برای n |= φ(ā) آنگاه m |= φ(ā) باشیم داشته

ͬ اند. مقدمات معدل L(A) زبان در n و m دیͽر بیانͬ

معادل اند: هم با زیر موارد .١٩ قضیه

است. مدل کامل T تئوری .١

باشد، B زیرساختار A و A,B |= T اگر دیͽر بیانͬ (به .e : A →۱ B آنگاه ،e : A →۰ B و A,B |= T اگر .٢

.A |= ∃x̄φ(x̄, ā) ⇐⇒ B |= ∃x̄φ(x̄, ā) ،ā ∈ A هر و ∃x̄φ(x̄, ȳ) صورت به ∃۰ در فرمول هر برای آنگاه

است.) وجودی بسته ی زیرساختاری هر دیͽر بعبارتͬ

باشد، B زیرساختار A و A,B |= T اگر دیͽر بیانͬ (به .e : A→∞ B آنگاه ،e : A→۰ B و A,B |= T اگر .٣

است.) درست نیز A در آنگاه باشد، درست B در اگر A در پارامتر با فرمول هر یعنͬ .A ⪯ B آنگاه
٨model-complete

۶



این واقع در .T |= ∀x̄(φ(x̄) ↔ ψ(x̄)) که طوری به است موجود ψ(x̄) ∈ ∃۱ فرمول ͷی φ(x̄) فرمول هر برای .۴

∃۱ رده ی به یعنͬ است وجودی سور ͷی حد در فرمول ها پیچیدگͬ مدل کامل تئوری ͷی دید از که ͬ کند م بیان عبارت

دارند. تعلق

طرفͬ از .ā ∈ A که B |= ∃ȳφ(ā, ȳ) کنید فرض همچنین .e : A →۰ B و A,B |= T کنید فرض (۲ ← ۱ اثبات.

.A |= ∃ȳφ(ā, ȳ) پس ،A |= T ∪Diag۰(A) همچنین و B |= T ∪Diag۰(A) چون

برای ،e : A→۰ B از که ͬ دهیم م نشان استقرا با .e : A→۰ B همچنین باشد، برقرار ٢ مورد کنید فرض (۳← ۲
باشد. برقرار n برای حͺم کنید فرض است. برقرار استقرا پایه ی ٢ مورد بنابه ͬ شود. م نتیجه  e : A →n B طبیعͬ، n هر

نشان باید حال .B |= φ(e(ā)) صورت این در A |= φ(ā) اگر آنگاه ،φ(x̄) ∈ ∃n+۱ اگر ͬ دانیم م ١٣ مشاهده بنابر حال

این برای است. درست نیز A در آنگاه باشد، درست B در φ(x̄) فرمول اگر یعنͬ است. درست نیز مطلب این عکس که دهیم

باشد. برقرار زیر دیاگرام که ͬ یابیم م طوری را C L‐ساختار منظور

A→۰ B→۰ C

داریم استقرا فرض به توجه با که کنید دقت

A→n B→n C.

که ͬ سازیم م طوری را دیاگرام این همچنین

A→n+۱ C.

پس ،φ ∈ ∃n+۱ و A →n+۱ C چون حال .C |= φ(ā) پس ،B →۰ C چون حال B |= φ(ā) اگر صورت این در

کافͬ Cای چنین کردن پیدا برای ͬ شود. م ثابت حͺم کنیم، پیدا Cای چنین اگر بنابراین ͬ شود. م ثابت حͺم پس .A |= φ(ā)

یعنͬ باشد، متناقض T ′ تئوری کنید فرض است. مدل دارای T ′ = Diag۰(B) ∪ Diagn+۱(A) ∪ T که دهیم نشان است

اتفاق L(B) زبان در عبارت این که کنید دقت .φ(ā, b̄) ∈ Diag۰(B) ͷی برای T ∪ ∪Diagn+۱(A) |= ¬φ(ā, b̄)

ͬ افتد. م

.T |= ∀x̄φ(x̄) داریم همواره L زبان در صورت این در باشد، برقرار L(c̄) زبان در T |= φ(c̄) کنید فرض .٢٠ توجه

A |= T ∪ چون طرفͬ از .T ∪ Diagn+۱(A) |= ∀x̄¬φ(ā, x̄) داریم L(A) زبان در نکته، این به توجه با حال

چون حال .B |= ∃ȳ φ(ā, ȳ) که معنͬ این به .B |= φ(ā, b̄) دیͽر طرفͬ از .A |= ∀x̄¬φ(ā, x̄) پس ،Diagn+۱(A)

این که .A |= ∃ȳ φ(ā, ȳ) پس ،∃ȳ φ(ā, ȳ) ∈ ∃۱ چون حال .A →۱ B ͬ شود م نتیجه استقرا فرض از ،A →۰ B

است. تناقض

.S{ψ(x̄)|ψ(x̄) ∈ ∃۱, T |= ψ(x̄)→ φ(x̄)} دهید قرار باشد. دلخواه L‐فرمول ͷی φ(x̄) کنید فرض (۴← ۳
داریم باشد، درست ادعا این که صورتͬ در است. تناقض آمیز T ∗ = T ∪ {¬ψ(x̄)|ψ ∈ S} ∪ {φ(x̄)} تئوری ادعا:

T |= بنابراین .S مجموعه ی در ψn(x̄), . . . , ψ۱(x̄) فرمول های برخͬ برای ،T ∪ {φ(x̄)} |= ψ۱(x̄) ∨ · · · ∨ ψn(x̄)

ثابت را حͺم این که .T |= ψi(x̄)→ φ(x̄) پس هستند، S در ψiها این تمام چون حال ،φ(x̄)→ ψ۱(x̄)∨ · · · ∨ψn(x̄)

٧



است. φ(x̄) فرمول وجوی معادل ψ۱(x̄) ∨ · · · ∨ ψn(x̄) فرمول یعنͬ ͬ کند، م

همچنین و m |= ψ(ā) آنگاه T |= ψ(x̄) → φ(x̄) اگر و m |= T یعنͬ .(m, ā) |= T ∗ کنید فرض ادعا: اثبات

.m |= φ(ā)

.m →∞ n ،(٣ (مورد فرض طبق آنگاه .m →۰ n یعنͬ ،n |= Diag۰(m) باشیم داشته  همچنین و n |= T اگر حال

بود. دلخواه فرمول ͷی φ چون ،n |= φ(ā) صورت این در

است. ناسازگار T ∗∗ = Diag۰(m) ∪ T ∪ {¬φ(ā)} یعنͬ .Diag۰(m) ∪ T |= φ(ā) بنابراین

است. سازگار T ∗∗ تئوری ادعا:

ͬ شود. م ثابت حͺم و رسیدیم تناقض به باشد، درست ادعا این اگر بنابراین

به بنا صورت این در .T ∪ Diag۰(m) |= φ(ā) داریم صورت این در باشد، ناسازگار T ∗∗ تئوری کنید فرض ادعا: اثبات

.θ(ā, b̄) ∈ Diag۰(m) فرمول ͷی برای T ∪ θ(ā, b̄) |= φ(ā) که ͬ گیریم م نتیجه فشردگͬ،

.T ∪ {∃ȳθ(ȳ)} |= φ داریم L زبان در صورت این در ،T ∪ θ(c̄) |= φ باشیم داشته L(c̄) زبان در اگر .٢١ توجه

.T |= ∃ȳθ(ā, ȳ) → φ(ā) داریم L(ā) زبان در بنابراین .T ∪ {∃ȳθ(ā, ȳ)} |= φ(ā) داریم نکته، این بنابه حال

بنابراین دارد. قرار S مجموعه ی در θ(x̄, ȳ) فرمول بنابراین .T |= ∀x̄(∃ȳθ(x̄, ȳ) → φ(x̄)) داریم L زبان در پس

.θ(ā, b̄) ∈ Diag۰(m) زیرا است تناقض این که .m |= ¬(∃ȳ θ(ā, ȳ))

تمرین. (۱← ۴

٨



حقیقͬ اعداد مرتب میدان تئوری و سور حذف سوم: جلسه ی ٣

سور حذف ٣ . ١

Diag۰(A) ∪ T تئوری ،m از A زیرساختار هر و m |= T هر برای هرگاه گوییم کامل٩ زیرساختار را T تئوری .٢٢ تعریف

باشد. کامل

ویژگͬ ͷی که است این مدل نظریه ی هنر ولͬ تئوری هاست. جبری ویژگͬ ͷی واقع در بودن کامل زیرساختار که کنید دقت

بزند. گره منطقͬ ویژگͬ ͷی به را جبری

معادل اند: هم با زیر موارد .٢٣ قضیه

است. کامل زیرساختار T تئوری .١

که طوری به ͬ شود م پیدا سور) (بدون ψ(x̄) ∈ ∃۰ فرمول ͷی ،φ(x̄) فرمول هر برای .٢

T |= ∀x̄(φ(x̄)↔ ψ(x̄).

ͬ کند.) م حذف را سورها T (تئوری

ͬ دانیم م حقیقͬ اعداد میدان در سور حذف برای مثال ͷی عنوان به است. تئوری ها برای جذاب خیلͬ ویژگͬ ͷی سور حذف

(فرمول دو درجه معادله ی آن دلتای بودن مثبت با معادل وجودی)، سور با فرمول ͷی) درجه دو معادله ی ͷی جواب وجود که

سور بدون معادل ͷی فرمول هر برای باشد، داشته ͬ ای ویژگ چنین این تئوری اگر که ͬ کند م بیان قضیه این است. سور) بدون

درست بͽردیم، معادله برای جواب ͷی دنبال اینکه جای به یعنͬ ͬ شود. م کمتر خیلͬ محاسبات پیچیدگͬ بنابراین دارد. وجود

ͬ کنیم. م بررسͬ را سور بدون فرمول بودن

فرمول این برای معادل سور بدون فرمول ͷی یافتن دنبال به ما باشد. دلخواه فرمول ͷی φ(x̄) کنید فرض (۲ ← ۱ اثبات.

.S = {ψ(x̄)|ψ(x̄) ∈ ∃۰, T |= ∀x̄ψ(x̄)→ φ(x̄)} دهید قرار هستیم.

است. ناسازگار T ∗ = T ∪ {¬ψ(x̄)|ψ ∈ S} ∪ {φ(x̄)} تئوری ادعا:

ψn, . . . , ψ۱ فرمول های پس ͬ شود. م تنیجه T ∗ تئوری از متناهͬ قسمتͬ از تناقض آنگاه کنیم ثابت را ادعا این اگر که کنید دقت

تئوری که به طوری موجودند S مجموعه ی در

T ∪ {¬ψ۱(x̄), · · · ,¬ψn(x̄)} ∪ {φ(x̄)}

بنابراین است. ناسازگار

T ∪ φ |= ψ۱ ∨ · · · ∨ ψn.

٩substructure complete

٩



بنابراین دارند، قرار S مجموعه ی در ψi فرمول های از کدام هر دیͽر طرفͬ از .T |= φ→ (ψ۱ ∨ · · · ∨ψn) که معنͬ این به

ͬ کند. م ثابت را حͺم این که .T |= φ↔ ψ۱ ∨ . . . ∨ ψn پس ،T |= ψi → φ

که طوری به باشد موجود ā ∈ m عنصر و m ساختار که معنͬ این به باشد. سازگار T ∗ تئوری کنید فرض ادعا: اثبات

.(m, ā) |= T ∪ {¬ψ(ā)|ψ ∈ S} ∪ {φ(ā)}

.m |= ¬ψ(ā) آنگاه ،T |= ψ → φ که طوری به  باشد سور بدون فرمول ͷی ψ اگر که کنید توجه

بنابراین .n |= φ(ā) آنگاه ،⟨ā⟩ ⊆ n |= T اگر صورت این در بͽیرید. نظر در m در را ā توسط شده تولید زیرساختار حال

L(ā) زبان در که طوری به است موجود χ(ā) ∈ Diag۰(⟨ā⟩) فرمول بنابراین است. ناسازگار Diag۰(⟨ā⟩)∪T ∪{¬φ(ā)}

.χ(x̄) ∈ S ͬ شود م نتیجه این از که .T |= ∀x̄ (χ(x̄) → φ(x̄)) داریم L زبان در بنابراین .T |= χ(ā) → φ(ā) داریم

ͬ شود. م ثابت حͺم و است تناقض این که .m |= χ(ā) طرفͬ از .m |= ¬χ(ā) بنابراین

که طوری به شود پیدا ψ(x̄) سور بدون فرمول ͷی φ(x̄) فرمول هر برای هرگاه ͬ کند م حذف را سورها T تئوری .٢۴ یادآوری

.T |= ∀x̄ (φ(x̄)↔ ψ(x̄))

سور: حذف برای ͬͺمح ٣ . ١ . ١

ͬ کند. م حذف را سورها T تئوری باشد برقرار زیر شرایط اگر

n |= T شد) خواهید آشنا بیشتر مفهوم این با درس این ادامه ی (در اشباع کافͬ اندازه ی به مدل هر و m |= T مدل هر برای

ساختار ͷی ،a ∈ M − A عنصر هر برای همچنین و ،e : A →۰ n نگاشت هر و A ⊆ m ∩ n مشترک زیرساختار هر و

بدهد. توسیع را e که باشد موجود e′ : A′ →۰ n نگاشت ͷی و A ⊆ A′ ⊆ m

است. تئوری ͷی داشتن سور حذف با معادل بنابراین ͬ دهد. م نتیجه  را بودن کامل زیرساختار ͷمح این .٢۵ توجه

ͷی برای کنید فرض همچنین .A ⊆ m ∩ n نیز و m, n |= T کنید فرض حال باشد. برقرار ͷمح این کنید فرض اثبات.

بنابراین دارد. وجود e : A→۰ n نگاشت ͷی پس ،A ⊆ n چون حال .n |= φ(c̄n) بدهیم نشان باید .m |= φ(c̄) ،c̄ ∈ A

c̄n صورت این در کرد. ͬ توان م را کار این ͷمح این به توجه با که بیافزاییم، نگاشت این دامنه ی به را c̄ عنصر این است کافͬ

است. نگاشت این تحت c̄ تصویر با برابر

:R̄ = (R,+, ·,۰,۱,≤) برای سور حذف اثبات ٣ . ٢

ساختار این برای سور حذف اثبات ما هدف .T = Th(R̄) = {φ| است. اول مرتبه ی جمله ی φ, R |= φ} دهید قرار

دارای حقیقͬ اعداد میدان در x۲ + ۱ = ۰ (معادله ی نیست بسته جبری لحاظ از حقیقͬ اعداد میدان که کنید دقت است.

به ͬ رسیم. م جبری بسته ی میدان ͷی به حقیقͬ، اعداد میدان به معادله همین ریشه ی کردن اضافه با فقط ولͬ نیست). جواب

ͷی آن روی ͬ توان م اولا˟ که است میدانͬ حقیقͬ بسته ی میدان دیͽر، بیانͬ به ͬ گویند. م حقیقͬ بسته ی میدان میدانͬ، چنین این

جبری اش بستار و خودش بین سره ای جبری بستار هیچ ثانیاً باشد. مثبت عددی هر مجذور که طوری به  کرد تعریف ترتیب

١٠



نیست. اول مرتبه ی ویژگͬ، این که است این دارد وجود اینجا که نکته ای ولͬ ندارد. وجود

چندجمله ای ها: برای میانͬ مقدار ویژگͬ

ͬ شود م یافت t ∈ (a, b) عنصر آنگاه p(a)p(b) < ۰ باشیم داشته همچنین و باشد چندجمله ای ͷی p(x) ∈ R[X] اگر

.p(t) = ۰ که طوری به

به چندجمله ای هر برای اول مرتبه ی منطق در ͬ توان م را ویژگͬ این زیرا است، نهفته T تئوری در ویژگͬ این که کنید دقت

کرد. بیان زیر صورت

∀a۰, . . . , an ∀c۱, c۲ (a۰ + a۱c۱ + · · ·+ anc
n
۱ < ۰ ∧ a۰ + a۱c۲ + · · ·+ anc

n
۲ > ۰

→ ∃x c۱ < x < c۲ ∧ a۰ + a۱x+ · · ·+ anx
n = ۰)

پرداخت. خواهیم قضیه این اثبات به ادامه در

ͬ کند. م حذف را سورها T تئوری .٢۶ قضیه

p(x) ∈ چندجمله ای هر برای هرگاه است n‐بسته k۱ در k۰ ͬ گوییم م باشند. میدان دو k۰ ⊆ k۱ کنید فرض .٢٧ تعریف

در میدان این دیͽر بیان به .α ∈ k۰ آنگاه باشد، چندجمله ای این ریشه ی α ∈ k۱ اگر است، n حداکثر آن درجه ی که k۰[X]

است. بسته n حداکثر درجه ی از چندجمله ای های حد

e : k →۰ K۱ نگاشت ͷی همچنین است. K۰ زیرساختار که است میدانͬ k و K۰, K۱ |= T کنید فرض .٢٨ قضیه

تصویر و است n‐بسته K۰ در k که کنید فرض همچنین است.) K۰, K۱ مشترک زیرساختار k دیͽر بیانͬ (به باشد. موجود

(ریشه ی باشد k روی n+۱ حداکثر درجه ی از عنصری α ∈ K۰ کنید فرض است. n‐بسته هم e نگاشت تحت K۱ در آن

درجه ی اگر است، n‐بسته K۱ در k چون که کنید دقت .(k در ضرایب با n + ۱ حداکثر درجه ی از چندجمله ای ͷی

دارد. وجود است، e نگاشت از توسیعͬ که e۱ : k[α] →۰ K۱ نگاشت صورت این در .α ∈ k آنگاه باشد، n چندجمله ای

است. α و k توسط شده تولید میدان k[α] که

به ما باشد. چندجمله ای این ریشه ی α و باشد n+۱ حداکثر درجه ی از q(x) ∈ k[X] تکین چند جمله ای کنید فرض اثبات.

چنین وجود بود، جبری بسته ی K۱ اگر باشد. K۱ در چند جمله ای این تصویر ریشه ی که هستیم β ∈ K۱ عنصر یافتن دنبال

.(α ̸∈ k که کنید (دقت K۰ |= α ∈ (a, b) که باشند گونه ای به a < b و a, b ∈ k کنید فرض بود. بدیهͬ عنصری

دارد. وجود بازه ای چنین تمرین:

ریشه K۰ میدان در q′(x) چندجمله ای اگر بنابراین است. n حداکثر ،q(x) مشتق ،q′(x) چند جمله ای درجه ی که کنید دقت

در q(x) چندجمله ای که گرفت درنظر گونه ای به ͬ توان م را (a, b) بازه ی بنابراین هستند. k میدان در ریشه ها این باشد، داشته

فرض مساله، کلیت از شدن کاسته بدون باشد. α عنصر K۰ میدان در چندجمله ای این ریشه ی تنها یعنͬ باشد. یͺنوا بازه این

.q(a)q(b) < ۰ ،K۰ |= q(α) = ۰ چون بنابراین باشد. صعودی بازه این در چندجمله ای این کنید

.K۱ |= a < β < b که طوری به است β مانند ریشه ای دارای K۱ میدان در q(x) چندجمله ای ادعا:
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دارد. وجود ریشه ای چنین پس ،K۱ |= T و دارد قرار T تئوری در میانͬ مقدار ویژگͬ چون ادعا: اثبات

که ͬ دهیم م نشان حال .k[α] ∼= k[β] بنابراین است. β و α تحویل ناپذیر چندجمله ای q(x) که کنید دقت

(k[α], <) ∼= (k[β], <)

ͬ کند. م تمام را اثبات این و

داریم p(x) ∈ k[X] چندجمله ای هر برای ادعا:

K۰ |= p(α) > ۰ ⇐⇒ K۱ |= p(β) > ۰.

داریم تقسیم الͽوریتم به توجه با زیرا است. n حداکثر p(x) درجه ی کرد فرض ͬ توان م مساله، کلیت از کاستن بدون ادعا: اثبات

K۰ |= r(α) > ۰ اگر که دهیم نشان است کافͬ بنابراین است. n حداکثر r درجه ی آن در که p(α) = q(α)s(α) + r(α)

مثبت بازه این کل در r(α) که طوری به یافت طوری ͬ توان م را (a′, b′) ⊆ (a, b) بازه ی .K۱ |= r(β) > ۰ آنگاه

هم علامت دارند، قرار k در دو هر r(b′) و r(a′) چون حال .K۰ |= ∀x ∈ (a′, b′) r(x) > ۰ که معنͬ این به باشد.

ریشه ی r(x) چندجمله ای K۱ میدان در اگر دیͽر، طرفͬ از است. یͺسان K۱ و K۰ در آنها علامت بنابراین هستند.

باشیم داشته همواره که کنیم انتخاب طوری را بازه ͬ توانیم م بنابراین ͬ گیرد. م قرار k میدان در ریشه آن باشد، داشته دیͽری

ͬ کند. م تمام را اثبات این که .β ∈ (a′, b′) دهیم نشان که است کافͬ پس .K۱ |= ∀x ∈ (a′, b′) r(x) > ۰
حͺم که باشد، بازه این در β اگر حال است. β که دارد، ریشه  ͷی بازه این در K۱ میدان در q(x) چند جمله ای اینکه به توجه با

مثل دیͽری ریشه ی ͷی q(x) چندجمله ای ،K۱ میدان در پس ،q(a′)q(b′) < ۰ که چون صورت این  غیر در ͬ شود. م ثابت

قرار k میدان در ریشه این بودن، n‐بسته به توجه با و است ریشه دارار (a, b) بازه ی در q′(x) بنابراین دارد. β′ ∈ (a′, b′)

در شده گفته اثبات های تمام که کنید دقت .β ∈ (a′, b′) پس دارد. (a, b) بازه ی در q(x) بودن یͺنوا با تناقض این که دارد،

دارند. قرار T تئوری در پس هستند، اول مرتبه ی منطق
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