
رفت وبرگشت� سامانه های

است. شده نوشته ١١ تمرین� پاسخ توضیح در است، آمده بخش این در آنچه
بودن کامل که آنجا عموماً م� شوند. ظاهر بسیار مدل نظریه ی در رفت وبرگشت� سامانه های
کار به نی� سامانه ها این دهیم، نشان بخواهیم را تایپها برابری یا آنها، برای سور حذف تئوریها،

آورده ایم. مثال برای را این چنین سامانه های کاربردهای برخ� زیر در م� آیند.
که را f نگاشت .b̄ ∈ N و ā ∈ M گیریم باشند. L زبانِ در ساختار M,Nدو کنید فرض
زیرساختارهای میان باشد ایزومرفیمس� هرگاه م� خوانیم، جزئ� ایزومرفیسم� ی� م� برد، b̄ به را ā

م� نویسیم همچنین صورت، این در .N Mو در ترتیب به b̄ و ā توسط� شده تولید

qftpM(ā) = qftpN(b̄),

است. سور بدون فرمولهای از متش�ل تایپِ qftp از منظور بالا، در که
دارای ،N Mو از زیرساختارهایی میان جزئ� ایزومرفیسمهای برخ� از متش�ل را، Γمجموعه ی
(برگشت) ب�رد از و (رفت) دامنه از هم بتوان را f ∈ Γ هر هرگاه م� خوانیم، رفت وبرگشت� ویژگ��

هرگاه دی�ر بیان به گستراند؛

.a ∈ dom(g) که باشد گونه ایموجود Γبه در g′ ⊇ f عنصرِ a ∈ M هر و f ∈ Γ برایهر •

که باشد موجود گونه ای به Γ در g′ ⊇ f عنصرِ b ∈ N هر و f ∈ Γ هر برای •
.a ∈ range(g)

شروط نیازمند عموماً رفت وبرگشت�،  سامانه ی ی� وجود ام�ان دی�ر بیان به برگشت، و رفت ام�ان
تایپها برابری موجب خود سامانه هایی، چنین وجود طرف� از تایپهاست. برابری و مدلها اشباع�

م� شود.

میان ،Γ چون رفت وبرگشت�، سامانه ای و باشند شمارا ساختارِ دو N و M گیریم :٢۵ مثال
.M ∼= N صورت این در باشد. موجود آنها از زیرساختارهایی

چنان f١ ∈ Γ ایزومرفیسم� که م� کنیم توجه نخست .N = (ni)i∈ω Mو = (mi)i∈ω گیریم
صورت، این در .f ∈ Γ کنید فرض .b٠ ∈ range(f١) و a٠ ∈ dom(f١) که است موجود
دامنه در را a٠ که است موجود g ⊇ f جزئ�� ایزومرفیسم� رفت وبرگشت�، سامانه ی تعریفِ به بنا
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.f١ = h دهید قرار دارد. خود ب�رد در را b٠ که است موجود h ⊇ g جزئ�� ایزومرفیسم� و دارد،
در را a٠, . . . , an که است شده ساخته چنان fn+١ جزئ�� ایزومرفیسم� که کنید فرض بدین ترتیب،
و an+١ که م� یابیم چنان را fn+٢ ⊇ fn+١ ذکرشده، روش به دارد. ب�رد در را b٠, . . . , bn و دامنه
fω =

∪
i∈ω fi : M → N که) کنید (تحقیق حال باشد. داشته برد و دامنه در ترتیب به را bn+١

است. N Mو میان ایزومرفیسم ی�
رو این از و نباشد، رفت وبرگشت� سامانه ی از عضوی شاید خود fω بالا، در که کنید توجه
تحت ساختارهای بودن باندازه اشباع داد. ادامه نیز fω+١ برای بالا روند بتوان که ندارد دلیل�
زیر در بدین، پرداختن از پیش کند. فراهم را برگشت� و رفت فراروند ادامه ی ام�ان م� تواند مطالعه،

است. مقدمات� بودن معادل ضامن حداقل برگشت�، و رفت سامانه های وجود که م� کنیم مشاهده

میان ایزومرفیسمهای از رفت وبرگشت� سامانه ی ی� Γ و باشند ساختار M,Nدو گیریم :٢۶ مثال
.M ≡ N آنگاه زیرساختارهاشان.

با را این باشد. درست N در اگروتنهااگر است Mدرست در ϕ جمله ی هر که دهیم نشان باید
بدون فرمول� ϕ که آنجا را، گفته این درست� تحقیق داد. نشان م� توان ϕ فرمول ساختِ روی استقراء
m ∈ M عنصرِ صورت این در .M |= ∃xϕ(x) کنید فرض وام� گذارم. خواننده به است، سور
نگاشتِ ی� دامنه ی در م� توان را m تعریف، به بنا طرف� از .M |= ϕ(m) که است موجود چنان

.N |= ∃xϕ(x) یعن� N؛ |= ϕ(n) رو این از پنداشت. f ∈ Γ

در را آن از مدل دو است کاف� است، کامل T تئوریِ که کنیم ثابت بخواهیم هرگاه بنابراین
کنیم. برقرار برگشت� و رفت سامانه ی ی� آنها میان و گرفته نظر

سامانه ای Γ و باشند هم اندازه و اشباع ــ κ ساختارِ Mدو = (aβ), N = (bβ) گیریم :٢٧ مثال
صعودی زنجیری {fβ}β<κ اگر زیرساختارهاشان. میان ایزومرفیسمهای از برگشت� و رفت باشد
،range(fβ) ⊇ b<β و dom(fβ) ⊇ a<β که گونه ای به ،Γ در موجود ایزومرفیسمهای از باشد
اجتماعگیری های از پس برگشت و رفت فراروندِ یعن� کرد؛ فرض Γ در هم را ∪β fβ م� توان آنگاه

است. ادامه دادن قابل نیز نامتناه�

نظر در را p(x) = qftp(aβ/a<β) تایپِ ∪بیفزاییم. fβ دامنه ی به را aβ بخواهیم فرضکنید
.b |= fβ(p(x)) که است موجود چنان d ∈ N چون عنصری که م� کنیم ادعا ب�یرید.

فرض م� شود. Nبرآورده در یادشده تایپ از متناه� بخش هر که داد نشان باید منظور این برای
موجود f ∈ {fβ} چون نگاشت� که م� دانیم باشد. p تایپ در سور بدون فرمول� ϕ(x, c<n) کنید
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داریم رو این از م� شود؛ واقع دامنه اش در c<n که است

|= ϕ(aβ, c<n) ⇔ ϕ(g(aβ), g(c<n))

بردارد. در را aβ دامنه اش که است Γ در نگاشت� g ⊇ f بالا در که
گستراند. نیز ب�رد از م� توان را ∪ fβ نگاشت که داد نشان م� توان مشابه روش� به

موجود برگشت� و رفت سامانه ای میانشان و باشند هم اندازه اشباع� ساختارِ M,Nدو اگر :٢٨ مثال
.M ∼= N آنگاه باشد،

تایپ، دو برابری که داد خواهیم بعدی مثال در پیشینشاست. مثال از نتیجه ای واقع در بالا، مثال
تفاوتمثالهای باشد. بسته نیز اجتماع تحت که برگشت� رفتو سامانه ای وجود برای است دلیل� خود
است سامانه هایی از سخن جزئ�، ایزومرفیسمهای جای به آنها، در که است این در قبل مثالهای با زیر

دیدیم. مثالها آن در که است همان بحثها منطق حال، هر به جزئ�. مقدمات� نگاشتهای از

که باشند چنان a ∈ M, b ∈ N و باشند هم اندازه اشباع� مدل دو M,N کنید فرض :٢٩ مثال
م� برد. b به را a که است موجود N Mو میان ایزومرفیسم� آنگاه .tpM(a) = tpN(b)

به را a که است موجود f جزئ�� ایزومرفیسم� بنابراین .qftpM(a) = qftpN(b) که کنید توجه
ادامه در که ایزومرفیسمهایی سایر و یادشده، ایزومرفیسم ،tp(a) = tp(b) که جا آن (از م� برد. b
هدف، هستند). مقدمات� جزئ�� نشاندنهای واقع در افزود، خواهیم برگشتیمان و رفت سامانه ی به
م� شود. واقع مقدمات�) جزئ�� نشاندنهای (از رفت وبرگشت� سامانه ای در f که است این دادن نشان
نیز اجتماعگیری تحت یادشده سامانه ی ٢٧ مثالِ بر بنا هم اندازه، و اشباعند مدلها که آنجا از آنگاه
شرایط که رسید ایزومرفیسم� به م� توان مثال همان به توجه با و آن کم� با رو، این از و است بسته

باشد. داشته را مطلوب
تایپ (منظور را tpM(x/a) تایپ همتایپند، b و a که آنجا از .x ̸∈ dom(f) کنید فرض
عنصری N اشباع�� بر بنا و برآورد، N در متناه� طور به م� توان (f نگاشتِ تحت است متناظرش
به مرحله هر در م� توان را روند این .tpM(xa) = tpN(yb) که طوری به است، موجود y چون

است. موجود برگشت� و رفت سامانه ای یعن� داد؛ انجام رفت وبرگشت� صورت
بازنوشت: زیر صورت به م� توان را بالا مثال

به را a که باشد موجود اتومرفیسم� اگروتنهااگر tp(a/A) = tp(b/A) هیولا، مدل در :٣٠ مثال
ببرد. b
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نتیجه سور بدون تایپهای از کامل تایپهای که است این معادل سور حذف که دیدیم ٩ تمرین در
که: م� دهد نتیجه آورده ایم، کنون تا که مثالهایی با گفته این آمیختن م� شوند.

مدل دو میان a �→ b جزئ�� ایزومرفیسم� هر اگروتنهااگر م� کند حذف را سورها T تئوریِ :٣١ مثال
شود. واقع ایزمرفیسمها از رفت وبرگشت� سامانه ی ی� در T از هم اندازه اشباع�

بنابراین گستراند. N و M میان مقدمات� ایزومرفیسم� به م� توان را یادشده نگاشت اثبات.
.tpM(a) = tpN(b)

بیاوریم، مدلها بودن اشباع یا و هیولا مدل از نام� بی آنکه تا کوشیده ایم زیر، پایان� مثال در
کنیم. ثابت مشابه� قضیه ی

آنگاه .tpM(a/A) = tpM(b/A) باشیم داشته و دلخواه باشد Mساختاری فرضکنید :٣٢ مثال
که طوری به f : N → N چون اتومرفیسم� همراه به است، Mموجود از N مقدمات�� توسیع ی�

.f(a) = b

زنجیری از اجتماع� صورت به Nرا است، چنین این قضایای اثباتهای معمول که همانگونه اثبات.
م� توان (علت: A = ∅ م� دهیم قرار راحت� برای نیز، ساخت. خواهیم مدلها از مقدمات� و شمارا

افزود). زبان به را A
است. جزئ� ایزومرفیسم ی� a٠ �→f١ bنگاشت .a٠ = a که طوری Mبه = (ai)i<λ گیریم
قبل مشابه که کنید توجه درنظرگرفته را p(x) = tp(a١/a٠) تایپِ آن، دامنه ی به a١ افزودنِ برای
y ∈ N١ عنصرِ N١و ≻ N مقدمات�� توسیع� بنابراین م� شود. برآورده متناه� طور Nبه در f١p(x)

که موجودند چنان
tpN١(yf(a٠)) = tpM(xa٠).

ساختن� برای دامنه، در a<α دربرگیرنده ی باشد نگاشت� fα : M → Nα(≻ M) اگر بدین ترتیب،
اردینال� α که حالت� در م� افزاییم. fα دامنه ی به را aα یادشده شیوه ی به fα+١ : M → Nα+١

Mو از N٠ =
∪
Nα مقدمات�� توسیع� به کار،  این با .fα =

∪
β<α fβ م�  دهیم قرار است، حدی

نیز و م� پوشاند، Mرا همه ی f دامنه ی که طوری به م� رسیم، f٠ =
∪
fα : M → N٠ نگاشتِ

.f(a) = b

ذکرشده روش همان به بنابراین .tpN٠(a) = tpN٠(b) داریم .N٠ = (ni)i<γ دهید قرار
که کرد حاصل چنان f١ : N٠ → N١ نگاشتِ همراه به را N از N١ مقدمات�� توسیع م� توان
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و N از مقدمات� است توسیع� ∪Ni حال باشد. N٠ شامل� دامنه اش و ببرد b به را a همچنان
b به را a که است اتومرفیسم� م� برد، fi(x) به را x ∈ Ni هر که f :

∪
Ni →

∪
Ni نگاشتِ

م� برد.
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