
نوزدهم جلسه ی ۶ . ٢

کردیم. تعریف را مرل مرتبه ی مفهوم شمارا، زبان ی در متناه مدل فاقد تئوریِ ی برای

م گوید که بیرید نظر در را T تئوریِ L = {E١, E٢} زبانِ در :١٨٩ مثال

است. نامتناه آن کلاس هر و کلاس نامتناه با است هم ارزی رابطه ی ی E١ •

کلاس هر (یعن م کند تظریف را نامتناه طور به E١ که است هم ارزی رابطه ی ی E٢ •
است. نامتناه آن کلاس هر و است)،  E٢ کلاس نامتناه از اجتماع E١

.RM(x = x) = ٣ و است جازم ω و سور حذف دارای کامل، T که) کنید (بررس

نوشت هم ارزی روابط از تئوری ی م توان L = {E١, E٢, E٣} زبانِ در مشابه طور به :١٩٠ مثال
.RM(x = x) = ۴ آن در که

ی Ei هر آن طبق که بیرید نظر در آن در را T تئوریِ و L = {E١, E٢, . . .} زبانِ :١٩١ مثال
از است تظریف Ei+١ و است نامتناه آن کلاس هر و کلاس نامتناه با است هم ارزی رابطه ی
{ϕ(x̄, b̄τ )}τ∈ω<ω فرمولهای تئوری، این در که م کنیم ادعا نیست. جازم ℵ٠ یاددشده تئوری .Ei

i هر برای و است ناسازگار {ϕ(x̄, bτ⌢i)}i∈ω هر که موجودند چنان انشعابی، ω درخت شل به
زیرمجموعه های از شده ساخته است درخت ω<ω که کنید توجه .ϕ(x̄, b̄τ ) → ϕ(x̄, b̄τ⌢i) داریم
٠, ١, ٢, . . . شاخه های ته روی م گیرد، قرار ∅ مجموعه ی آن ریشه ی در که طوری به ω متناه
طور به درخت و گرفته اند جای ٠٠, ٠١, ٠٢, . . . شاخه های ٠ روی ترتیب بدین و م گیرند، قرار

م یابد. ادامه مشابه
م سازیم: زیر صورت به را یادشده درخت
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E١(x, a٣)
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E٢(x, a١١)
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درخت) (پارامترهای شمارا مجموعه ی ی روی تایپها تعداد بالا، درخت وجود به بنا که کنید توجه
پایداری ω که داد خواهیم نشان بعد جلسات در نیست. پایدار ω بالا، تئوری پس است. ٢ℵ٠ با برابر
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فرمولِ بالا تئوری در پس است. اردینال مرل مرتبه ی داشتن یعن بودن، متعال کاملا با معادل
کل، طور به است؛ ∞ مرل مرتبه ی دارای x = x

قرار بالا سان به انشعابی ω درخت در {ϕ(x̄, b̄τ )}τ∈ω<ω فرمولهای T تئوریِ ی اگر :١٩٢ ادعای
است. بی نهایت درخت، بالای در نشسته فرمول مرل مرتبه ی تئوری، این در بیرند،

α اردینالِ از بالا در نشسته فرمول مرتبه ی اگر این چنین، درخت ی در که کنید توجه اثبات.
فرمولِ هر در درخت تصویر زیرا است؛ بیشتریامساوی نیز α + ١ از آنگاه باشد، بیشتریامساوی

است. بیشتر n ∈ ω هر از ϕ∅ فرمولِ مرل مرتبه ی که کنید توجه حال است. شده تکرار زیرین

میان از زیرا م دهد؛ نتیجه را انشعابی ω درخت وجود نیز شونده دوشاخه درخت وجود :١٩٣ توجه
٢n ترتیب بدین و شونده شاخه ۴ درخت م شود شاخه ها برخ حذف با شونده شاخه دو درخت

رسید. انشعابی ω درخت به فشردگ به بنا و درآورد، شونده شاخه

که کرد خواهیم ثابت بعد جلسه ی در

باشد. متعال کاملا اگروتنهااگر است پایدار ω تئوریِ ی T تئوریِ :١٩۴ گزاره

مرل): مرتبه ی (ویژگ های ١٩۵ لم

.ϕ(M) ̸= ∅ اگروتنهااگر RM(ϕ) ≥ ٠ •

باشد. نامتناه ϕ(M) اگروتنهااگر RM(ϕ) ≥ ١ •

اگر •
M |= ∀x̄ (ϕ(x̄, m̄) → ψ(x̄, b̄))

.RM(ψ) ≥ RM(ϕ) آنگاه

.RM(ϕ ∨ ψ) = max{RM(ϕ),RM(ψ)} •

α اردینالِ هر برای که م کنیم ثابت آن برای و م کنیم، ثابت را آخر مورد تنها اثبات.

RM(ϕ ∨ ψ) ≥ α ⇔ max{RM(ϕ),RM(ψ)} ≥ α.
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.RM(ϕ∨ψ) ≥ α+١ کنیم فرض است. آسان حدی، اردینالهای و α = ٠ برای بالا گفته ی اثبات
داریم .RM(γi) ≥ α که موجودند چنان γi ⊆ ϕ ∨ ψ فرمولهای آنگاه

(ϕ ∨ γi) ∧ (ψ ∨ γi) ≡ γi.

داریم RM(γi) ≥ α که آنجا از استقراء، فرض به بنا

max{RM(ϕ ∨ γi),RM(ψ ∨ γi)} ≥ α.

برای شده ذکر مورد دو از ی .RM(ψ ∨ γi) ≥ α یا RM(ϕ ∨ γi) ≥ α یا i هر برای پس
.i نامتناه برای RM(ϕ ∨ γi) ≥ α کنیم فرض کلیت از شدن کاسته بی م دهد؛ رخ i نامتناه

.RM(ϕ) ≥ α که م شود نتیجه این از
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