
هیجدهم جلسه ی ۵ . ٢

پایدار تئوری های ١ . ۵ . ٢

بازنشناختن�� دنباله ی ی� توسط اس�ولمیزه، زبان ی� در که مدل� هر در که گفتیم قبل جلسه ی در
که تایپهایی تعداد شمارا، مجموعه ی هر روی شود، تولید خوشترتیب مجموعه ی ی� در اندیس با

شماراست. حداکثر م� شوند برآورده

|M | = κ که طوری به است M چون مدل� دارای T تئوریِ κ دلخواه� کاردینالِ هر برای :١٧٢ لم
شماراست. حداکثر م� شوند،  محقق M در که A روی تایپهایِ تعداد A ⊆ M هر برای و

دنباله ای (ai)i∈I و باشد خوشترتیب (I,≤) اگرچنانکه که کردیم ثابت قبل جلسه ی در اثبات.
تایپ شمارا حداکثر شمارا مجموعه ی هر Mروی = SEM(ai|i ∈ I) در آنگاه بازنشناختن�، باشد
.|SEM(ai|i ∈ I)| = κ صورت این در .I = (κ,≤) دهیم قرار است کاف� م� شوند. برآورده

تئوریهای
پایدار

Mمجموعه ی |= T شمارای مدلِ هر برای هرگاه م� خوانیم ١٢ پایدار ω را T تئوریِ :١٧٣ تعریف
باشد. شمارا (M در پارامتر با تایپهای همه ی (=مجموعه ی S١(M)

قبلا� است. ℵ٠ با برابر حداقل M در پارامتر با تاپیهای تعداد باشد، شمارا M اگر :١٧۴ یادآوری
است. ٢ℵ٠ با برابر آنگاه باشد، بیشتر ℵ٠ از تایپها تعداد اگر که کرده ایم ثابت

است. پایدار ω تئوریِ ی� ACF که دهید نشان :١٧۵ تمرین

پایدار ω تئوریِ ی� F شمارای میدانِ ی� روی برداریِ فضاهای تئوری که دهید نشان :١٧۶ تمرین
است.

پایدار ω جازم، ℵ١ تئوریِ هر که کرد خواهیم بعداً ثابت و هستند جازم ℵ١ بالا، مثالِ دو هر
است.

پایدار ω تئوری این باشد، تعریف قابل ترتیب� ی� T تئوریِ در اگر که دهید نشان :١٧٧ تمرین
نیست.

١٢ω-stable
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با M |= T مدلِ هر برای هرگاه م� خوانیم پایدار κ را T تئوریِ κ > ℵ٠ برای :١٧٨ تعریف
موجود κ ≥ ℵ٠ هرگاه م� خوانیم پایدار را T تئوری .|S١(M)| = κ باشیم داشته |M | = κ

باشد. پایدار κ تئوری این که طوری به باشد،

ک�د آن در ترتیبی هیچ (یعن� نباشد ترتیبی ویژگ� دارای اگروتنها است پایدار T تئوریِ :١٧٩ تمرین
کرد). خواهیم صحبت آموختال کلاس در باره این در نشود؛

است. پایدار κ تئوری این κ > ℵ٠ هر برای آنگاه باشد، پایدار ω تئوریِ ی� T اگر :١٨٠ تمرین

است. برقرار زیر حالات از ی�� شلاخ، از قضیه ای به بنا کل� طور به بحث. از انحراف

نیست. پایدار κ ،T تئوریِ κ کاردینالِ هیچ برای .١

است.) پایدار ω یادشده تئوری (معادلا� است. پایدار κ ،T تئوریِ κ ≥ ℵ٠ هر ازای به .٢

پایدار فوق تئوری، این دی�ر، بیان (به است پایدار κ ،T تئوری k > ٢ℵ٠ هر ازای به .٣
است).

پایدار محدود، طور (به است پایدار λ ،T تئوریِ λℵ٠ = λ که λ کاردینالِ هر ازای به .۴
است).

طور به
ناشمارا
⇐ جازم
ωپایدار.

است. پایدار ω باشد،  جازم ناشمارا کاردینالِ ی� در T تئوریِ اگر :١٨١ قضیه

که خلف برهان به کنید فرض نیز است. جازم κ یادشده تئوری و κ ≥ ℵ٠ که کنید فرض اثبات.
مدل� ادغام،  ویژگ� به بنا و لونهایم اس�ولم لم� به بنا .|S١(M)| ≥ ℵ١ داریم M شمارایِ مدلِ برای
عنصر ℵ١ تعدادِ به حداقل N در و |N | = κ که طوری به است موجود M ≺ N |= T چون
به بنا طرف� از کنید). ثابت را گفته (این متمایزند دو به دو M روی آنها تایپهای که است موجود
زیرمجموعه ی هر روی که طوری به N′ مانند κ اندازه ی از است مدل� دارای یادشده تئوری ١٧٢ لم�
است بودن جازم κ خلافِ این که ،N ̸∼= N′ پس است. موجود تایپ شمارا حداکثر آن شمارای

م� شود). حفظ نیز دوم مرتبه ی ویژگ� های ایزومرف مدل دو (در
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م�رل� مرتبه ی و متعال� کاملا� تئوری های ٢ . ۵ . ٢

نیست. وابسته خاص� فرمول به تعریف، در حداقل یعن�، است؛  جهان� مفهوم� بودن پایدار ω مفهوم�
معادل آن با یا دهد نتیجه را موضع� مفهوم� جهان�،  مفهوم� که م� آید پیش بسیار مدل نظریه ی در
از مصداق� آن که م� دهد، نتیجه را بودن متعال� کاملا� بودن، پایدار ω که دید خواهیم زیر در شود.

است. موضع� مفاهیم
تعریف پذیر مجموعه ی هر به شده اند، تعریف دقیق طور به زیر در که کاملا� متعال�، تئوریهای در
مدیریت «استقلال» مفهوم و تایپها رتبه، این کم� با داد. نسبت اردینال� مقادیر با «رتبه» ی� م� توان

م� شوند.

هرگاه م� خوانیم پارامتر با تعریف پذیرِ را A ⊆ M k مجموعه ی ،M |= T اگر :١٨٢ یادآوری
که باشد موجود چنان ϕ(x̄, b̄) فرمولِ

A = {c̄ ∈ Mk|M |= ϕ(c̄, b̄)}.

مقادیر است. تعریف پذیر مجموعه های همه   ی روی م�رل� مرتبه ی تعریف هدفمان ادامه ، در
مرتبه ی دهد، رخ ابهام� بی آنکه معمولا� بود. خواهند Ord ∪ {∞} ∪ {−١} در یادشده مرتبه ی
یا RMM(ϕ(x̄, ā)) با م� شود، تعریف ϕ(x̄, ā) چون فرمول� با که را A چون مجموعه ای مر�ل��
خواهیم Mتعریفم� کنیم. مشخص� ی�مدلِ در را م�رل� مرتبه ی فعلا� نیز، م� دهیم. RM(A)نشان

است، کاف� پس .RMM(A) ̸≥ α + ١ و RM(A)M ≥ α هرگاه RM(A)M = α گفت
عل� القاعده تعریف�، چنین ماهیت کنیم. تعریف زیر در α دلخواه� اردینالِ هر برای RM(A)را ≥ α

هستند. M مدلِ در پارامتر با تعریف پذیر اشاره،  مورد مجموعه های زیر، در بود. خواهد استقرائ�

:١٨٣ تعریف

.A ̸= ∅ اگروتنهااگر RMM(A) ≥ ٠ .١

.α < β هر RMM(A)برای ≥ α RMM(A)هرگاه ≥ β آنگاه باشد، حدی اردینال� β اگر .٢

باشند موجود چنان (Ai)i∈ω دوبه دومجزای مجموعه های RMM(A)اگروتنهااگر ≥ α+١ .٣
.RMM(Ai) ≥ α و Ai ⊆ A ،i هر برای که
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:١٨۴ تعریف

RMM(A) =




α α = min{β|RMM(A) ̸≥ β + ١}

∞ ∀β RMM(A) ≥ β.

فرمولِ هر و M |= T مدلِ هر برای هرگاه م� خوانیم متعال�١٣ کاملا� را T تئوریِ :١٨۵ تعریف
.RM(ϕ(x̄, ā)) ∈ Ord باشیم داشته ā ∈ M آن در که ϕ(x̄, ā)

است. م�رل� مرتبه ی دارای فرمول� هر متعال�، کاملا� تئوری ی� در دی�ر، بیان به

باشد. برقرار اشباع ω مدلِ ی� برای بالا شرط است کاف� بودن متعال� کاملا� برای :١٨۶ تمرین

کلاس� هر و کلاس، نامتناه� دارای هم ارزیِ رابطه ی ی� تئوریِ L = {E} زبانِ در :١٨٧ مثال
بنامید. T را نامتناه�

.RM(x = a) = ٠ •

.RM(E(x, a)) = ١ •

.RM(x = x) = ٢ •

.RM(x = x) = α آن در که کنید معرف� T تئوریِ ی� α ∈ Ord هر برای :١٨٨ تمرین

١٣totally transcendental
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