
بازنشناختن� دنباله های پانزدهم،  جلسه ی ٢ . ٢

که: کردیم ثابت قبل جلسه ی در

همه ی گردایه ی [X]n و باشد متناه� مجموعه ی ی� X کنیم فرض (رمزی): ١۵٣ یادآوری
تعداد که داریم [X]n روی هم ارزی رابطه ای ی� که کنیم فرض نیز آن. عضویِ n زیرمجموعه های
که است موجود چنان Y ⊆ X چون نامتناه� زیرمجموعه ای آنگاه است. متناه� آن کلاسهای

باشند. واقع کلاس ی� در [Y ]n اعضای همه ی

انگاشته ایم. شمارا را زبانْ و کامل را T تئوریِ

خط� مرتب مجموعه ی ی� (I,≤) که فرضم� کنیم و A ⊆ M Mو |= T گیریم :١۵۴ تعریف
م� خوانیم بازنشناختن� ∆ ⊆ LA مجموعه ی به نسبت را M اعضای از (ai)i∈I دنباله ی باشد.
و i١ < i٢ < . . . < in ∈ I دنباله ی دو هر برای هرگاه م� خوانیم) بازنشناختن� ∆ را آن (یا

باشیم داشته ϕ(x١, . . . , xn) ∈ ∆ فرمولِ هر و j١ < j٢ < . . . < jn ∈ I

M |= ϕ(ai١ , . . . , ain) ↔ ϕ(aj١ , . . . , ajn).

۵ م� خوانیم. (A (روی بازنشناختن� را یادشده دنباله ی آنگاه ∆ = LA اگر

i١ < . . . < in هر برای آن در استکه رویAبازنشناختن� وقت� (ai)i∈I دنباله ی دی�ر، بیان به
باشیم داشته j١ < . . . < jn و

tpM(ai١ . . . ain/A) = tpM(aj١ . . . ajn/A).

tpM(ai١ . . . ain/A) تایپِ هر که است Aبازنشناختن� روی وقت� یادشده دنباله ی دی�ر، بیان به باز
A روی (ai)i∈ω اگر مثلا� پس باشد. داشته بستگ� qftpDLO(i١, . . . , in) سورِ بدون تایپِ به تنها

داریم باشد، بازنشناختن�

a٠ ≡A a١ ≡A a٢ . . .

a٠a١ ≡A a٠a٢ ≡A a٠a٣ . . . ≡A a١a٢ ≡A a١a٣ . . . a٢۴٠a٨٩٧ . . .

a٠a١a٢ ≡A a٠a١a٣ ≡A a١a٢a٣ . . . ≡ a١٠a۵٠a۶٢ ≡A . . .

است. بازنشناختن� واژه ی همان من ترجیح خواند. هم «تشخیص ناپذیر» یا «تمییزناپذیر» م� توان را دنباله ای چنین ۵

نم� شوند. بازشناخته هم از تئوری توسط که است شده تش�یل اعضایی از چنین� این دنباله ی ی� درواقع
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باشد. آن از زیرمیدان� k ⊆ F و F |= ACF٠ کنیم فرض جبری): بسته ی (میدانهای ١۵۵ مثال
است. بازنشناختن� k روی متعالیند، k روی که F عناصرِ از (ai)i∈ω دنباله ی هر

بودنِ متعال� به بنا i١ < i٢ < . . . < in هر برای که کنید توجه فوق، گفته ی اثبات برای
سور، حذف به بنا .k(a١, . . . , an) ∼= k(ai١, . . . , ain)

∼= k(X١, . . . , Xn) داریم دنباله عناصر
روی را ai١ . . . ain و a١ . . . an همتایپی� که است واقع رفت وبرگشت� سامانه ای در ایزومرفیسم این

م� شود. ضامن k

تنها و وقت� ai٠ . . . ain و a٠ . . . an دنباله ی دو حذفسور، به بنا که کنید توجه ساده تر، زبان به
باشیم داشته p(x٠, . . . , xn) ∈ k[X٠, . . . , Xn] چندجمله ایِ هر برای که همتایپند A روی وقت�

p(a٠, . . . , an) = ٠⇔ p(ai٠, . . . , ain) = ٠;

ما دنباله ی برای بالا عبارت برقراری باشند. هم نظر آنها درباره ی چندجمله ای ها همه ی وقت� یعن�
چنان، چندجمله ایِ هر و i٠, . . . , in هر برای دنباله، عناصرِ بودن متعال� به بنا زیرا است؛ واضح

داریم
p(ai٠, . . . , ain) ̸= ٠.

از مقدمات� ای (نااستانداردِ) توسیع R∗ گیریم حقیق�): بسته ی (میدانهای ١۵۶ مثال
اگروتنهااگر tp(a/Q) = tp(b/Q) داریم سور حذف به بنا باشد. ⟨R,+, ·, ٠, ١,≤⟩
از .f(x) ∈ Q[X] که کنند صدق f(x) > ٠ ش�ل� به ی�سان� نامساوی های در a, b

چون عبارت� با است معادل f(x) > ٠ که داد نشان م� توان جبری دستکاریهای با طرف�،
به م� توان را بازه ها پایان� نقاط آن در که x ∈ (a١, b١) ∪ . . . ∪ (an, bn) ∪ {c١, . . . , cm}
این کرد. محاسبه f ضرایبِ حسب بر جمله ای) چند صورت به تنها (حت� تعریف پذیر صورت
از ی� بعدی تعریف پذیرِ زیرمجموعه ی هر ترتیب کمینگ�، به بنا دارد. نام ۶ ترتیب کمینگ� ویژگ�،
Q روی R∗ عناصرِ از (ai)i∈ω دنباله ی ی� پس نقطه ها. و باز ها از متناه� است اجتماع� R∗

اکیداً یادشده دنباله ی و باشند واقع Q از ش�اف ی� در همه آن عناصرِ هرگاه است بازنشناختن�
باشد. نزول� اکیداً یا و صعودی

۶o-minimality
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اگر یافت. ته� مجموعه ی روی حت� یازنشناختن� دنباله ای نم� توان R خودِ در که کنید توجه
در a

b
صورت به م� توان را α که آنجا از α ∈ Q هر برای باشد، بازنشناختن� (an) که باشد قرار

جمله ی دو هر برای که است حال� در این .ai < α ⇔ aj < α باشیم داشته باید نوشت، تئوری
.ai < α < aj که م� شود یافت α ∈ Q چون عنصری نظر، مورد دنباله ی در ai < aj

صعودی دنباله ی هر م� کند، حذف را DLOسورها که آنجا از چ�ال): خط� (ترتیبهای ١۵٧ مثال
در تنها دنباله ی� A داده شده ی مجموعه ی ی� روی است. بازنشناختن� ته� روی آن، مدل هر در
ی�سان� ش�اف در همه اعضایش و باشد نزول� اکیداً یا صعودی اکیداً که است بازنشناخت� صورت�

باشند. شده  واقع

جبری اول جمله ی اگر واقع در باشند. جبری نم� توانند بازنشناختن� دنباله ی ی� اعضای :١۵٨ مثال
تایپ نیز دنباله بقیه ی همه ی طرف� از م� شود. برآورده عنصر متناه� تعداد توسط تنها آن تایپِ باشد،
فرض نامتناه� را بازنشناختن� (دنباله های باشد متناه� باید یادشده دنباله ی پس برم� آورند. را آن

کرده ایم).

چون اتومرفیسم� تحت آن تصویر هر باشد بازنشناختن� A روی (ai) دنباله ی اگر :١۵٩ مثال
است. بازنشناختن� A روی نیز f ∈ Aut(M/A)

دنباله ای a آنگاه آن، از نامتناه� پایه ای a = (ai)i∈ω و باشد برداری فضای Kی� اگر :١۶٠ مثال
است. بازنشناختن�

ــ ∆ که داده ایم نشان زیر در م� پردازیم. بازنشناخت� دنباله های وجود مسئله ی به ادامه، در
است. حاصل شدن� آسان� به فرمولها، از ∆ متناه�� مجموعه ی ی� برای بودن،  بازنشناختن�

و خط� مرتبِ مجموعه ای (I,≤) و فرمولها از باشد متناه� مجموعه ای ∆ گیریم :١۶١ گزاره
(مانند بازنشناختن� ∆ــ زیردنباله ای Xدارای آنگاه .M مدلِ ی� در دلخواه Xدنباله ای = (ai)i∈I

است. ((bj)j∈ω

م� دهیم قرار و هستند، x١, . . . , xn آزاد� متغیرهای آن در که ∆ = {ϕ١, . . . ,ϕk} گیریم اثبات.

A = {ψ(x̄)|ψ =
k∧

i=١
θi, θi ∈ {ϕi,¬ϕi}}.

طوری به است موجود ψ ∈ A چون ی�تایی فرمول ᾱ ∈ M هر برای و است متناه� A مجموعه ی
رنگ آمیزیِ [X]n = {{aj١ < . . . < ajn}|j١ < . . . < jn ∈ I} روی .|= ψ(ᾱ) که
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بنا م� گیریم. نظر در را f({aj١ < . . . , ajn}) = {ψ(x̄)| |= ψ({aj١ < . . . < ajn})}
آن عضوی n زیرمجموعه های همه ی که دارد Y چون متناه� زیرمجموعه ای X رمزی، قضیه ی به

است. نظر مورد دنباله ی همان Y دنباله ی همرنگند.

م� کنیم: تعریف را زیر هم ارزی رابطه ی [X]n روی اثبات. برای دی�ری بیان

{a١ < . . . < an} ∼= {b١ < . . . < bn} ⇔ tp∆(ā) = tp∆(b̄).

رمزی لم اعمال از Xکه از زیرمجموعه ای است. متناه� رنگها) (تعداد بالا رابطه ی کلاسهای تعدادِ
است. نظر مورد دنباله ی م� شود، حاصل

تعداد به نسبت بازنشناختن� دنباله ی ی� شمارا، دنباله ی ی� اندرون از م� توان بالا، گزاره ی به بنا
در و رمزی از است کل� تر صورت� (که رادو ــ اردوش قضیه ی به بنا کشید. بیرون فرمول متناه�
اندازه ی اگر فرمولها از ∆ متناه�) لزوماً (نه مجموعه ی هر برای پرداخت) نخواهیم بدان درس این
آن دلِ از م� توان باشد، بزرگ ∆ اندازه ی به نسبت کاف� قدر به م� کنیم شروع آن با که دنباله ای

کشید. بیرون بازنشناختن� ــ ∆ حال عین در و شمارا اندازه ی با دنباله ای
بازنشناختن�،  دنباله های یافتن برای رادو) اردوشــ لم از روشاستفاده از (غیر دی�ر روشمعمول
در کرده ایم. ارائه را روش این اعمال از ساده صورت� زیر در است. فشردگ� لم و رمزی لم آمیختن
دنباله ی ویژگ� های آن در که کرد خواهیم بررس� را زیر قضیه ی از کارگشاتر صورت� آینده جلسات
آورد. درخواهیم بیشتری کنترل تحت فرمول) هر حول موضع� صورت (به را موردنظر بازنشناختن��

٧

آن در و M |= T مدلِ صورت آن در خط�. مرتب باشد مجموعه ای I کنیم فرض :١۶٢ قضیه
موجودند. (ai)i∈I چون بازنشناختن� دنباله ای

تئوریِ ب�یرید. نظر در جدید ثوابت توسط L از را L′ = L ∪ {ci}i∈I زبان�� بسط نخست اثبات.
ب�یرید: نظر در را زیر

T ′ = T ∪ است} بازنشناختن� دنباله ای (ci)i∈I}
لم و رمزی لم از حاصل دنباله های تفاوت دانستن برای را دوم نویسنده ی تألیف ساده»  زبان به «سادگ� ٧جزوه ی

بفرمایید. مطالعه رادو اردوش
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است: شده حاصل جملات از زیر مجموعه های با T اجتماع� از T ′ دقیقتر، بیان به

{ϕ(ci) ↔ ϕ(cj)}i,j∈I,ϕ(x)∈L
...

{ϕ(ci١, . . . , cin) ↔ ϕ(cj١, . . . , cjn)}ϕ(x١,...,xn)∈L,i١<...<in,j١<...<jn∈I

متناه� بخش هر داشتن مدل است کاف� آن برای و است، مدل دارای T ′ که دهیم نشان است کاف�
بیانگرِ که گستراند جملات از مجموعه ای به م� توان را T ′ از متناه� بخش هر کنیم. ثابت را T ′ از
گزاره ی هستند. فرمولها ∆از متناه�� ی�مجموعه ی برای متناه�، دنباله ی ی� بودن ∆بازنشناختن�

م� آورد. فراهم را نظر مورد مدل ١۶١

٨۴


