
سیزدهم جلسه ی ١۴

اگر |ā|, |b̄| < κ با b̄ و ā هر برای هرگاه خواندیم هم�ن ــ κ را M مدلِ :١٣۶ یادآوری
که طوری به باشد، موجود d ∈ M عنصر c ∈ M هر برای آنگاه tpM(ā) = tpM(b̄)

tpM(ā, c) = tpM(b̄, d).

کمتر اندازه ی از زیرمجموعه ای دو میان مقدمات� نگاشت هر هم�ن ــ κ مدلِ ی� در دی�ر، بیان به
م� شود. واقع جزئ� مقدمات� نگاشتهای از رفت وبرگشت� سامانه ای در κ از

مقدمات� نگاشت هر اگرچنانچه که کرد)  خواهیم ثابت زیر در (و گفتیم قبل جلسه ی پایان در
به م� توان را مقدمات� نگاشت هر آنگاه شود، واقع مقدمات� نگاشتهای از رفت وبرگشت� سامانه ای در

گستراند: اتومرفیسم ی�

است. هم�ن قویاً باشد، هم�ن M اگر :١٣٧ گزاره

و tpM(ā) = tpM(b̄) کنید فرض گرفته نظر در M برای را M = (mi)i<|M | شمارش� اثبات.
م� سازیم. زیر طریق به جزئ� مقدمات� نگاشتهای از را ⟨fi|i < |M |⟩ دنباله ی .|ā| = |b̄| < |M |
ساخته (fλ)λ<i دنباله ی i < |M | ی� برای اگر .f٠ = {(at, bt) : t < |ā|} م� دهیم قرار

آنگاه باشد، شده

.fi =
∪

λ<i fλ م� دهیم باشد، قرار حدی i اگر •

حاصل اطمینان fi بردِ و دامنه در را mλ قرارگرفتن� از زیر، طریق به آنگاه i = λ + ١ اگر •
م� کنیم:

دامنه ی در mλ اگر .fi = fλ م� دهیم قرار آنگاه باشد، fλ بر�دِ در هم و دامنه در هم mλ اگر
م� گیریم: نظر در را زیر هم ارزی آنگاه نباشد، fλ

dom(fλ) ≡ range(fλ).

که یافت چنان را d عنصرِ م� توان است، هم�ن M که آنجا از

dom(fλ)mλ ≡ range(fλ)d.
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fi = f ′
λ م� دهیم قرار mλآنگاه ∈ range(f ′

λ) اگر .f ′
λ = fλ∪{(mλ, d)} م� دهیم قرار

هم ارزیِ از صورت، این غیر در و

dom(fλ)mλ ≡ range(fλ)d

که م� یابیم چنان را d′ عنصرِ کرده استفاده M هم�ن�� و

dom(fλ)mλd
′ ≡ range(fλ)dmλ

.fi = f ′
λ ∪ {(d′,mλ)} م� دهیم قرار و

است. M از اتومرفیسم� f =
∪

λ<|M | fλ که دهید نشان :١٣٨ تمرین

آن اندازه ی که نشاند اشباع ــ ω مدل ی� در م� توان را M مدلِ هر که بودیم کرده  ثابت پیشتر
است. دست یافتن� M اندازه ی همان در هم�ن� که دید خواهیم زیر در نباشد. |M |ℵ٠ از بزرگتر

.|N | = |M | که م� نشیند M ⪯ N چون هم�ن ــ ω مدل� در M مدلِ هر :١٣٩ گزاره

دنباله ی دو هر برای و |N | = |M | که است موجود چنان N مدل که م� کنیم ادعا نخست اثبات.
d ∈ N عنصرِ c ∈ M هر برای آنگاه tpM(ā) = tpM(b̄) اگرچنانچه M اعضای از ā, b̄ متناه��

که موجودند چنان
tpM(āc) = tpN(b̄d).

ب�یرید: نظر در زیر صورت به را I مجموعه ی ادعا ، اثبات برای

I = {⟨ā, b̄, c⟩ : |ā| = |b̄|, ā, b̄, c ∈ M, tpM(ā) = tpM(b̄)}.

دهید قرار ب�یرید. نظر در I برای را {⟨āi, b̄i, ci⟩} شمارش و |I| = |M | که کنید دقت
(چرا؟ است سازگار ∪

Σi(b̄i, yi) ∪ Diagel(M) که کنید توجه و Σi(x̄, yi) = tpM(āi, ci)

م� شود). برآورده M خودِ در ها b̄i با ها āi همتایپی� به بنا آن، متناه� بخش هر که کنید توجه ـــ
که موجودند چنان آن در di عناصرِ و N چون M از مقدمات� گسترش� بنابراین

⟨ai, ci⟩ ≡ ⟨bi, di⟩ ∀i < |M |.
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م� شود، حاصل بالا روند اعمال و M مدلِ از شروع با که را مدل� بحث،  ادامه ی شدن راحت برای
م� دهیم. نشان H(M) با

دست به N′
i مدلهای از زنجیری اجتماع از را N مدلِ بالا، ادعای اثبات برای م� شد :١۴٠ یادآوری

است. موجود ci با همتایپ di چون عنصری N ′
i هر در که آورد

کنید. ثابت گالواتایپها تعریفِ از مستقیم استفاده ی با را بالا ادعای :١۴١ تمرین

و N٠ = N دادنِ قرار با و استقرا با مدلها، از را ⟨Ni⟩i∈ω زنجیرِ اثبات. ادامه ی
است. مطلوب مدل Nω =

∪
Ni که) کنید (بررس� م� سازیم. Ni+١ = H(Ni)

است. هم�ن اول، مدلِ هر بویژه پس است؛ هم�ن ــ ω اتمی�، مدلِ هر :١۴٢ تمرین

است. هم�ن اشباع، مدل هر ویژه به است؛ هم�ن ــ κ اشباع، ــ κ مدلِ هر :١۴٣ تمرین

اگر N |= T هر برای هرگاه م� خوانیم جهان� ــ κ را M مدل جهان�): (مدل ١۴۴ تعریف
یافت. f : N → M مانند مقدمات� نگاشت� بتوان آنگاه |N | < κ

است. جهان� ــ κ+ آنگاه باشد، اشباع ــ κ مدل� M اگر :١۴۵ تمرین

کرد. خواهیم ثابت بعد جلسه ی در زیر قضیه ی

باشد. جهان� κ+ و هم�ن ــ κ اگروتنهااگر است اشباع ــ κ مدل� M مدلِ :١۴۶ قضیه

اعضای نشانش ≥نوع� آن در که باشیم داشته مدلها از (K,≤)خانواده ی ی� اگر کل� حالت در
گالواتایپها، درنظرگرفتن با آنگاه همنشان�، و ادغام چون مطلوبی ویژگیهای دارای باشد خانواده این
درس پروژه های از ی�� در باره این در است. معادل بودن جهان� و هم�ن با بودن اشباع بالا مشابه

شد. خواهد صحبت
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