
دوازدهم جلسه ی ١٣

اشباع ــ κ Mرا مدلِ باشد. دلخواه نامتناه�� کاردینال ی� κ ≥ ℵ٠ کنید فرض :١٢۴ تعریف
در SM

n (A) به متعلق تایپِ n هر ،|A| < κ با A ⊆ M زیرمجموعه ی هر برای هرگاه م� خوانیم
شود. Mبرآورده خودِ

شمارای زیرمجموعه های روی تایپهای همه ی هرگاه م� خوانیم اشباع ــ ℵ١ Mرا مدلِ بنابراین
نیز اشباع ــ λ آنگاه باشد، اشباع ــ κ Mمدل� هرگاه که است واضح نیز شوند. محقق آن در M
اشباع ــ ω نام به پیشتر که است همان دقیقاً نیز، اشباع ℵ٠ مدلِ از منظور هست. λ < κ هر برای

بودیم. کرده  معرف�

باشد. اشباع  ــ |M | هرگاه م� خوانیم اشباع Mرا مدلِ :١٢۵ تعریف

ضروری باشد داشته κ از کمتر اکیداً اندازه ی پارامتر مجموعه ی که این کندگ�، آ تعریفِ در
شدنش برآورده که Mاست پارامترِ مجموعه ی روی جزئ� تایپ ی� زیر مجموعه ی مثال برای است؛ 

نیست: Mمیسر در
p(x) = {x ̸= m|m ∈ M}.

گزاره بیان به زیر در رو این از و بودیم کرده اثبات کندگ� آ ــ ω بحثِ در زیر گزاره ی مشابه گزاره ای
م� کنیم. بسنده

معادلند. هم با زیر Mموارد |= T برای :١٢۶ گزاره

است. اشباع ــ κ Mمدل� .١

در π(x̄) جزئ�� تایپِ ــ n هر κ از کمتر اکیداً اندازه ی با A ⊆ M مجموعه ی هر برای .٢
م� شود. Mبرآورده در Th(⟨M, a⟩a∈A)

p(x) ∈ SM
١ (A) کامل� تایپِ هر κ از کمتر اکیداً اندازه ی با A ⊆ M مجموعه ی هر برای .٣

م� شود. Mبرآورده در

تک متغیره. جزئ� تایپهای برای ٣ شماره ی ح�م .۴

موجود چنان N ≻ M چون اشباع ــ κ Mمدل� |= T هر برای اشباع): مدل (وجود ١٢٧ تمرین
.|N | ≤ |M |κ که است

۶٩



اجتماع به اینجا در که تفاوت این با م� شود اثبات ١١۶ گزاره ی مشابه بالا قضیه ی  ــ تمرین
با م� توان باشد، ۶٠ منتظم کاردینال� κ اگر که کنید بررس� است. نیاز κ+ طول با مدلها از زنجیری

رسید. مطلوب به نیز κ طول از زنجیری

.M ∼= N آنگاه |M | = |N | و باشند T برای اشباع مدل M,Nدو اگر :١٢٨ تمرین

مدل� ∏F M آنگاه باشد. N روی غیراصل� فرافیلترِ ی� F Mو |= T کنید فرض :١٢٩ مثال
است. اشباع ــ ℵ١

از خانواده ای {Mh}h∈N و باشد N روی غیراصل� فرافیلترِ ی� F اگر کلّ� تر): (ح�م� ١٣٠ مثال
است. اشباع  ــ ℵ١ مدل�

∏
F Mh آنگاه مدلها، 

باشد خانواده ای {Mi}i∈I اگر که م� کنیم یادآوری کنیم، اثبات را بالا مثال ح�م آنکه از پیش
هم ارزی رابطه ی هنگِ به هستند (ai)i∈I دنباله های

∏
F Mi عناصرِ آنگاه ،T تئوریِ ی� مدلهای از

زیر:
(ai) ∼ (bi) ⇔ {i|M |= ai = bi} ∈ F.

آن (که ۶١ واش قضیه ی به بنا م� دهیم. نمایش [(ai)] چون نمادی با را اینچنین هم ارزی کلاسهای
داریم کرد) خواهیم ثابت آموختال کلاس در را

∏

F

Mi |= ϕ([(ai)i∈I ], . . . , [(bi)i∈I ]) ⇔ {i ∈ I|M |= ϕ(ai, . . . , bi)} ∈ F.

شمارای پارامترِ مجموعه ی با باشد جزئ� تایپی Σ(x) کنید فرض بالا. مثال ح�م اثبات
است، سازگار Th(

∏
F Mh) با Σ که آنجا از .ai = [(ahi )h∈ω] م� کنیم فرض .A = (ai)i∈ω

،Di مجموعه های یعن� ؛
∏

F Mh |= ∃x ϕ٠(x, a٠) ∧ . . . ∧ ϕi(x, ai) داریم i ∈ ω هر برای
هستند. F از اعضایی همه  زیر، در تعریف شده

Di := {h ∈ ω|Mh |= ∃x ϕ٠(x, a
h
٠) ∧ . . . ∧ ϕi(x, a

h
i )}

چنان را x = [(xh)h∈ω] عنصر است کاف� م� شود، F∏برآورده Mh Σدر دهیم نشان که این برای
بهتر بیان به F∏؛ Mh |= ϕi(x, ai) ∧ . . . ∧ ϕ٠(x, a٠) باشیم داشته i ∈ ω هر برای که بیابیم
۶٠regular
۶١Łoś’s theorem
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که: چنان،

{h ∈ ω|Mh |= ϕi(x
h, ahi ) ∧ ϕi−١(x

h, ahi−١) ∧ . . . ∧ ϕ٠(x٠, a
h
٠)} ∈ F.

داریم تعریف طبق
D٠ = {h ∈ ω|Mh |= ∃x ϕ٠(x, a

h
٠)}

که باشد گونه ای به x٠ = (xh
٠)h∈ω کنیم فرض

∀h ∈ D٠ Mh |= ϕ(xh
٠ , a

h
٠).

داریم: تعریف طبق نیز

D١ = {h ∈ ω|Mh |= ∃x ϕ٠(x, a
h
٠) ∧ ϕ١(x, a

h
١)}

باشد: شده حاصل زیر ره�ذر از x١ = (xh
١)h∈ω کنیم فرض

.(xh
١)h≤minD٠ = (xh

٠)h≤minD٠ •

شاهد که م� گیریم عناصری از ی�� را xh
١ آنگاه h ∈ D١ اگر h > minD٠ برای •

م� دهیم قرار آنگاه h ∈ D٠ − D١ اگر Mhهستند. |= ∃x ϕ٠(x, a
h
٠) ∧ ϕ١(x, a

h
١)

نم� زنیم. دست h > minD٠ سایرِ به .xh
١ = xh

٠

نیز .{h ∈ ω|Mh |= ϕ٠(x
h
١ , a

h
٠)} = D٠ ∈ F داریم اینجا تا

{h ∈ ω|Mh |= ϕ١(x
h
١ , a

h
١) ∧ ϕ٠(x

h
١ , a

h
٠)} (∗)

است برابر یا و F؛ از است عضوی صورت این در که است D١ با برابر یا نیست. خارج حال دو از
ی� برداشتن است، اصل� غیر نظر مورد فیلتر که آنجا از کنیم. توجه نکته دو به .D١ −minD٠ با
شامل غیراصل� فیلتر هر اولا� زیرا نم� شود. فیلتر از شدن خارج موجب آن عناصر از ی�� از عضو
D٠ ∩ {i|i ≥ minD٠ + ١} ∈ F ثانیاً .{i|i ≥ minD٠ + ١} ∈ F پس است؛ فرشه فیلتر

است. (∗) همان
م� دهیم: قرار (xh

٢) تعریفِ برای ترتیب بدین

.(xh
٢)h≤min(D١−{minD٠}) = (xh

١)h≤min(D١−{minD٠}) •
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که م� گیریم عناصری از ی�� را xh
٢ آنگاه h ∈ D١ اگر h > min(D١− {minD٠}) برای •

Mhهستند. |= ∃x ϕ٠(x, a
h
٠) ∧ ϕ١(x, a

h
١) ∧ ϕ٢(x, a

h
٢) ضامن�

ما مطلوب شرط در شود، حاصل استقرائ� صورت به روند همین ادامه ی از (xh
ω)h∈ω اگر بدینسان

م� کند. صدق

مقدمات� بودنِ هم ارز و سور حذف با آنها رابطه ی و رفت وبرگشت� سامانه های درباره ی پیشتر
رفت سامانه های که بودیم گفته درس). تارنمای در جانبی بحثهای (بخش بودیم کرده  صحبت
گاه جزئ�. ایزومرفیسمهای از گاه و م� شوند تش�یل جزئ� مقدمات� نگاشتهای از گاه برگشت�، و
مختلف. مدل دو زیرمجموعه های میان گاه م� شوند، گرفته نظر در مدل ی� زیرمجموعه های میان
ایزومرفیسم باشند، بسته اجتماعگیری تحت که آنجا و خیر،  گاه و بسته اند اجتماعگیری تحت گاه
تعریف، به بنا آنها، در  که م� شویم آشنا هم�ن مدلهای با زیر در م� دهند. دست به اتومرفیسم یا

واقعند. رفت وبرگشت� سامانه های در کوچ� هم ارزیهای

برای هرگاه م� خوانیم هم�ن ــ ℵ٠ یا م� خوانیم ۶٢ هم�ن ــ ω Mرا مدل (هم�ن): ١٣١ تعریف
اگر b١, . . . , bn ∈ M و a١, . . . , an ∈ M هر

⟨M, a١, . . . , an⟩ ≡ ⟨M, b١, . . . , bn⟩

که شود یافت چنان d ∈ M عنصر c ∈ M هر برای آنگاه

⟨M, a١, . . . , an, c⟩ ≡ ⟨M, b١, . . . , bn, d⟩.

رفت وبرگشت� سامانه ی ی� زیر در I مجموعه ی که است هم�ن ــ ω Mوقت� مدل دی�ر بیان به
باشد: جزئ� مقدمات�� نگاشتهای از

{(ā, b̄) : |ā| = |b̄|, tpM(ā) = tpM(b̄)}.

سامانه ی ی� در f : ā → b̄ جزئ�� مقدمات�� نگاشت هر هم�ن، ــ ω مدلِ ی� در دی�ر، بیان به یا
است. واقع مقدمات� جزئ�� نگاشتهای از رفت وبرگشت�

۶٢homogeneous
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و (ai)i<λ دنباله ی دو هر و λ < κ هر برای هرگاه م� خوانیم هم�ن ــ κ Mرا مدل :١٣٢ تعریف
اگر ،M عناصرِ از (bi)i<λ

⟨M, (ai)i<λ⟩ ≡ ⟨M, (bi)i<λ⟩

که باشد موجود چنان d ∈ M عنصر c ∈ M هر برای گاه آن

⟨M, (ai)i<λ, c⟩ ≡ ⟨M, (bi)i<λ, d⟩.

از رفت وبرگشت� سامانه ای در f : (ai)i<λ → (bi)i<λ جزئ�� مقدمات�� نگاشت هر دی�ر بیان به
شود. Mواقع زیرمجموعه های میان جزئ� مقدمات� نگاشتهای

باشد. هم�ن ــ |M | هرگاه م� خوانیم هم�ن Mرا مدلِ :١٣٣ تعریف

دنباله ی دو برای چنانچه λ < κ هر برای هرگاه م� خوانیم هم�ن ــ κ قوی�اً Mرا مدلِ تعریف١٣۴:
باشیم Mداشته عناصرِ از (bi)i<λ و (ai)i<λ

⟨M, (ai)i<λ⟩ ≡ ⟨M, (bi)i<λ⟩

که باشد موجود چنان f ∈ Aut(M) اتومرفیسم� آنگاه

∀i < λ f(ai) = bi.

به گسترش قابل κ از کوچ�تر زیرمجموعه های میان جزئ� مقدمات� نگاشتِ هر هرگاه دی�ر بیان به
باشد. قویاً هم�ن ــ |M | هرگاه م� خوانیم هم�ن قوی�اً Mرا مدل باشد. اتومرفیسم ی�

است. قویاًهم�ن باشد، Mهم�ن اگر :١٣۵ گزاره

اگر که نکرده ایم ادعا بالا در که کنید توجه کرد. خواهیم ثابت بعد جلسه ی در را بالا قضیه ی
است. هم�ن قویاً ــ κ آنگاه باشد، هم�ن ــ κ مدل�،
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