
یازدهم جلسه ی ١٢

کنید فرض آورده ایم. تایپ مفهوم برای معادل تعاریف� یادآوری برای زیر در بحث، به ورود از پیش
.A ⊆ M و ā ∈ M Mو |= T

است، A روی M در کامل تایپ ی� p(x̄) که م� گوییم و ،p(x̄) ∈ SM
n (A) م� نویسیم .١

Th(⟨M, c⟩c∈A با که x̄ متغیرِ با باشد فرمولها از بیشینال سازگار ی�مجموعه ی p(x̄) هرگاه
Mآنگاه ≺ N اگر تعریف،  این طبق است. سازگار

p(x̄) ∈ SM
n (A) ⇔ p(x̄) ∈ SN

n (A)

چون تایپی هرگاه a ≡A b م� نویسیم و همتایپند، A روی a, b ∈ M عنصرِ دو م� گوییم
توسیع هرگاه معادلا� کنند؛ برآورده را آن a, bدوی هر که باشد موجود چنان p(x) ∈ SM

n (A)

برآورند. را p(x) دو هر a, b که چنان باشد موجود p(x) ∈ SN
n (A) چون تایپی Nو ≻ M

.p(x) = tpM(a/A) = tpM(b/A) م� نویسیم نیز صورت،  این در

صورت این در .b ∈ N و باشد M از مقدمات� توسیع� لزوماً نه N ⊇ A کنیم فرض
کنند. برآورده را p(x) ∈ SM

n (A) تایپِ ی� b و a دوی هر هرگاه a ≡A b م� نویسیم

هرگاه MرویAاست، در ی�تایپکامل p(x̄) که م� گوییم و ،p(x̄) ∈ SM
n (A) م� نویسیم .٢

که p(x̄) = tpN(b̄/A) که باشند موجود چنان b̄ ∈ N عنصر Nو ≻ M مقدمات�� توسیع�
تعریف به بنا جا، این در

tpN(b̄/A) = {ϕ(x̄)|N |= ϕ(b̄)}.

ā ≡A b̄ م� کنیم تعریف b̄ ∈ N و ā ∈ M هر و A ⊆ M,N M,Nکه مدلِ دو هر برای .٣
که باشند موجود چنان g : N → K و f : M → K مقدمات�� نگاشتهای و K مدلِ هرگاه

.tpM(ā/A) = tpN(b̄/A) م� نویسیم صورت این در .g(ā) = g(b̄)

N ≻ M مقدمات�� توسیع ی� هرگاه ā ≡A b̄ م� نویسیم ā, b̄ ∈ M چندتایی� دو برای .۴
.σ(ā) = b̄ که چنان σ : N → N اتومرفیسم� ی� همراه به باشد موجود
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اگر است. مدل ی� مقدمات� توسیعهای به بسته تایپ تعریف برم� آید، بالا تعاریف از که گونه همان
Mداشتیم نام به مثلا� بزرگ)، بسیار معن� به تنها و اصطلاحیش معنای به نه (فعلا� س�تُرگ مدل ی�
p(x̄) ∈ SM

n (A) تایپِ هر ب�وییم م� شد راحت� به م� نشستند آن در مقدمات� طور به مدلها همه ی که
پرداخت. خواهیم نکته بدین بعد جلسات در .ā ∈ M�ی برای tpM(ā/A) با است برابر واقع در

بودیم. کرده  موکول جلسه این به را اثباتش و بیان را زیر گزاره ی پیش جلسه ی پایان در

.|N | ≤ |M |ℵ٠ که چنان Nدارد ≻ M مانند اشباع ــ ω مدل� T Mآنگاه |= T اگر :١١۶ گزاره

Mباشد. متناه�� زیرمجموعه های روی تایپهای همه ی از شمارش� ⟨pγ(x)⟩γ∈λ فرضکنید اثبات.
Diagel(M) ∪∪

pγ(cγ) که) کنید (تحقیق است. |M | × ٢ℵ٠ حداکثر تایپها، چنین این تعداد
فشردگ�، بر بنا گرفته ایم). نظر در ثوابت از مجموعه ای را (cγ)) است پذیر ارضاء متناه� طور به
برابر دقیقاً اندازه ی از اس�ولم لونهایم به بنا (و حداکثر اندازه ی از مدل� دارای یادشده مجموعه ی
برسیم. N١ مدلِ به تا م� کنیم اعمال بدان را بالا روند و م� نامیم N٠ را مدل این است. |M |ℵ٠ با)
اگر .Nω =

∪
Ni م� دهیم قرار و است شده حاصل ره�ذر بدین که باشد زنجیری (Ni) گیریم

k < ω ی� برای Nk چون مدل� آنگاه باشد، p(x) ∈ SNω(β١, . . . , βm) و β١, . . . βn ∈ Nω

م� شود. برآورده (Nω در رو این از (و Nk+١ در p(x) بنابراین دربردارد. را ها βi همه ی

:١١٧ نکته

ω مدل� ⟨N,α١, . . . ,αn⟩ آنگاه α١, . . . ,αn ∈ N و باشد اشباع ــ ω Nمدل� |= T اگر .١
است. Th(⟨N,α١, . . . ,αn⟩) برای اشباع ــ

مجموعه ی n ∈ N هر برای آنگاه باشد،  شمارا Sn(Th(N))مجموعه ی n ∈ N هر برای اگر .٢
شماراست. نیز Sn(Th(⟨N,α١, . . . ,αk⟩)

نگاشتِ .٢ شماره ی اثبات

Sn(Th(⟨N,α١, . . . ,αn⟩) → Sn+k(T )

p(x١, . . . , xn,α١, . . . ,αk) �→ p(x١, . . . , xn, xn+١, . . . , xn+k)

م� شود. نتیجه آن ب�ردِ فضای بودن شمارا از آن دامنه ی فضای بودنِ شمارا است. ی� به ی� نگاشت�
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S٢(T ) ول� باشد شمارا S١(T ) مجموعه ی T تئوریِ ی� در که است مم�ن زیر، تمرین به بنا
ناشمارا:

:١١٨ تمرین

دو با تایپهای تعداد و تاست دو متغیر، ی� با تایپهای تعداد ⟨R,+, ٠⟩ در که دهید نشان .١
.ℵ٠ با برابر متغیر

دو با تایپهای تعداد و تاست سه متغیر، ی� با تایپهای تعداد ⟨R,+, ٠, <⟩ در که دهید نشان .٢
.٢ℵ٠ با برابر متغیر

بودیم. کرده  وعده را زیر قضیه ی اثبات همچنین پیش جلسه ی در

n ∈ N هر برای Sn(T ) اگروتنهااگر است شمارای اشباع مدل ی� دارای T تئوریِ :١١٩ قضیه
باشد. شمارا

M در Sn(T ) در تایپِ هر n ∈ N هر برای باشد، M شمارای اشباع� مدل دارای T اگر اثبات.
.|Sn(T )| ≤ ℵ٠ بنابراین م� شود. برآورده

α١, . . . ,αn ∈ M هر برای بالا، نکته ی در دوم مورد بر بنا باشد، شمارا Sn(T ) هر اگر
هر که است موجود چنان N١ شمارای مدل پس شماراست. نیز S١(Th(⟨M, ᾱ⟩)) مجموعه ی
است موجود N٢چنان چون شمارا مدل� نیز شود. برآورده آن در S١(Th(⟨M, ᾱ⟩)) به متعلق تایپِ
اجتماع م� شوند. برآورده آن در ᾱ ∈ N هر برای S١(Th(⟨N١, ᾱ⟩)) به متعلق تایپهای همه ی که

است. مطلوب مدل م� شود،  حاصل ره�ذر این از که Niهایی زنجیرِ

تئوریِ ی� T آنگاه باشد، اشباع ــ ω که باشد داشته اول مدل ی� T اگر که دهید نشان :١٢٠ تمرین
است. جازم ــ ℵ٠

.M ∼= N آنگاه باشند شمارای اشباع مدل M,Nدو اگر :١٢١ گزاره

چنان را b چون عنصری است، Nاشباع که آنجا از .N = (bi)i∈ω Mو = (ai)i∈ω گیریم اثبات.
که است شامل

b ≡ a٠
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که است شامل چنان را a چون عنصری است، Mاشباع که آنجا از ترتیب همین به

b٠b ≡ aa٠

داریم پس م� شود. برآورده b٠ توسط که باشد فرمول� ϕ(x, b) کنید فرض گفته، این اثبات برای
اگر رو، این از .N |= ∃x ϕ(x, a٠) داریم b ≡ a٠ که آنجا از .M |= ∃x ϕ(x, b)

N که آنجا از و م� شود برآورده N در p(x, a٠) از متناه� بخش هر آنگاه p(x, b) = tp(b٠/b)

م� شود. برآورده بهکل� آن در تایپ این شماراست،
(این م� کنیم تعریف .f٠(a) = b٠ و f٠(a٠) = b ضابطه ی با را f٠ مقدمات�� نگاشتِ پس
که است شده ساخته fn مقدمات�� نگاشتِ کنیم فرض دارد). ب�رد در را b٠ و دامنه در را a٠ نگاشت،
به بنا و p(x, c̄) = tp(an+١/ dom fn) م� دهیم قرار دارد. ب�رد در را bi≤n و دامنه در را ai≤n

همین به .b′ |= p(x, f(c̄)) که م� یابیم چنان را b′ ∈ N چون عنصری fn نگاشتِ بودنِ مقدمات�
که م� یابیم a′ ∈ N چون عنصری و q(x, b′f(c̄)) = tp(bn+١/b

′f(c̄)) م� دهیم قرار ترتیب
م� برد b′ به را an+١ که م� گیریم fn از توسیع� را fn+١ مقدمات�� نگاشت .a′ |= q(x, an+١, c̄)

M,N بودنِ ایزومرف ضامن� و پوشا و ی� و ی� نگاشت� f =
∪

fi نگاشتِ .bn+١ به را a′ و
است.

π(x) هرگاه که جهت آن از م� خوانند، نیز فشرده مدلهای گاه� را اشباع مدلهای :١٢٢ نکته
M آنگاه م� شود، برآورده M اشباع� مدلِ ی� در متناه� طور به که باشد فرمولها از مجموعه ای

کند. برآورده را تایپ این که دارد عنصری

.I روی فرافیلتری F و باشد T تئوریِ مدلهای از خانواده ای {Mi}i∈I کنیم فرض :١٢٣ گزاره
اشباع.  ــ ω است F∏مدل� Mi آنگاه

مدل� که م� دهیم توجه نکته بدین آن از پیش کرد. خواهیم ثابت بعد جلسه ی در را بالا گزاره ی
تایپ هر که معن� بدین است؛ اشباع ــ ω١ حقیقت، در است، شده اشاره بدان بالا گزاره ی در که

م� شود. برآورده آن در آن از شمارا زیرمجموعه ی ی� روی
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