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جلسه، این در کردیم. بحث حداقل� مدلهای چونان اتمی�، و اول مدلهای درباره ی پیش جلسه ی در
پرداخت. خواهیم حداکثری مدلهای بمثابه اشباع، مدلهای به

از ذات شناخت درباره ی قبلا� م� پردازیم. کندگ� آ فلسفه ی به کم� اصل�، بحث شروع از پیش
در موجود ی� ذات گاه� گفتیم بودیم. کرده  گفتگو تایپها مفهوم با آن فلسف� تناظر و صفات روی
مم�ن مجموعه ی بزرگترین شناخت. صفاتش مجموعه ی روی از را آن م� توان ول� نیست، دسترس
نظر در ی�� موجود آن خودِ با م� توان را موجود ی� سلبیه ی صفات نقیض�  و ثبوتیه صفاتِ این از
صفات آن که هست موجودی صفات، از سازگار مجموعه ی هر برای اشباع، جهانهای در گرفت.
که صفات� از مجموعه  هر و م� دهد رخ باشد، مم�ن آمدنش پیش چه هر جهان این در اویند. وصف

است. بخصوص ذات ی� صفات مجموعه ی حقیقت در نباشند، تناقض در هم با
است. تئوری این با سازگار فرمولهای از مجموعه ای T تئوریِ در کامل تایپ ی� تعریف، طبق
تایپی p(x) ∈ SM(A) اگر واقع در نم� شود. برآورده مدل� هر در لزوماً فرمولها از مجموعه این
عنصری آن در و N ≻ M چون مدل� آنگاه A پارامترِ مجموعه ی روی و M مدل در باشد کامل
را a عنصرِ باشد، به اندازه اشباع M مدلِ اگر .p(x) = tpN(a/A) که طوری به موجودند a چون

بازگردیم: دقیق زبان به ج�ست. خودش در م� توان
است L زبانِ از توسیع� LA زبانِ آن. از زیرمجموعه ای A و T از باشد مدل� M کنیم فرض
با م� توان را M که است بدیه� م� شود. حاصل a ∈ A هر برای ca ثابتِ ی� افزودن با که
م� دهیم قرار گرفت. نظر در ⟨M, a⟩a∈A ساختارِ  ــ LA ی� عنوان به A عناصرِ طبیع� تعبیرِ

م� کنیم تعریف و TA := Th⟨M, a⟩a∈A

SM
n (A) = Sn(TA).

ی� p(x̄) اگر که است واضح م� خوانیم. A در پارامتر با کامل تایپ ی� را p(x̄) ∈ Sn(A) هر
توسیع� ی� در برآورده شدن� رو این از و سازگار TA ∪ p(x̄) آنگاه باشد، A در پارامتر با کامل تایپ
Diagel(M) ∪ p مجموعه ی p(x̄) تایپِ ی�چنین برای دی�ر، بیان به است. M از N مقدمات��

است. سازگار

هر برای هرگاه م� خوانیم ۵٨ اشباع ــ ω یا کنده آ ــ ω را M مدلِ کنده): آ (مدل ١٠٨ تعریف
۵٨ω-saturated

۶١



برآورده M در p(x̄) ∈ SM
n کامل� تایپِ هر ،n ∈ N هر و A ⊆ M متناه�� زیرمجموعه ی

شود.

α١, . . . ,αn ∈ Q کنید فرض است. کنده آ ــ ω مدل� ⟨Q,≤⟩ یعن� DLO اولِ مدلِ :١٠٩ مثال
از استفاده با ب�یرید. نظر در p(x̄) ∈ Sn(T ) تایپِ و T = Th(⟨Q,≤,α١, . . . ,αn⟩) تئوریِ و
است. جازم ــ ℵ٠ تئوریِ ی� T که داد نشان م� توان که) کنید (تحقیق برگشت�، و رفت سامانه ای
است. T تئوریِ اولِ مدل با ایزومرف شمارا مدل این شود. برآورده باید شمارا مدل� در p(x̄) تایپِ

هست. نیز اشباع تئوری، این شمارای مدل ایزومرفیسم)  پیمانه ی (به ی�انه یعن�

ــ ω هم) و است اول (هم جازم، ــ ℵ٠ تئوریِ ی� شمارای مدل ی�انه که دهید نشان :١١٠ تمرین
پرداخت). خواهیم بدان بعداً و نیست آسان پرانتز داخل قسمت اثبات است. اشباع

تایپ است. پئانو حساب تئوریِ برای اول مدل� ⟨N,+, ·, <, ٠, ١⟩ ساختارِ که دیدیم :١١١ مثال
ب�یرید نظر در را زیر جزئ�

π(x) = {x > ١, x > s(١), x > ss(١)), . . .}

برآورده N در p(x) که است واضح باشد. آن کامل شده ی p(x) کنید فرض و
که کرده ایم ثابت قبلا� نیز نیست. کنده آ ــ ω مدل� ⟨N,+, ·, <, ٠, ١⟩ پس نم� شود؛
ندارد کنده ای آ شمارای مدل هیچ یادشده تئوری بنابراین ,+,Th(⟨N)S١|؛ ·, <, ٠, ١⟩)| = ٢ℵ٠

کرد). برآورده عنصر شمارا با را آنها نم� توان رو این از و ناشماراست متفاوت تایپهای (تعداد

باشد. اشباع هم و شمارا هم هرگاه میخوانیم ۵٩ شمارای اشباع Mرا مدل :١١٢ تعریف

است این باشد داشته شمارای اشباع مدل� تئوری ی� که این برای لازم شرط بالا، مثال مطابق�
این عکس که) دید خواهیم بعد جلسات (در .|Sn(T )| ≤ ℵ٠ باشیم داشته n ∈ N هر برای که
پس دارد. شمارای اشباع مدل ی� Sn(T ) ≤ ℵ٠ آن در که T تئوری هر یعن� است. برقرار نیز گفته
اگر که کردیم ثابت (قبلا� است اول مدل� دارای باشد، داشته شمارای اشباع مدل ی� که تئوری ای هر

پس ناشماراست). آن تایپهای تعداد باشد، نداشته اول مدل تئوری ی�

است. اول مدل دارای باشد شمارای اشباع مدل دارای T تئوریِ اگر :١١٣ گزاره

که است آن تحقیق نظریه ی مدل� در معمول رسم باشد، شده بیان تایپها حسب بر ویژگ� ای هرگاه
مثال برای م� دهد. نتیجه کل� حالت در را آن برقراری متغیره، تک تایپهای برای ویژگ� این برقرای آیا

۵٩countably saturated

۶٢



باشد، چ�ال Sn(T ) در متغیره ، ــ n ایزوله ی تایپهای مجموعه ی n ∈ N هر برای اگر که گفتیم
Sn(T ) در تک متغیره  ایزوله ی تایپهای بودن چ�ال آیا است. اول مدل دارای نظر مورد تئوری آنگاه
اشباع M مدلِ که گفتیم طرف� از است. منف� سوال این پاسخ است؟ کاف� ح�م این برقراری برای
که داده ایم نشان زیر در شود. برآورده آن در p ∈ SM

n (A) تایپِ هر n ∈ N هر برای هرگاه است
بودن ساده برای گفته این (مشابه م� شود. نتیجه نیز تک متغیره تایپهای تنها برآورده شدنِ از کندگ� آ

نیست). درس این چارچوب جزو بدانها پرداختن که است، برقرار نیز تئوریها بودن وابسته یا

معادلند. هم با زیر Mموارد |= T برای :١١۴ گزاره

است. اشباع ــ ω Mمدل� .١

Th(⟨M, a⟩a∈A) در π(x̄) جزئ�� تایپِ ــ n هر A ⊆ M مانند متناه� مجموعه ی هر برای .٢
م� شود. Mبرآورده در

برآورده M در p(x) ∈ SM
١ (A) کامل� تایپِ هر A ⊆ M متناه�� مجموعه ی هر برای .٣

م� شود.

تک متغیره. جزئ� تایپهای برای ٣ شماره ی ح�م .۴

تایپِ و م� شود برآورده M در p(x̄) ∈ SM
n (A) هر که بدانیم کنید فرض .٣ → ١ اثبات.

کنید تعریف باشد. شده داده p′(x١, . . . , xn+١) ∈ SM
n+١

∃yp′ = {∃yϕ(x١, . . . , xn, y)|ϕ(x١, . . . , xn+١) ∈ p}.

α١, . . . ,αn چون عناصری توسط M در پس است، جزئ� تایپ ــ n ی� ∃yp′ که) کنید (بررس�
فرمولهای از زیر مجموعه ی که م� کنیم ادعا A ∪ {α١, . . . ,αn} مجموعه ی روی م� شود. برآورده

است. جزئ� تایپی واحد متغیر ی� دارای

p′(ᾱ, x) = {θ(α١, . . . ,αn, x))|θ(x١, . . . , xn, xn+١) ∈ p′}.

برآورده αn+١ چون عنصری توسط M در استقراء فرض به بنا نیز جزئ� تایپ این صورت این در
م� کنند. برآورده را p′ تایپِ α١, . . . ,αn+١ که دید م� توان آسان� به و شد خواهد

۶٣



ب�یرید نظر در بالا مجموعه ی در را θi(α١, . . . ,αn, x) فرمولهای ادعا، اثبات برای
داریم i هر برای .(i = ١, . . . , k)

∃y θi(x١, . . . , xn, y) ∈ ∃yp′

است، کامل تایپی p′ که آنجا از و
∧

i

θi(x١, . . . , xn, xn+١) ∈ p′.

بنابراین
∃y

∧

i

θi(x١, . . . , xn, y) ∈ ∃yp′.

م� شود. Mبرآورده در استقراء فرض به بنا بالا فرمول

است: موجود لزوماً اشباع ــ ω مدل� T کامل� تئوریِ هر برای

مدل� N چنانکه است موجود N ≻ M مانند مقدمات� توسیع� آنگاه M |= T اگر :١١۵ گزاره
.|N | ≤ |M |ℵ٠ و اشباع ــ ω است

به |M |ℵ٠ با دقیقاً برابر اندازه ی با Nرا مدلِ م� توان اس�ولم، لونهایم لم با بالا گزاره ی ترکیب با
آورد. دست

اثبات. برای راهنمایی
هر برای ثانیاً و |N | ≤ |M |ℵ٠ اولا� که بیابید چنان را N ≻ M مقدمات�� توسیع اول: قدم

شود. برآورده N در p ∈ SM
١ (A) تایپِ هر ،A ⊆ M متناه�� زیرمجموعه ی

کنید. اعمال N مدلِ به را اول قدم دوم. قدم
∪

Ni آنگاه باشد، طریق بدین حاصل شده N١زنجیر ≺ N٢ ≺ . . . اگر که کنید بررس� سوم. قدم
است. مطلوب مدل

۶۴


