
نهم جلسه ی ٩

ایده ای اینجا در ول� گرفت، خواهد قرار بحث مورد کامل طور به آموختال جلسه ی در زیر تمرین
کرده ایم. ارائه آن حل برای

است؟ اول مدل دارای ⟨R,Q,≤⟩ ساختارِ تئوریِ آیا :١٠٣ تمرین

اصلبندی بودن (کامل بنویسید یادشده ساختار برای کامل اصلبندی ی� بالا، سوال به پاسخ برای
ساختارِ که م� کنیم ادعا کنید). تحقیق رفت وبرگشت� سامانه ی ی� به کارگیری با م� توانید را نظر مورد

است. یادشده ساختار برای اول مدل ی� شده، تعریف زیر صورت به P آن در که ⟨Q, P,≤⟩

P = {p
q
∈ Q|م� شود عاد r٢k اولِ عدد ی� توسط q}

که کرده ایم فرض p
q

نمایش� در نیز باشد. اول اعداد همه ی از شمارش� {rn} که کرده ایم فرض بالا در
جازم ــ ℵ٠ یادشده تئوری که دهید نشان برگشت�، و رفت سامانه ی ی� کارگیری به با .(p, q) = ١

است. اول رو این از و آن، شمارای مدل تنها کرده ایم معرف� بالا در که مدل� رو، این از و است
زبانِ در متناه� مدل فاقد و کامل تئوری ی� T کنید فرض بازم� گردیم. درس ادامه ی به حال

معادلند: هم با زیر موارد باشد. L شمارای

است. اول مدل دارای T .١

است. اتم� مدل� دارای T .٢

است. چ�ال Sn(T ) فضای در ایزوله تایپهای ــ n مجموعه ی n ∈ N هر برای .٣

.Sn(T ) در پایه ای بازی [ϕ(x١, . . . , xn)] و باشد اتم� M |= T کنید فرض .٢ → ٣ اثبات.

.M |= ϕ(ā) که است موجود چنان ā ∈ M رو این از و است سازگار T ∪{ϕ(x̄)} که است معلوم
است. ایزوله tp(ā) تایپِ M مدلِ بودن اتمی� به بنا ϕ(x̄)؛ ∈ tp(ā) پس

در بیابیم. اتمی� و شمارا مدل� است کاف� کردیم، ثابت قبل جلسه ی در آنچه بر بنا .٣ → ١
درجلسات گرفت. خواهیم پی بهره هنکین ساختمانهای پایه ی بر اما توپولوژی�، رهیافت� از کار این

بودیم. کرده ثابت مشابه� روش به را تایپ حذف قضیه قبل،
دهید قرار

X = {T (C)|دربردارد را T که است L ∪ C زبانِ در کامل تئوری ی� T (C)}
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تعریف Γ١ مجموعه ی که) کنید (بررس� است. بئر ویژگ�� دارای و فشرده X استون، توپولوژی با
است. چ�ال X در زیر، در شده

Γ١ = {T (C)|.است هنکین� T (C)}

است. چ�ال زیر مجموعه ی که م� دهیم نشان بئر ویژگ� کم� با نیز

Γ٢ = {T (C)| است واقع T (C) در σ(c̄) چون کامل فرمول� c̄ ∈ C هر {برای

ایزوله تایپی که است فرمول� کامل، فرمولِ از منظور که) کرد خواهیم تعریف دقیق طور به ادامه (در
م� گیریم نظر در زیر صورت به را آن Γ٢ بودنِ چ�ال اثبات برای کند.

Γ٢ =
∩

c١...cn∈C
Γc١...cn

٢

آن در که

Γc١...cn
٢ = {T (C)| است. σ(c١, . . . , cn) چون کامل� فرمول شامل T (C)}

دی�ر بیان به
Γc١...cn

٢ =
∪

کامل فرمول� σ
{T (C)|σ(c١, . . . , cn) ∈ T (C)}

چ�ال، و باز مجموعه های از شمارا اشتراک� Γ٢ پس .Γc١...cn
٢ =

∪
کامل فرمول� σ[σ(c١, . . . , cn)] یا

است. اتمی� و شمارا Γ١ ∩ Γ٢ در واقع مدلِ هر است. چ�ال رو این از و

ثابت توپولوژی�) روشهای از استفاده با نه (و هنکین روش با مستقیماً را ٣ → ١ :١٠۴ تمرین
کنید.

هرگاه م� خوانیم ۵٧ کامل T تئوریِ به نسبت را θ(x١, . . . , xn) فرمولِ :١٠۵ تعریف

.T |= ∃x̄ θ(x̄) .١

.T |= ∀x̄ (θ(x̄) → ϕ(x̄)) Tآنگاه |= ∃x̄ (θ(x̄)∧ϕ(x̄)) ϕ(x̄)اگر فرمولِ هر برای .٢
۵٧complete
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فرمول�، چنین روی کند. ایزوله کامل� تایپ هرگاه م� شود، خوانده کامل θ(x̄) فرمول دی�ر، عبارت به
سازگار T ∪{θ∧ϕ} اگر ϕ(x̄) فرمولِ هر برای یعن�، زد؛ انشعاب دی�ری فرمول هیچ توسط نم� توان
قضایای اثبات در درخت، ساخت تکنی� از عموماً است. ناسازگار لزوماً T ∪{θ∧¬ϕ} آنگاه باشد،
کاوید، خواهیم بیشتر آموختال جلسه های در را روی�ردی چنین م� شود. استفاده تایپها تعداد به مربوط

کرده ایم. بسنده کاربرد نوع این از مثال� به تنها جا این در و

که است موجود چنان n ∈ N آنگاه باشد، نداشته اول مدل T تئوریِ اگر :١٠۶ گزاره
.|Sn(T )| ≥ ٢ℵ٠

اول مدل دارای T آنگاه |Sn(T )| = ℵ٠ باشیم داشته n ∈ N هر برای اگر دی�ر، عبارت به
است.

در ایزوله تایپهای ــ n که طوری به است موجود n ∈ N نباشد، اول مدل دارای T اگر اثبات.
فرمول� پس ایزوله ای. تایپ هیچ فاقد است، موجود [ϕ(x̄)] چون بازی پس نیستند. چ�ال Sn(T )

باشند. سازگار T ∪ϕ∪{¬θ} و T ∪ϕ∪{θ} مجموعه ی دو هر که است، موجود چنان θ(x̄) چون

θ ¬θ

ϕ

��❁❁❁❁❁❁❁❁

��⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦

ϕ∧θ مثال، برای اگر که است این علت ناکاملند. ϕ∧¬θ و ϕ∧θ فرمولِ دو هر که کنید توجه حال
فرمول� بنابراین است. تناقض در فرض با این که م� شود، واقع [ϕ] در تایپ این کند، ایزوله تایپی
سازگارند؛  دو هر T ∪ϕ∪ {θ}∪ {¬ξ} و T ∪ϕ∪ {θ}∪ {ξ} که طوری به است موجود ξ چون
سازگارند. T ∪ϕ∪ {¬θ}∪ {¬χ} و T ∪ϕ∪ {¬θ}∪ {χ} که است موجود چنان χ فرمول نیز

زد: انشعاب م� توان بالا درخت گره ی دو هر بر پس

ξ ¬ξ χ ¬χ

θ
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ϕ
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درختِ هر گره های تعداد که آنجا از رسید. نامتناه� درخت ی� به و داد ادامه م� توان را بالا فراروند
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م� کند، مشخص کامل تایپ ی� درخت از شاخه هر و است ٢ℵ٠ آن شاخه های تعداد و ℵ٠ اینچنین
است. ٢ℵ٠ حداقل تایپها، تعداد
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