
هشتم جلسه ی ٨

نشدن یا شدن برآورده حسب بر تئوریها برای است دسته بندی ای ارائه ی جلسه، این بحثهای از هدف
کوچ�، شود، محقَق آنها در تایپ تعدادِ حداقل که را مدلهایی دسته بندی، نوع این در آنها. در تایپها

دانست. خواهیم بزرگ کنند، برآورده را تایپها تعداد حداکثر که را آنهایی و

.M |= T و باشد کامل T گیریم :٨٧ تعریف

tpM(a١, . . . , an) تایپِ a١, . . . , an ∈ M هر برای هرگاه م� خوانیم اتمی� Mرا مدلِ .١
است. مم�ن حداقل� م� شوند، برآورده که تایپهایی تعداد اتمی�، مدل ی� در باشد. ایزوله

مقدمات�) نگاشت� وسیله ی به (یعن� مقدمات� صورت به هرگاه م� خوانیم ۵۶ اول Mرا مدلِ .٢
بنشیند. T مدلهای همه ی در

گرفته ایم. نظر در شمارا را زبان بحث، این ادامه ی در

است. اتمی� اول، مدلِ هر :٨٨ گزاره

چنان a١, . . . , an ∈ M نباشد، اتمی� M اگر ب�یرید. نظر در را M اولِ مدلِ اثبات.
به بنا شماراست، زبان که آنجا از نباشد. ایزوله tpM(a١, . . . , an) که م� شوند یافت
از م� شود. حذف N |= T مانند شمارا مدل� در یادشده تایپِ تایپها، حذف قضیه ی
یعن� است؛ نشسته مقدمات� طور به ،f مقدمات�� نگاشتِ توسط مثلا� مدل، این در M طرف�

است. ناقض را تایپ شدن حذف این و ،tpM(a١, . . . , an) = tpN(f(a)١, . . . , f(an))

معادلند: هم با زیر موارد :٨٩ گزاره

است. اول Mمدل� .١

شماراست. و اتمی� Mمدل� .٢

Mمدل� = (ai)i∈ω فرضکنید ٢→ ١ اثباتِ برای وام� گذاریم. دانشجو به را ١→ ٢ اثباتِ
از و مدل� هر در است، ایزوله tpM(a٠) که آنجا از دلخواه. Nمدل� |= T و باشد شمارا و اتمی�

۵۶prime
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منظور که b٠؛ ≡ a٠ که است موجود چنان b٠ ∈ N عنصرِ رو این از م� شود. برآورده N در جمله
است: زیر عبارت یادشده، علامت از

⟨M, a٠⟩ ≡ ⟨N, b٠⟩.

که باشند شده یافت چنان b٠, . . . , bn−١ ∈ N اگر حال

b٠, . . . , bn−١ ≡ a٠, . . . , an−١ (∗)

که است موجود چنان bn ∈ N عنصرِ که م� دهیم نشان آنگاه،

a٠, . . . , an ≡ b٠, . . . , bn.

از باشد. شده ایزوله ϕ(x٠, . . . , xn) فرمولِ توسط tpM(a٠, . . . , an) تایپِ کنیم فرض
که م� شود Mنتیجه |= ϕ(a٠, . . . , an)

M |= ∃x ϕ(a٠, . . . , an−١, x).

داریم (∗) به بنا
N |= ∃x ϕ(b٠, . . . , bn−١, x)

Nآنگاه |= ϕ(b٠, . . . , bn) اگر که دهید نشان :٩٠ تمرین

⟨N, b٠, . . . , bn⟩ ≡ ⟨M, a٠, . . . , an⟩

است. مقدمات� م� برد، bi به را ai هر که f : M → N نگاشت که دهید نشان :٩١ تمرین

M,N اگر بنابراین م� نشیند. مدلها سایر در مقدمات� طور به اول مدل هر تعریف، طبق که دیدیم
N Mو بودنِ ایزومرف این از ول� م� نشیند؛ دی�ری در مقدمات� طور به ی� هر باشند، اول مدل دو

نم� شود. نتیجه

ی�دی�ر در مقدمات� طور به ول� نیستند ایزومرف که M,Nبزنید ساختارِ دو از مثال� :٩٢ تمرین
م� نشینند.

است. برقرار مطلوب این شمارا، زبان در همه، این با
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.M ∼= N آنگاه باشند، T برای اول مدل M,Nدو اگر که دهید نشان :٩٣ تمرین

پرداخته ایم. مثال چند بررس� به ادامه در

همه ی نتیجه در و است، متناه� Sn(T ) مجموعه ی T = DLO در که دیده ایم قبلا� :٩۴ مثال
⟨Q,≤⟩ ویژه به هستند؛ اتمی� DLO مدلهای همه ی رو این از هستند. ایزوله تئوری این در تایپها

است. آن برای اول مدلِ ی�انه

شمارای مدلِ ی�انه و اتمی�هستند جازم ℵ٠ــ ی�تئوریِ مدلهای تمام که کرد ثابتخواهیم بعداً
است. اول همواره تئوری ای، ی� چنین

نیست. ایزوله ای تایپ هیچ شامل S١(T ) که دیدیم مستقل تک موضع� روابط تئوریِ در :٩۵ مثال
اول مدل دارای تئوری این ویژه به و نیستند، اتمی� یادشده تئوریِ مدلهای از هیچی� رو این از

نیست.

E که باشد این بیانگر که ب�یرید نظر در گونه ای به را T تئوریِ L = {E} زبانِ در :٩۶ مثال
است. نامتناه� نیز رابطه این از کلاس هر و کلاس نامتناه� با است هم ارزی رابطه ای

یعن� آخر (مورد است جازم  ــ ℵ٠ و سور، حذف دارای کامل، یادشده تئوری دهید نشان :٩٧ تمرین
ایزومرفند). هم با تئوری این از شمارا مدل دو هر

ی� Ei هر که ب�وید که ب�یرید نظر در را آن در T تئوریِ و L = {E١, E٢, . . .} زبانِ حال
تظریف Ei+١ توسط Ei هر به علاوه و است نامتناه� آن کلاسهای همه ی و است هم ارزی رابطه ی

.Ei+١ ⊆ Ei یعن� م� شود؛

نیست. جازم  ــ ℵ٠ ول� است سور حذف دارای و کامل T دهید نشان :٩٨ تمرین

فرمولِ و {Ei(x, y)}i∈ω فرمولهای از متش�ل Σ(x, y) جزئ�� تایپِ که دهید نشان :٩٩ تمرین
است. غیرایزوله x ̸= y

اول، مدل این در و است اول مدل دارای یادشده تئوری دهید نشان :١٠٠ تمرین

x = y ↔
∧

i∈ω
Ei(x, y).

رابطه ی که کنید دقت
E∞ :=

∧
Ei(x, y)
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(در است. تساوی اول، مدل در آن تعبیر بالا، تمرین به بنا که است هم ارزی رابطه ی ی� نیز خود
است). کلاس نامتناه� دارای یادشده رابطه ی تئوری، این اشباع مدلِ

مح�� زیر در است. اول شمارا اتمی�ِ مدل هر که دانسته ایم و شده ایم آشنا اول مدل با اینجا تا
کرده ایم. ارائه مدل� چنین وجودِ برای

معادلند. هم با زیر موارد اول): مدل (وجود ١٠١ قضیه

است. اول مدل دارای T .١

است. اتمی� مدل دارای T .٢

است. چ�ال Sn(T ) در ایزوله، کامل� تایپهای از متش�ل مجموعه ی n ∈ N هر برای .٣

Th(N)دیدیم در کمااینکه نیست؛ تایپها تعداد بودن کم متضمن اول، مدل وجود که کنید توجه
داریم و S١(T ) = ٢ℵ٠ که

است. یادشده تئوری برای اول مدل� ⟨N,+, ·, ٠, ١⟩ که دهید نشان :١٠٢ تمرین
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