
تایپها از مثالهایی پنجم، جلسه ی ۵

درباره ی را زیر نکته ی بپردازیم، تایپها از مثال چند بررس� یعن� جلسه، این هدف به که آن از پیش
م� شویم. متذکر استون توپولوژی

a ≤ b ⇔ a∧b = aترتیب آن روی که باشد، بول� ی�جبر ⟨B,∧,∨, ٠, ١⟩ فرضکنید :۶٩ نکته
زیر اصول هرگاه م� خوانیم پالایه ی� یا فیلتر، ی� را A ⊆ B زیرمجموعه ی است. شده تعریف

باشند. صادق آن درباره ی

a ∈ A → ∀b ≥ a b ∈ A •

a, b ∈ A → a ∧ b ∈ A •

.٠ ̸∈ A •

صفر مشخصه ی با حلقه ای م� توان را بول� جبر (ی� است ایده آل مفهوم دوگان فیلتر،  مفهوم
هر برای هرگاه م� خوانیم فرافیلتر ی� را A فیلترِ م� یابد). معنا بافتار این در ایده آل گرفت. نظر در

.b ∈ A یا a ∈ A که شود نتیجه a ∧ b ∈ A از a, b ∈ B

م� دهیم قرار B بول�� جبر برای

max(B) = {A ⊆ B|است B روی فرافیلتر ی� A}

استون توپولوژی را آن که م� دهند ی�توپولوژی برای پایه ای تش�یل زیر رویmax(B)مجموعه های
م� خوانند:

[a] = {A ∈ max(B)|a ∈ A}.

است. ناهمبند تماماً و فشرده توپولوژی، این
لیندنبام جبر روی دستم� آید به جبری استون توپولوژی از Sn(Tنیز ) فضایِ در استون توپولوژی

م� شود: تعریف زیر صورت به که تارس�� ــ

Bn(T ) = {[ϕ(x̄)]∼|ϕ(x̄) ∈ Formul}

است: زیر هم ارزی رابطه ی تحت ϕ فرمولِ کلاس [ϕ(x̄)]∼ از منظور آن در که

ϕ(x̄) ∼ ψ(x̄) ⇔ T |= ∀x̄ ϕ(x̄) ↔ ψ(x̄)
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کرده ایم تعریف و

[ϕ]∼ ∧ [ψ]∼ = [ϕ ∧ ψ]∼

[ϕ]∼ ∨ [ψ]∼ = [ϕ ∨ ψ]∼

٠ = [x ̸= x]∼

١ = [x = x]∼

هستند. کامل تایپهای همان Bn(T ) در ابرفیلترها که دهید نشان :٧٠ تمرین

انتها، و ابتدا بدون خط� مرتب مجموعه های تئوری یا ،DLO تئوریِ :(DLO در (تایپها ٧١ مثال
م� شود. اصلبندی زیر صورت به L = {≤} زبانِ در

.∀x x ≤ x •

∀xy x ≤ y ∧ y ≤ x → x = y •

.∀xyz x ≤ y ∧ y ≤ z → x ≤ z •

∀xy x ≤ y ∨ y ≤ z •

.∀xy x ≤ y → ∃x x < z < y •

.∀x ∃y١y٢ y١ < x < y٢ •

هستند. DLO از مدل دو ⟨R,≤⟩ و ⟨Q,≤⟩ مثال عنوان به
م� توان کنید) مراجعه دوم و نخست سری تمرینهای (به برگشت� و رفت سامانه های از استفاده با
مدل دو هر یعن� دوم� این است؛ جازم ــ ℵ٠ و م� کند حذف را سورها DLO تئوریِ که داد نشان

بشناسانیم. DLO در را تایپها تا برآنیم ادامه در ایزومرفند. هم با DLO از شمارا
فصل� با است معادل فرمول هر سور، حذف به بنا م� پردازیم. S١(DLO) بررس� به نخست
بدون (و x متغیرِ تک با اتم�� نقیض و اتم� فرمولهای اتم�. فرمولهای متناه� عطفهای از متناه�

زیرند: ص�و�رِ از ی�� به تنها پارامتر)
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.x ≤ x •

.x = x •

¬(x ≤ x) •

.¬(x = x) •

از ماکزیمال مجموعه ای کامل، تایپ که آنجا از باشند، متفاوت تایپِ دو p١, p٢ اگر که کنید توجه
و ϕ ∈ p١ یعن� کند؛ متمایز هم از را ایندو که باشد موجود ϕ(x) چون فرمول� باید فرمولهاست،
چون باشد تایپی هیچ در نم� تواند آخر فرمول (و سازگارند هم با بالا فرمول نوع سه .¬ϕ ∈ p٢

.|S١(DLO)| = |[x = x]| = |[x ≤ x]| = ١ پس است)؛ ناسازگار
م� دهیم قرار .a١, . . . , an ∈ M Mو |= DLO گیریم م� پردازیم. Sn(DLO) به حال

Diag(x١, . . . , xn)a١,...,an := qftp(a١, . . . , an) = {ϕ(x١, . . . , xn)|M |=

ϕ(a١, . . . , an), است اتم� نقیض یا اتم� ϕ }

م� کند؛ مشخص کامل طور به Diag(x١, . . . , xn)a١,...,an را tp(a١, . . . , an) سور، حذف به بنا
یعن�

{tp(a١, . . . , an)} = [
∧

ϕ∈Diag(x١,...,xn)a١,...,an

ϕ]

است. متناه� Sn(DLO) مجموعه ی n ∈ N هر برای بنابراین
کامل، تئوری هر آن، به بنا که کرد خواهیم ثابت را ۴٠ نار�دِو�س�� ریل  قضیه ی آینده جلسات در

باشد. متناه� آن در تایپها n تعداد اگروتنهااگر است جازم ــ ℵ٠

دهید قرار گرفته نظر در را ⟨Q,≤⟩ |= T مدلِ م� پردازیم. پارامتر دارای تایپهای بررس� به حال
مدل هر رو این از و {cr}r∈Q ثوابتِ دارای تئوری این زبانِ طبیعتاً .TQ = Th(⟨Q,≤, r⟩r∈Q)
سورها TQ که کرد تحقیق م� توان آسان� به است. ⟨Q,≤⟩ از مقدمات� توسیع� یادشده، تئوریِ از
این در تک متغیره اتم�� نقیض و اتم� فرمولهای است). چنین DLO که آنجا (از م� کند حذف را

زیرند: ص�و�ر از ی�� به حالت،

x ≤ x •
۴٠Ryll-Nardewski
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.x = x •

x < cr •

.x ≥ cr •

.x = cr •

است. متصو�ر زیر حالات S١(TQ) در p(x) تایپِ برای
که است واضح آنگاه ،“x = cr” ∈ p که طوری به باشد، موجود r ∈ Q اگر

[x = r] = {p(x)}.

ب�یرید: نظر در را زیر مجموعه های آنگاه “x ̸= cr” ∈ p باشیم داشته r ∈ Q هر برای اگر

Up = {s ∈ Q|“x < s” ∈ p}

Lp = {s ∈ Q|“x > s” ∈ p}

بنابراین .TQ ⊢ t < s آنگاه x > ct ∈ p و x < s ∈ p اگر نیز Lp؛ ∩ Up = ∅ که کنید توجه
.Lp ∪ Up = Q نیز .Lp < Up

تایپ این م� خوانیم. +∞ تایپِ را p و است سازگار TQ ∪ {x > ct}t∈Q آنگاه Up = ∅ اگر
است. r ∈ Q ازهمه ی x بودنِ بزرگتر بیانگر

م� شود. تعریف Lp = ∅ که حالت� در p = −∞ تایپِ مشابه طور به
r+ با را p آنگاه maxLp = r و باشد ماکزیزمم داری Lp و باشند ناته� Lp, Up دوی هر اگر

است. r گویای عدد به راست طرف از x بودن نزدی��� بیانگر تایپ این م� دهیم. نشان
م� شود. تعریف باشد کمینه عنصر دارای Up که صورت� در r− تایپ مشابه طور به

تعداد م� خوانیم. اصم تایپ را pتایپ Lpماکزیموم، و باشد داشته Upمینیموم نه که صورت� در
است. ٢ℵ٠ تایپها اینگونه

م� کنیم: جمعبندی زیر صورت به را بالا مطالب

S١(Q) = S١(TQ) = {−∞}∪{+∞}∪{x = r}r∈Q∪{r−}r∈Q∪{r+}r∈Q∪{r}اصم r.

است. حداکثرِ مم�ن تک متغیره تایپهای تعداد تئوری این در یعن� |(TQ)S١|؛ = ٢ℵ٠ بنابراین
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TN := Th(N, {n}n∈N) در تک متغیره تایپهای بررس� هدفمان پئانو): حساب در (تایپها ٧٢ مثال
که ب�یرید نظر در را θ(x, y) فرمولِ است.

(α, β) |= θ ⇔ α|β.

ب�یرید: نظر در را فرمولها از زیر مجموعه ی اول، اعداد از A دلخواه� زیرمجموعه ی ی� برای

πA = {“p|x” : p ∈ A} ∪ {“p ̸ |x” : p ̸∈ A}.

کنید توجه است. جزئ� تایپ ی� یادشده مجموعه ی پس است، سازگار TN ∪ πA که است واضح
بنابراین است. ناسازگار πA١∪πA٢∪TN آنگاه باشند اول اعداد از زیرمجموعه A١دو ̸= A٢ اگر که
به یعن� متفاوتند؛ هم با م� آیند، حاصل یادشده جزئ� تایپهای تکمیل از که PA١ ,PA٢ کامل� تایپهای

پس کرد. پیدا کامل تایپ م� توان اول اعداد زیرمجموعه های تعداد اندازه ی

S١(TN) = ٢ℵ٠ .

توپولوژی کم� با تئوریها تحلیل به تایپها، از دی�ری مثالهای آوردن بر علاوه آینده جلسات در
پرداخت. خواهیم تایپهایشان فضای روی استون

به هرگاه م� خوانیم ۴١ ایزوله تایپِ ی� را p(x̄) ∈ Sn(T ) تایپِ ایزوله): (تایپهای ٧٣ تعریف
بنابراین باشد. باز مجموعه ای {p} یعن� باشد؛ ایزوله استون توپولوژی در Sn(T ) از عنصری عنوان

.{p} = [ϕ] که است موجود چنان ϕ ∈ p فرمولِ آنگاه باشد، ایزوله p اگر

تکلیف یادشده فرمول ({p} = [ϕ] که هرگاه (یعن� شود ایزوله ϕ فرمول توسط p تایپِ وقت�
داریم ψ(x̄) ∈ p فرمولِ هر برای دی�ر بیان به م� کند؛ مشخص کامل طور به را تایپ

T |= ∀x (ϕ(x̄) → ψ(x̄)).

لحاظ به نقاط همه ی رو این از و است متناه� تایپها تعداد زیرا ایزوله اند، تاپیها همه ی DLO در
(زیرا است غیرایزوله نقطه ی ی� دارای حتماً باشد، نامتناه� Sn(T ) اگر ایزوله اند. توپولوژی�
از متش�ل از نامتناه� پوشش� باشند، ایزوله تایپها همه ی باشد قرار اگر استو فشرده استون توپولوژی
نباشد). متناه� ای زیرپوشش هیچ  دارای که م� شود یافت Sn(T ) برای تک نقطه ای باز مجموعه های

۴١isolated type
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