
تایپها فضای ۴

مدل نظریه ی در هستند. «صفات» روی از شناخت«ذات» آشنای ایده ی مدل� نظریه ی مصداق تایپها
ویژگ� های مجموعه ی نم� شویم. قائل تمایز آن صفات مجموعه ی و عنصر ی� ذات میان گاه� نیز

نامید. خواهیم تایپ مدل، نظریه ی در را شده داده عنصر ی�
صورت� چه در که است سوال این به پاسخ هدف .b̄ ∈ N و ā ∈ M ،M,N |= T گیریم
خواسته این که دید خواهیم ب�ذارد. تمایز ā, b̄ متناه�) لزوماً (نه دنباله های میان نم� تواند T تئوریِ

باشند. همتایپ یادشده تئوری به نسبت دنباله دو این که م� شود برآورده زمان�
آنگاه باشند، Q میدانِ روی متعال� عنصر دو x, y اگر ب�یریم. پی مثال� با را بحث ب�ذارید
نظریه ی زبان به دارند. ی�سان� ارزش Q روی جبری لحاظ از عنصر دو این یعن� Q(x)؛ ∼= Q(y)

درآورده  ایم. مدل� نظریه ی دقیق زبان به را بالا مطالب ادامه در Qهمتایپند. روی عنصر دو این مدل�،
عبارتِ از منظور که م� کنیم یادآوری

(*) است سازگار T تئوری با ϕ(x١, . . . , xn) فرمولِ

دی�ر، بیان به جمله هاست؛ از ,T∪{∃x١مجموعه ایسازگار . . . xn ϕ(x١, . . . xn)} استکه این
فرضکنید .M |= ϕ(α١ . . . ,αn) که موجودند چنان α١, . . . ,αn ∈ M عناصرِ و T Mاز مدل
ــ L′ که است این معادل (∗) آنگاه .L′ = L ∪ {c١, . . . , cn} و باشند جدید ثوابت� c١, . . . , cn
′Mموجود = ⟨M, c١, . . . , cn⟩ ساختارِ  ــ L′ یعن� باشد؛ سازگار T ∪ {ϕ(c١, . . . , cn)} تئوریِ
M′ = ⟨M, . . .⟩ که هرگاه که کنید توجه .M′ |= ϕ(c١, . . . , cn) ′Mو |= T که طوری به باشد
داریم ϕ جمله ی ــ L هر برای آنگاه باشد، L′ = L ∪ {. . .} زبانِ Mبه ساختارِ ــ L از بسط�

M′ |= ϕ ⇔ M |= ϕ.

که L زبانِ در باشد کامل تئوری ی� T که کرده ایم فرض جلسه، این ادامه ی سرتاسرِ در
چندتایی های و M,N |= T مدلِ دو بعدی، تعریف برای نیست. متناه� آن از مدل هیچ

ب�یرید. نظر در را b̄ = (b١, . . . , bn) ∈ N و ā = (a١, . . . , an) ∈ M

مقدمات�� نشاندنهای و M مدلِ هرگاه م� خوانیم گالواهم ارز را b̄ و ā دنباله  های :۵٩ تعریف
م� نویسیم صورت این در .f(ā) = g(b̄) که باشند موجود چنان g : N → M و f : M → M

.ā ∼Gal b̄ یا ⟨M, ā⟩ ∼Gal ⟨N, b̄⟩
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نمادگذاری این در که دید خواهیم بعدها نم� آیند. چشم به مدلها ā ∼Gal b̄ نماد در که کنید توجه
بی نقشند. تعریف دراین مقدمات� نشستنهای پیمانه ی به مدلها، است؛  کار در عمدی

داریم a١, . . . an ∈ M هر برای آنگاه .f ∈ Aut(M) Mو |= T کنید فرض :۶٠ مثال

a١ . . . an ∼Gal f(a١) . . . f(an).

اگروتنهااگر M |= ϕ(ā) داریم ϕ(x̄) فرمولِ  ــ L هر برای آنگاه ā ∼Gal b̄ اگر :۶١ توجه
دی�ر عبارت به N؛ |= ϕ(b̄)

ā ∼Gal b̄ ⇒ ⟨M, ā⟩ ≡ ⟨N, b̄⟩.

در را آن که داریم نیاز زیر لم به گفته، این اثبات برای است. هم ارزی رابطه ی Gal∽ی� رابطه ی
کرد. خواهیم اثبات تمرین جلسات

صورت آن در دهید نشان باشد. کامل T تئوری کنید فرض :۶٢ تمرین

و A,B,C |= T هرگاه که معن� بدین است؛ ٣۶ ملغمه سازی) (یا ادغام ویژگ�� دارای T .١
نشاندنهای Dو |= T مدلِ آنگاه باشند، مقدمات� نشاندنهای f٢ : A → C و f١ : A → B

.g١ ◦ f١ = g٢ ◦ f٢ که موجودند چنان g٢ : C → D و g١ : B → D مقدمات��

مدل� A,B |= T مدلِ دو هر برای یعن� است؛ ٣٧ ام�ان نشاندن همزمان ويژگ�� دارای T .٢
موجودند. g : B → C و f : A → C چون مقدمات� نشاندنهایی و C |= T چون

است. هم ارزی ∼Gal رابطه ی :۶٣ گزاره

به تنها اینجا در نیست؛ دشوار چندان یادشده رابطه ی بودن تقارن� و انعکاس� بررس� اثبات.
مقدمات�� نگاشتهای پس .b̄ ∼Gal c̄ و ā ∼Gal b̄ گیریم پرداخته ایم. آن تعدی اثبات
که موجودند چنان f : N : ⟨N, b̄⟩ → ⟨Q١, q̄١⟩ و fM : ⟨M, ā⟩ → ⟨Q١, q̄١⟩
و gN : ⟨N, b̄⟩ → ⟨Q٢, q̄٢⟩ مقدمات� نگاشتهای ترتیب همین به .fM(ā) = fN(b̄) = q̄١

مدل کردن پیدا هدفمان .gN(b̄) = gP(p̄) = q̄٢ که موجودند چنان gP : ⟨P, p̄⟩ → ⟨Q٢, q̄٢⟩
٣۶amalgamation property (AP)
٣٧joint embedding property
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hP : ⟨P, p̄⟩ → ⟨Q٣, q̄٣⟩ و hM : ⟨M, ā⟩ → ⟨Q٣, q̄٣⟩ مقدمات�� نگاشتهای همراه به ⟨Q٣, q̄٣⟩
.hM(ā) = hp(p̄) = q̄٣ که طوری به است

نشاندنهای و ⟨Q٣, q̄٣⟩ ساختارِ  ــ L ∪ {c١, . . . , cn⟩ م� توان ادغام، ویژگ� به بنا
که یافت چنان را hQ٢ : ⟨Q٢, q̄٢⟩ → ⟨Q٣, q̄٣⟩ و hQ١ : ⟨Q١, q̄١⟩ → ⟨Q٣, q̄٣⟩

هستند. نیاز مورد نشاندنهای hQ٢ ◦ gP و hQ١ ◦ fM حال .hQ١ ◦ fN = hQ٢ ◦ gN
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است: برقرار نیز گفته این عکس .⟨M, ā⟩ ≡ ⟨N, b̄⟩ که م� شود نتیجه ā ∼Gal b̄ از که گفتیم

.ā ∼Gal b̄ آنگاه ⟨M, ā⟩ ≡ ⟨N, b̄⟩ اگر :۶۴ گزاره

نیاز مورد نشاندنهای .Th(M, ā) = Th(N, b̄) تئوریِ از باشد مدل� ⟨Q, q̄⟩ کنید فرض اثبات.
م� شوند. پیدا آسان� به

م� کنیم تعریف .a١, . . . , an ∈ M Mو |= T گیریم :۶۵ تعریف

tpM(a١, . . . , an) = {ϕ(x١, . . . , xn)|M |= ϕ(a١, . . . , an)}.

شد گفته آنچه بنابر
ā ∼Gal b̄ ⇔ tpM(ā) = tpN(b̄);
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دهید قرار م� دهند: مجموعه تش�یل ∼Gal رابطه ی هم ارزی کلاسهای به ويژه

Sn(T ) = {tpM(a١, . . . , an)|M |= T, a١, . . . , an ∈ M},

.|Sn(T )| ≤ ٢∥L∥ که است واضح

در متغیرهای با فرمولهایی ــ L از متش�ل Σ(x١, . . . , xn) مجموعه ی جزئ�): (تایپ ۶۶ تعریف
یعن� باشد؛ سازگار T ∪ Σ(x١, . . . , xn) هرگاه م� خوانیم ٣٨ جزئ� ی�تایپِ را x١ . . . , xn میانِ
ϕ(x١, . . . , xn) ∈ Σ هر برای که باشند موجود چنان α١, . . . ,αn ∈ M عناصرِ Mو |= T

.M |= ϕ(ᾱ) باشیم داشته

شروط آن محدودیتهای که دانست معادلات از دستگاه� عنوان به م� توان را جزئ� تایپ ی�
بنابراین، است. معادلات از مجموعه این بودن پاسخدار ضامن سازگاری، است. T تئوری
α١, . . . ,αn ∈ M عناصرِ Mو |= T مدلِ اگروتنهااگر است جزئ� تایپ ی� Σ(x١, . . . , xn)

که طوری به باشند موجود

Σ(x١, . . . , xn) ⊆ tpM(α١, . . . ,αn).

تایپم� خوانیم. ی� خلاصه طور یا ٣٩ ی�تایپکامل، Σرا دهد، رخ تساوی بالا، در که صورت� در

⟨xi : i ∈ I⟩ کنید فرض نیست. ضروی بالا تعریفهای در متغیرها تعداد بودن متناه� :۶٧ نکته
ϕ(xi١, . . . , xin) چون فرمولهایی از متش�ل Σ(xi|i ∈ I) مجموعه ی باشد. متغیرها از دنباله ای
متش�ل را SI(T ) مجموعه ی م� توان نیز بدینسان باشد. سازگار T با هرگاه م� خوانیم جزئ� تایپ را

داد. تش�یل متغیرها این با کامل تایپهای از

دهید قرار L مشخص� زبانِ ی� در استون): (توپولوژی ۶٨ تعریف

ThL = {T است| کامل تئوری ی� T }

مجموعه های .[ϕ] =∈ ThL |ϕ ∈ T} دهید قرار ϕ جمله ی ــ L هر برای .ThL ⊆ جمله ها٢٢ داریم
فشردگ�، قضیه ی به بنا توپولوژی، این که م� دهند ThL روی توپولوژی ی� برای پایه ای تش�یل [ϕ]
٣٨partial type
٣٩complete type
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زیر پایه ایِ عناصر توسط شونده ایجاد توپولوژی Sn(T ) روی م� توان مشابه، طور به است. فشرده
گرفت: نظر در را

[ϕ(x١, . . . , xn] = {p|p = tpM(a١, . . . , an),ϕ ∈ p,M |= T, a١, . . . , an ∈ M}.

هاسدورف و ناهمبند تماماً فشرده، توپولوژی این م� خوانیم. استون توپولوژی را یادشده توپولوژی
است.
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