
سوم جلسه ی ٣

ــ L همه ی مجموعه ی کلاس، این هرگاه م� خوانیم ٢٩ مقدمات� را ساختارها ــ L از K کلاس�
موجود T تئوریِ ی� هرگاه دی�ر بیان به هستند؛ T مانند تئوری ی� مدل که باشد ساختارهایی

.MOD(T ) = {M|M |= T} آن در که T = MOD(T ) که طوری به باشد،

نیست. مقدمات� متناه�، میدانهای کلاس که کنید ثابت :۴۵ تمرین

کرده ایم. فهرست K کلاس ی� بودن مقدمات� برای را لازم شرط چند زیر در

نامتناه� مدلهایی حاوی K آنگاه باشد، باندازه ی کاف� بزرگ متناه��  مدلهای دارای K اگر .١
باشد.

دلخواه اندازه ی هر از نامتناه� مدلهای حاوی K آنگاه باشد، نامتناه� مدل� حاوی K اگر .٢
باشد.

باشد. بسته مقدمات� هم ارزی به نسبت K .٣

فرافیلتری F و باشد K عناصرِ از دنباله ای ⟨Mi⟩i∈I هرگاه یعن� باشد؛ بسته فراضربها تحت K .۴
.∏FMi ∈ K آنگاه ،I روی

و سوپرمم دارای آن از زیرمجموعه  هر اینکه (یعن� مرتب میدان ی� بودن کامل مفهوم :۴۶ مثال
با کامل مرتب میدان هر که م� شود ثابت مقدمات� آنالیز در نیست. مقدمات� مفهوم� باشد)  اینفیمم

ندارد. مصداق تئوری این در بالا در ٢ موردِ پس است. ایزومرف ⟨R,+, .,≤⟩

باشد. موجود آن برای مدل� هرگاه م� خوانیم ٣٠ ارضاپذیر را T تئوریِ

ارضاپذیر آن از متناه� زیرمجموعه ی هز اگروتنهااگر است ارضاپذیر T تئوریِ (فشردگ�): ۴٧ قضیه
باشد.

پیشتر دانشجو که است این بر ما فرض و نیست درس این برنامه ی جزو فشردگ�، قضیه ی اثباتِ
فشردگ� قضیه ی که م� کنیم یادآوری حال این با است. دیده ١ مدلِ نظریه ی درس در را آن از اثبات�
گودل تمامیت و درست� قضیه ی از استفاده روش نخستین کرد. ثابت مختلف� روشهای با م� توان را

٢٩elementary class
٣٠satisfiable

٢٨



جمله ها) از Σ مجموعه ی هر (برای آن بر بنا که قضیه ای یعن� است؛

Σ |= T ⇔ Σ ⊢ T.

یاددشده قضیه ی به بنا ویژه، به
Σ |=⊥⇔ Σ ⊢⊥;

هر گروتنهااگر ا است سازگار Σ طرف� از باشد. مدل دارای گروتنهااگر ا است سازگار Σ دی�ر، بیان به
دارای Σ پس باشد. مدل دارای آن از متناه� بخش هر اگروتنهااگر باشد، سازگار آن از متناه� بخش

باشد. مدل دارای آن از متناه� بخش هر روتنهااگر اگ است مدل
روش، این در است. ٣١ هنکین ساختمانهای از بهره گیری فشردگ�، اثبات برای دی�ر روش
م� شوند. استفاده Σ برای مدل ی� بناکردن برای مستقیماً تمامیت، و درست� قضیه ی اثبات تکنی�های
این در فراضربهاست. از استفاده شد، خواهد پرداخته بدان درس تمرینهای در که سوم، روش

م� شود. حاصل Σ از متناه� بخش� هر برای موجود مدلهای از فراضربی از نظر مورد مدل روش
دی�ر، بیان به ∥L∥؛ := max{ℵ٠, |L|} کنید تعریف L داده شده ی زبان ی� برای

∥L∥ =




|L| |L| ≥ ℵ٠,

ℵ٠ |L|

کمتریامساویِ اندازه ی با مدل� باشد، ارضاپذیر T تئوریِ اگر کاهش�): اس�ولم� (لُوِنهایم ۴٨ قضیه
دارد. ∥L∥

آنگاه باشد، نامتناه� مدل� دارای و ارضاپذیر T تئوریِ اگر افزایش�): اس�ولم� (لُونهایم ۴٩ قضیه
دارد. κ اندازه ی از مدل� κ ≥ ∥L∥ نامتناه�� کاردینالِ هر برای

و لونهایم اس�ولم لمهای از استفاده با باشد. نامتناه� مدل� دارای T تئوریِ کنید فرض :۵٠ تمرین
دارد. κ با برابر دقیقاً اندازه ی با مدل� T آنگاه که دهید نشان فشردگ�،

کاف� و لازم شرط� زیر در است. بسته فراضربها تحتِ باشد، مقدمات� کلاس� اگر که گفتیم
آورده ایم. کلاس ی� بودن مقدمات� برای

:۵١ قضیه
٣١Henkin

٢٩



هم ارزی تحت و فراضربها تحت اگروتنهااگر است مقدمات� ساختارها  ــ L از K کلاس� .١
باشد. بسته مقدمات�

ایزومرفیسم تحت و فراضربها تحت اگروتنهااگر است مقدمات� ساختارها  ــ L از K کلاس� .٢
باشد. بسته

دانشجویان عهده ی بر پروژه عنوان به را آن اثبات که است ٣٢ کیسلر و شلاه از قضیه ای دوم، مورد
وام� نهیم.

تئوریِ یافتن هدفمان باشد؛ بسته مقدمات� هم ارزی و فراضربها تحت K گیریم اول. قسمت اثبات
که طوری به است T

K = MOD(T ).

م� خواهیم: که است همانگونه پایین،  در T تئوریِ که م� کنیم ادعا

T =
∩

i∈I
Th(Mi) = {ϕ|∀M ∈ K M |= ϕ}.

آنگاه باشد، ساختارها ــ L از خانواده ای ⟨Mi⟩i∈I هرگاه که کرد خواهیم ثابت بنابراین، :۵٢ توجه
آنهاست. از فراضربی تئوری با مقدمات� هم ارز آنها اشتراک تئوری

.K ⊆ MOD(T ) و است ارضاپذیر بوضوح T که کنید توجه نخست
I روی F فرافیلترِ و ⟨Mi⟩i∈I خانواده ی که داد خواهیم نشان باشد. T از مدل� N کنید فرض
است، بسته فراضربها و مقدمات� هم ارزی تحت K که آنجا از .N ≡ ∏

F Mi که موجودند چنان
.N ∈ K که شد خواهد نتیجه این از

این غیر (در Mθ |= θ که است موجود چنان Mθ چون مدل� θ ∈ Th(N) گزاره ی هر برای
م� گیریم حال .(¬θ ∈ ∩

i∈I Th(Mi) = T صورت

I = {∆|∆ متناه�⊇ Th(N)}

م� دهیم قرار ∆ ∈ I هر برای و

Σ∆ = {∆′ ∈ I|∆ ⊆ ∆′}.
٣٢Shelah, Kiesler
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چون فرافیلتری در رو این از و دارد ناته� متناه� اشتراک ویژگ� X = {Σ∆|∆ ∈ I} مجموعه ی
م� شود. واقع I روی F

.∏F Mi ≡ N که دهید نشان اثبات، رساندن پایان به برای :۵٣ تمرین

تئوریها برخ� در م� کنیم. مطالعه آنها در صادق فرمولهای از استفاده با را مدلها مدل، نظریه ی در
فرمولهایند. از خاص� نوع با معادل فرمولها همه ی

بدون معادل� آن پیمانه ی به فرمول� هر هرگاه م� خوانیم ٣٣ دارایحذفسور را T تئوریِ :۵۴ تعریف
ψ(x١, . . . , xn) چون سور بدون فرمول� ϕ(x١, . . . , xn) فرمولِ هر برای یعن� باشد؛ داشته سور

که طوری به باشد، موجود

T |= ∀x١, . . . , xn ϕ(x١, . . . , xn) ↔ ψ(x١, . . . , xn).

ثابت ی� حداقل حاوی L زبانِ که است نیاز برگیرد، در نیز را جمله ها بالا تعریف اینکه برای
باشد.

نخست م� آورند. حساب به تئوریها از جبری» «ویژگ� ی� زیر، نظرگاههای از را سور حذف
دست به را ٣۴ چندگوناها از بول� ترکیبی جبری ساختار ی� در سور، بدون فرمول هر که این
ترکیبات یعن� را، جبری چندگوناهای سور، بدون فرمولهای ACF تئوریِ در مثال، برای م� دهد.
م� دهند دست به را {x̄|f١(x̄) = f٢(x̄) = . . . = fn(x̄) = ٠} ش�ل به مجموعه های بول�
شبه جبری مجموعه های سور، بدون فرمولهای RCF در نیز چندجمله ایند. ها fi نمایش این در که
حاصل زیر ش�ل به مجموعه هایی بول� ترکیبات از که مجموعه هایی یعن� م� دهند؛ دست به را ٣۵

برابر یعن� تئوریها این در داشتن سور حذف پس .{x̄|f١(x̄) > ٠, . . . , fn(x̄) > ٠} م� شود:
چندگوناها. بول� ترکیبات با تعریف پذیر مجموعه های بودنِ

،M ⊆ N که طوری به باشند T سورِ حذف دارای تئوریِ ی� از مدل دو M,N اگر که این دوم
با سور بدون فرمولهای درباره ی N و M آنگاه M ⊆ N اگر که م� دانیم (علت: M ≺ N آنگاه
گرفت). نظر در سور بدون م� توان را فرمولها همه ی سور، حذف به بنا حال همنظرند. M در پارامتر

٣٣quantifier elimination
٣۴variety
٣۵semialgebraic
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نخست م� آورند. حساب به تئوریها از جبری» «ویژگ� ی� زیر، نظرگاههای از را سور حذف
دست به را چندگوناها از بول� ترکیبی جبری، ساختار ی� در سور، بدون فرمول هر که این
بول� ترکیبات یعن� را، چندگوناها سور، بدون فرمولهای ACF تئوریِ در مثال، برای م� دهد.
که م� دهند دست به را {x̄|f١(x̄ = f٢(x̄) = . . . = fn(x̄) = ٠} ش�ل به مجموعه های
به را شبه جبری مجموعه های سور، بدون فرمولهای RCF در نیز چندجمله ایند. ها fi بالا نمایش در
م� شود: حاصل زیر ش�ل به مجموعه هایی بول� ترکیبات از که مجموعه هایی یعن� م� دهند؛ دست
بودن برابر یعن� تئوریها این در داشتن سور حذف پس .{x̄|f١(x̄) > ٠, . . . , fn(x̄) > ٠}

جبری. چندگوناهای با تعریف پذیر مجموعه های
،M ⊆ N که طوری به باشند T سورِ حذف دارای تئوریِ ی� از مدل دو M,N اگر طرف� از
با سور بدون فرمولهای درباره ی N و M آنگاه M ⊆ N اگر که م� دانیم (علت: M ≺ N آنگاه

دانست). سور بدون م� توان را فرمولها همه ی سور، حذف به بنا حال همنظرند. M در پارامتر

م�کنند. حذف را سورها RCF و ACF تئوریهای :۵۵ مثال

سورِ بدون معادل دارای ∃x ax٢ + bx + c = ٠ فرمولِ ⟨R,+, ·, ٠, ١,≤⟩ ساختارِ در
بدون معادل یافتن اما کرد، ثابت جبری مقدمات� روشهای با م� توان را این است. b٢ − ۴ac ≥ ٠
استفاده مح�هایی از سور حذف بررس� برای عموماً نیست. سادگ� بدین فرمولها همه ی برای سور
پرداخت. خواهیم برگشت� و رفت سامانه های وجود یعن� آنها از ی�� به درس، تمرینهای در که م� شود

م� خوانند: زیرساختار�کامل گاه� را سور حذف دارای تئوریهای

معادلند: هم با زیر موارد :۵۶ تمرین

م� کند. حذف را سورها T تئوریِ .١

کامل تئوریِ ی� A ⊆ M زیرساختِ هر و M |= T مدلِ هر برای برای Diag(A) ∪ T .٢
است.

یعن� باشد؛ وجودی معادل� دارای آن پیمانه ی به فرمول هر هرگاه م� خوانند مدل کامل را T تئوریِ
موجود ψ(x١, . . . , xn, y١, . . . , ym) چون سور بدون فرمول� ϕ(x١, . . . , xn) فرمولِ هر برای

که طوری به باشد،

T |= ∀x١, . . . , xn ϕ(x١, . . . , xn) ↔ ∃y١, . . . ym ψ(x١, . . . , xn, y١, . . . , ym).

٣٢



نیست. برقرار این عکس ول� م� دهد؛ نتیجه را بودن مدل کامل سور، حذف که) است (واضح

را سورها ول� است مدل کامل L = {+,−, ·, ٠, ١} زبان در RCF که دهید نشان :۵٧ تمرین
نم� کند. حذف

م� شود. مشخص زیر تمرین در «مدل کامل» تسمیه� وجه

معادلند: هم با زیر موارد که دهید نشان :۵٨ تمرین

است. مدل کامل T تئوریِ .١

است. کامل Diag(M) ∪ T تئوریِ M |= T مدلِ هر برای .٢

داریم M,N |= T مدلِ دو هر برای .٣

M ⊆ N ⇔ M ≺ N.

٣٣


