
تئوریها از مثالهایی دوم، جلسه ی ٢

گروهها ٢ . ١

م� دهیم. نشان Tگروه با را آن و م� خوانیم گروهها تئوری ِ  را زیر اصول L١ = {∗} زبانِ در

σ١ : ∀x∀y∀z ((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)) •

σ٢ : ∃e (∀x x ∗ e = e ∗ x = x ∧ ∀x∃y x ∗ y = e) •

داریم نیز باشد. گروه ی� ⟨G, ∗⟩ اگروتنهااگر ⟨G, ∗⟩ |= Tگروه که دید م� توان آسان� به

Tگروه |= ی�تاست.» خنث� «عنصر

Tگروه |= ی�تاست» عنصر هر «وارون

است. ٢١ شبه گروه ی� ⟨G, ∗⟩ از زیرساخت هر ،⟨G, ∗⟩ |= Tگروه هرگاه که کنید بررس� :٢۵ تمرین
٢٢

به G از بودن) Tگروه از مدل� (یعن� گروه بودن ،L١ زبانِ در که کردیم مشاهده بالا تمرین� در
به چقدر زیرساختها داده شده،  تئوریِ ی� در که این درباره ی نم� رسد. ارث به آن زیرساختهای

گفت. خواهیم بیشتر ادامه در شبیهند، خود شامل ساختارهای
و L٢ = {∗, e} زبانهای کرد. اصلبندی نیز مجهزتری زبانهای در م� توان را گروهها
زیر اصل دو اجتماع از را T ٢

گروه تئوریِ م� توان L٢ زبانِ در ب�یرید. نظر در را L٣ = {∗,−١ , e}
کرد. حاصل σ١ اصل� با

.θ١ : ∀x x ∗ e = e ∗ x = x •

.θ٢ : ∀x∃y x ∗ y = y ∗ x = e •

٢۴ است. ٢٣ تکواره ی� T ٢
گروه از مدل ی� از زیرساخت هر کنید بررس� :٢۶ تمرین

٢١semigroup
شرکت پذیر. عمل� ی� همراه به است ساختاری شبه گروه از ٢٢منظور

٢٣monoid
خنث�. عنصر دارای است شبه گروه� ٢۴منظور
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گرفت. نظر در زیر اصل و σ١, θ١ اصولِ اجتماع را T ٣ تئوریِ م� توان نیز L٣ زبانِ در

.θ٣ : ∀x x ∗ x−١ = x−١ ∗ x = e •

گروه) ی� (یعن� T ٣
گروه از مدل� خود� T ٣

گروه از مدل ی� از زیرساخت هر که کنید بررس� :٢٧ تمرین
است.

میدانها و حلقه ها ٢ . ٢

زبانِ در را ⟨R,+, ·,−, ٠, ١⟩ ساختارِ برگزید. مختلف� زبانهای م� توان نیز حلقه ها برای
زیر اصول از هرگاه م� خوانیم حلقه  کوتاه، طور به یا حلقه ها،  تئوریِ از مدل� L١ = {+, ·, ٠, ١}

م� خوانیم). Tحلقه را آنها مجموعه ی (که کند پیروی

⟨R,+, ٠⟩ |= T ٢
گروه ∪ {∀x∀y x+ y = y + x} •

.∀x∀y∀z (x · (y + z) = x · y + x · z) •

به مربوط اصول نقش گرفته نظر در حلقه ها برای را L٢
حلقه = {+,−, ·, ٠, ١} زبانِ :٢٨ تمرین

زبان، این در که کنید بررس� مثال برای کنید. بررس� زیرساختارهاشان و مدلها شناسایی در را {−}
است. صحیح حوزه ای دلخواه، مدلِ ی� از زیرساخت هر

تک اصل� با Tحلقه اجتماع از Tح جابجایی جابجایی، حلقه های تئوری بدین ترتیب
از صحیح، حوزه های برای ،Tح صحیح تئوریِ م� شود؛ حاصل {∀x∀y x · y = y · x}
میدانها، تئوریِ و ،{∀x∀y x · y = ٠ → x = ٠ ∨ y = ٠} تک اصل� با Tح جابجایی اجتماع�

زیر: اصل� با Tح جابجایی اجتماع� از Tمیدان

∀x (x ̸= ٠ → ∃y x · y = y · x = ١).

معین مشخصه ی با میدانهای ٢ . ٢ . ١

از ناهم ارز مقدماتیند مدلهایی ی�شان) و صفر و ضرب و جمع عملهای همراه (به C و Zp میدانِ دو
خیر. دوم� در ول� است برقرار زیر جمله ی اول� در میدانT؛

∀x x+ x+ . . . x� �� �
بار p

= ٠.
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ی� مشخصه ی تعریف، به بنا م� کند. متمایز تفاوت این اساس بر را میدانها میدانها» «مشخصه ی
هرگاه است، p چون اول عددی F میدانِ

∀x x+ x+ . . . x� �� �
بار p

= ٠.

م� توان بدین ترتیب نباشد. موجود p اول عدد چنین هرگاه است صفر F میدانِ مشخصه ی گوییم نیز
کرد. تعیین نیز را آنها مشخصه ی میدانها، تئوری  به جمله هایی افزودن با

بیابید. p اولِ عدد مشخصه ی با نامتناه� میدان� :٢٩ تمرین

مدل تئوری� دانش بعد درسهای در است؛ مدل نظریه ی چشم �اسفندیار نبودن» یا بودن «متناه�
کرده ایم. بسنده زیر تمرین به حال، برای آورد. خواهیم فراهم سخن این تجربه کردنِ برای را کاف�

F اگروتنهااگر ⟨F,+, ·, ٠, ١⟩ |= T که طوری به نوشت، T تئوریِ ی� م� توان آیا :٣٠ تمرین
باشد؟ متناه� مشخصه ی با میدان�

درباره ی اندک� بعد بخش در ب�وییم، میدانها به مربوط تئوریهای درباره ی بیشتر که آن از پیش
اختیاری. آن خواندن و است جبری مفاهیم برخ� یادآور تنها بعد بخش م� کنیم. یادآوری میدانها جبر

میدانها جبر بحث، از انحراف ٢ . ٢ . ٢

آن که آن، زیرمیدانهای همه ی اشتراک آنگاه باشد. p < ∞ مشخصه ی با میدان ی� F کنید فرض
.P ∼= Q آنگاه باشد، صفر F مشخصه ی اگر است. Zp با ایزومرف میدان� م� دهیم، نشان P با را
و p چون اول عددی آنگاه باشد، متناه� میدان� F اگر م� خوانیم. F اولیه ی زیرمیدانِ را P میدانِ
از متش�ل ضربی گروه .char(F ) = p و |F | = pn که طوری به موجودند، n ∈ N چون عددی
از ساده توسیع� F میدانِ چنین نیز است. دوری گروه� F متناه�� میدانِ ی� ناصفر عناصرِ همه ی

.u ∈ F ی� برای F = Zp(u) یعن� است؛ Zp خود، اولیه ی زیرمیدانِ
x هر که ϕ : F → F نگاشتِ r ≥ ٠ هر برای آنگاه باشد، p مشخصه ی با میدان� F اگر
Zp ی� نگاشت این باشد، متناه� F که صورت� در است. مونومرفیسم Zp ی� م� برد، xpr به را

است. اتومرفیسم

زیر) در (تعریف ش�افنده ی میدانِ اگروتنهااگر است عضو pn دارای F متناه�� میدانِ :٣١ گزاره
پیمانه ی به (ی�تا میدان� n ∈ N هر و p اول عدد هر برای باشد. Zp روی xpn − x چندجمله ایِ
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آنگاه باشد، متناه� ب�عد با F از میدان� توسیع ی� K اگر است. موجود pn اندازه ی از ایزومرفیسم)
دوری زیر) در (تعریف AutKF گالوای گروه نیز است. F روی زیر) در (تعریف گالوا و متناه� K

است.

م� خوانیم جبری K روی را u ∈ F عنصرِ باشد. میدان� توسیع ی� K ⊆ F کنید فرض
متعال� K روی را u صورت، این غیر در باشد؛ f ∈ K[x] مانند چندجمله ای ی� از ریشه ای هرگاه
این غیر در و ،K از جبری توسیع� را F باشند، جبری K روی F عناصرِ همه ی اگر م� خوانیم.

م� خوانیم. K از متعال� توسیع� را آن صورت
ایزومرف ،F در K, u توسط تولیدشده میدان ،K(u) آنگاه باشد، جبری K روی u ∈ F اگر

آنگاه باشد جبری K روی u اگر است. گویا توابع� از متش�ل میدان ،K(x) با

.K(u) = k[u] .١

است. n درجه ی دارای فرضاً و u کمینالِ چندجمله ایِ f آن در که K(u) ∼= K[x]/(f) .٢

.[K(u) : K] = n .٣

تولید {١, u, u٢, . . . , un−١} عناصرِ توسط K روی برداری فضای ی� عنوان به K(u) .۴
م� شود.

هرگاه م� خوانیم K از گالوایی توسیع ی� را F میدانِ

K = {x ∈ F |∀f ∈ AutFK f(x) = x}.

م� کنند. حفظ نقطه وار را K که است F از اتومرفیسمهایی همه ی مجموعه ی AutFK از منظور

باشد، K از متناه� بعدِ با گالوایی� توسیع ی� F اگر گالوا): نظریه ی بنیادین (قضیه ی ٣٢ گزاره
است: ی� به ی� تناظری زیر مجموعه ی دو میان آنگاه

.K ⊆ H ⊆ F که H میدانهای همه ی •

.AutFK گروه� زیرگروه های همه ی •

داراست: را زیر ویژگ� های و م� فرستد AutFE به را E میدانِ هر که است نگاشت� یادشده، تناظرِ
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.[H٢ : H١] = [AutFH١ : AutFH٢ ] داریم K ⊆ H١ ⊆ H٢ ⊆ F دومیدانِ هر برای •
.[F : K] با است برابر AutFK گروه مرتبه ی بنابراین

که گالواست وقت� تنها و Kوقت� Hروی ول� Kگالواست؛ ⊆ H ⊆ F میدانِ هر روی F •
.AutHK ∼= AutFK /AutFH داریم صورت این در باشد. AutFK از نرمال زیرگروه� AutFH

صورتِ به بتوان را آن هرگاه ٢۵ م� شود ش�افته F میدانِ روی f ∈ F [x] چندجمله ایِ گوییم
میدانِ F (u١, . . . , un) میدانِ به .ui ∈ F آن در که نوشت u٠(x− u٠)(x− u٢) . . . (x− un)

F١ چون ش�افنده ای میدان f ∈ F [x] هر برای م� گوییم. F میدانِ روی f چندجمله ایِ ش�افنده ی
.[F١ : F ] ≤ n! که طوری به است موجود

باشد داشته ریشه F در f ∈ F [x] جمله ایِ چند هر هرگاه م� خوانیم جبری بسته ی را F میدانِ
بستارِ ی� دارای K میدانِ هر باشد). f ∈ F [x] چندجمله ایهای همه ی ش�افنده ی میدان F (یعن�
است جبری K روی F که است موجود K ⊆ F چون جبری بسته ی میدان� یعن� است؛ جبری

است). K[x] در تحویل ناپذیر چندجمله های همه ی ش�افنده ی میدان F (معادلا�
هم با K میدانِ ی� از جبری بستارِ دو هر .|F | ≤ ℵ٠|K| آنگاه باشد، جبری K روی F اگر

ایزومرفند. ــ K
ش�افنده ی میدانِ ی� در هرگاه خوانیم ٢۶ جدایی پذیر را f ∈ K[x] تحویل ناپذیرِ چندجمله ایِ
جدایی پذیر را u ∈ F −K جبریِ عنصرِ باشند. ساده چندجمله ای، این ریشه های همه ی K روی f
هرگاه خوانیم جدایی پذیر را K از F توسیع� باشد. جدایی پذیر آن کمینال چندجمله ای هرگاه خوانیم

معادلند: هم با زیر موارد باشند. جدایی پذیر K روی آن عناصر همه ی

است. K از گالوا و جبری توسیع� F •

است. K[x] در جداشدن� چندجمله ای های از مجموعه ای ش�افنده ی میدان F •

جداشدن� K روی F و است K[x] در چندجمله ها از مجموعه ی� ش�افنده ی میدان F •
است.

٢۵splits
٢۶separable
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دارد، F در ریشه ای که f ∈ K[x] چندجمله ایِ هر هرگاه م� خوانیم نُرمال را K از F جبریِ توسیع�
از مجموعه ای ش�افنده ی میدان و جبری K روی F هرگاه (معادلا� باشند F در ریشه هایش همه ی

باشد). K[x] در چندجمله ها

مشخصه ی اگر باشد. جدایی پذیر و نرمال اگروتنهااگر گالواست K از F جبری توسیع� :٣٣ گزاره
باشد. نرمال اگروتنهااگر گالواست K روی F آنگاه باشد، صفر F

م� خوانیم K روی E میدان ٢٧ بستارِنرمال را F میدانِ باشد. K از جبری توسیع� E گیریم
شود: برآورده زیر شرایط هرگاه

باشد. نرمال K روی F •

نباشد. نرمال K روی ،E شامل� F از سره زیرمیدانِ هیچ •

باشد. گالوا K روی F باشد، جدایی پذیر K روی E اگر •

باشد. متناه� [E : K] اگروتنهااگر باشد متناه� [F : K] •

اعداد جبریِ بستار هر (و است جبری بسته ی مختلط، اعداد میدانِ جبر): اساس�� (قضیه ی ٣۴ گزاره
است). ایزومرف آن با حقیق�

(این است ∪n∈N Fpn میدانِ Fp میدانِ جبریِ  بستارِ است. جبری بستارِ دارای میدان� هر که گفتیم
است). p مشخصه ی دارای نیز میدان

جبری بسته ی میدانهای ٢ . ٢ . ٣

زیر طرح اصول با Tمیدان اجتماع� از م� دهیم نشان ACF با را آن که جبری، بسته ی میدانهای تئوریِ
م� شود: حاصل

θn : ∀a١ . . . an ∃x xn + a١x
n−١ + . . .+ an = ٠.

با جبری ای بسته ی میدانهای م� توان است، معلوم ٣۴ گزاره ی از پس توضیح� از که همانگونه
بهترِ بیانِ به نیستند. مقدمات� هم ارز لزوماً ACF از مدل دو بنابراین داشت؛ ناصفر مشخصه ی

نیست. ٢٨ کامل ACF
٢٧normal closure
٢٨complete
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هرگاه دی�ر بیان به باشند. مقدمات� هم ارز آن مدلهای همه ی هرگاه م� خوانیم کامل را T تئوریِ
.T |= ¬θ یا T |= θ یا θ جمله ی هر برای و باشد سازگار T

مشخصه ی با و p مشخصه ی با جبری بسته ی میدانهای تئوری ترتیب به ACF٠ و ACFp با
م� دهیم. نشان را صفر

هستند. کامل تئوریهایی ACFp و ACF٠ (تارس��): ٣۵ گزاره

شناسایی ⟨F,+, ·, ٠, ١⟩ ساختارِ در را پارامتر) با و (بدون پارامتر، سور بدون فرمولهای :٣۶ تمرین
کنید.

مدولها ٢ . ٣

هرگاه است، مدول ــ R ی� M گوییم باشد. جابجایی لزوماً نه و ی�دار حلقه ای R گیریم

آبل�، باشد گروه� M .١

که طوری به (r,m) �→ rm ضابطه ی با باشد، موجود R×M → M نگاشت� .٢

.r(m+ n) = rm+ rn (آ)

.(r + s)m = rm+ sm (ب)

.r(sm) = (rs)m (ج)

:٣٧ مثال

است. برداری فضای ی� مدول ــ K هر باشد، میدان ی� K اگر .١

(.(−n)a = −(na) و na = a+ . . .+a هستند: آبل� گروههای همان دقیقاً مدولها ــ Z .٢

هستند. تاب بدون آبل�� گروههای همان دقیقاً مدولها، ــ Q .٣

است). اول عددی p) هستند p مرتبه ی دارای آبل�� گروههای مدولها،  ــ Fp .۴

ساختار ــ Lmod(R) ی� مدول ــ R هر ب�یرید. نظر در را Lmod(R) = {٠,+,−, r}r∈R زبانِ
نم� توان زبان این در که کنید (توجه است شده تعبیر r(x) = rx صورتِ به r تابع� آن، در که است
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م� دهند، مقدمات� کلاس� تش�یل مدولها Rــ یادشده، زبانِ در بست). Rسور در عناصرِ موجود روی
است) خواننده عهده ی بر تئوری این اصول سایر (دریافتن اصول از زیر خانواده ی شامل� اصول� با

{∀x (rs)x = r(s(x))}r,s∈R

کنید. بررس� مدولها زبان در را سور بدون فرمولهای :٣٨ تمرین

مرتب مجموعه های ۴ . ٢

با جزئاًمرتب مجموعه های تئوری م� کنیم. مطالعه Lترتیب = {≤} زبانِ در را مرتب مجموعه های
م� شود: اصلبندی زیر اصول

.∀x x ≤ x •

.∀xy (x ≤ y ∧ y ≤ x → x = y) •

.∀xyz (x ≤ y ∧ y ≤ z → z ≤ z) •

است: ترتیب بودن «خط�» بیان زیر، اصل

.∀x∀y x ≤ y ∨ y ≤ x •

است: ترتیب بودن چ�ال بیانگر زیر اصل

.∀xy (x < y → ∃z x < z < y) •

کنید. اصل بندی را انتها و ابتدا بدون گسسته خط� مرتب مجموعه های تئوریِ :٣٩ تمرین

خط� مرتب گروههای ۵ . ٢

م� شود: حاصل گروهها تئوری اصول به زیر اصل دو افزدون از خط� مرتب گروههای تئوری

.∀xyz (x+ y < x+ z → y < z) •

٢٢



.∀xyz (y + x < z + x → y < z) •

م� توان مشابه طور به هستند. تاب بدون خط�، مرتب گروههای که کرد ثابت م� توان تئوری این در
دارند. صفر مشخصه ی میدانها این که م� شود نتیجه آن از که نوشت را مرتب میدانهای تئوری

حقیق� بسته ی میدانهای جبرِ بحث، از انحراف ۶ . ٢

برای نوشت. مربعات از مجموع� صورت به نتوان را −١ آن در هرگاه م� خوانند حقیق� Kرا میدانِ
حقیق� Rمیدان� اگر است. ترتیب پذیر حقیق�، میدان هر نیز، است. حقیق� مرتب، میدان هر مثال،
که باشد نداشته سره ای جبری  توسیع  هیچ (یعن� شود غیرحقیق� سره اش جبری توسیع هر که باشد
اساس� قضیه ی به (بنا حقیق� اعداد میدان م� گوییم. حقیق� بسته ی میدان ی� R به باشد) حقیق�
بسته ی تا حقیق�، اعداد میدان فاصله ی تنها م� دانیم، که طور همان است. میدان� چنین ی� جبر)

است. برقرار حقیق� بسته ی میدانهای همه ی برای همین، است.
√
−١ شدن، جبری

باشد جبری بسته ی میدان ی� R(i) اگروتنهااگر است حقیق� بسته ی ،R حقیق�� میدانِ :۴٠ گزاره
است). جبر اساس� قضیه ی از نتیجه ای واقع در گفته (این

K ⊆ R چون میدان� باشد، Kحقیق� اگر یعن� است؛  حقیق� دارایی�بستار حقیق� میدان هر
است. حقیق� بسته ی خود� و K از جبری توسیع� R که است موجود چنان

ی�تاست. ترتیبی دارای حقیق� بسته ی میدان هر

باشد؛ داشته میان� مقدار ویژگ�� اگروتنهااگر است حقیق� بسته ی حقیق�، میدانِ ی� :۴١ گزاره
بازه ی در نقطه ای در منف�، مقداری a < b در و دارد مثبت مقداری b در که p چندجمله ایِ هر یعن�

شود. صفر (a, b)

م� کند. ارائه میدان ی� بودن حقیق� بسته ی برای دی�ری مح� نیز زیر گزاره ی

مجذور، دارای a,−a از ی�� a ∈ R هر برای اگروتنهااگر است حقیق� Rبسته ی میدان :۴٢ گزاره
باشد. ریشه دارای فرد درجه ی از جمله ای چند هر و

حقیق� بسته ی میدانهای ٢ . ٧

مربعات از مجموع� −١ آنها در که هستند میدانهایی تعریف بنا حقیق�، بسته ی میدانهای گفتیم
صورت به نم� توان را گفته این است. مربعات از مجموع� −١ جبریشان، توسیع هر در ول� نیست

٢٣



که کردیم عرضه میدانها این برای معادل� تعاریف قبل بخش در حال، این با نوشت. اول مرتبه ی
اولند. مرتبه ی زبان در بیان قابل

م� شود حاصل زیر اصول با مرتب میدانهای تئوری اجتماع� از حقیق�، بسته ی میدانهای تئوری
است). طرح اصل سوم، (مورد

.∀x (x > ٠ → ∃y y٢ = x) •

.∀xy x٢ + y٢ = ٠ → x = y = ٠ •

σn : ∀α١ . . .αn ∀a < b (an + α١a
n−١ + . . . + αn > ٠ ∧ bn + •

α١b
n−١ + . . .+ αn < ٠ → ∃a < x < b xn + α١x

n−١ + . . .+ αn = ٠)

م� دهیم. نمایش RCF با را یادشده تئوری

است. تصمیمپذیر رو این از و سور حذف دارای و کامل RCF (تارس��): ۴٣ گزاره

مدل نظریه ی در حساب بحث، از انحراف ٢ . ٨

كه حيث اين از هستند، كامل تئوریهای مثالها اين از برخ� ديده ايم. تئوریها از مثال چند اينجا تا
تئوری يك آوردن درست به است. استنتاج قابل آنها اصول از شده داده جمله ی هر نادرست� يا درست�
تئوری يك Th(m = {phi|M |= ϕ} تئوریِ M ساختارِ L ــ هر براي نيست. دشوار چندان كامل

م� خوانیم. M ساختار كامل تئوری را آن كه است كامل
مطلوب همواره ساختار يك كامل تئوریِ براي مناسب اصلبندی يك وجود حال اين با
ساختار كامل تئوری با است معادل كه ACF تئوریِ كه ديديم مثال براي است. نظريه مدل دان
يك است مم�ن آيا كه است اين سوال است. محاسبه پذير كامل بندی ِ اصل يك دارای مختلط اعداد
دو كه باشد جامع آنقدر بايد اصلبندی اين نوشت. رياضيات دنیای كل براي مناسب كامل تئوری
ساده ی اصل چند كه همانگونه درست دربرب�يرد؛ را حساب و هندسه يعن� رياضيات متفاوت روي

است. م�ف� هندسه اين براي اقليدس� هندسه ی
ریاضیات براي اصول از دستگاه� ارائه ی ام�ان به قائل رياضيدان مهمترين بتوان شايد هيلبرترا
سؤال هيچ كه بود كرده تأکید ١٩٣٠ سال در کونی�سبرگ در تاريخيش سخنران� در او دانست.
اصول از كامل دستگاه� دارای رياضيات زودي به و ماند نخواهند باق� ریاضیات در بي پاسخ�
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معادل گفته اين بودن درست شود. نتيجه اصول آن از جمله ای هر نادرست� یا درست� كه شد خواهد
كند. توليد را رياضيات همه ی خود و گيرد دست به را را اوليه اصول� كه است رايانه ای ساخت ام�ان
ناتماميت قضيه ی از را رياضيدانان سایر گودل فراهمايی، همان در بعد،  چندی گويا و سال همان در
ب�يريم نظر در حساب برای كه مناسبي اصلبندی هر براي گودل قضيه ی به بنا بود. كرده گاه آ خود
اثباتهای نوع از گودل، اثبات م� شود. رد آن کم� با نه و اثبات اصلبندی این از نه كه هست جمله ای

راسل. يا دروغگو تناقضات به مشابه ایده های با اثبات� يعن� بود؛ خود بازگشت
اثبات قابل تناقض از رياضيات نبودن يا بودن عاری كه م� شود نتيجه گودل تماميت قضيه از
رياضيات مبان� براي کارآمدی دستگاه عنوان به امروز كه فرانكل ــ زرملو اصول واقع در نيست.
بسياري كار موضوع امروزه باشد! متناقض كه است سازگار صورت� در تنها شود م� گرفته نظر در
اثباتپذيری بررس� و فرانكل ــ زرملو اصول با رياض� معروف قضيه هاي سازگاري بررس� منطقدانان

است. اصول از دستگاه اين در آنها اثباتپذيری عدم يا
زير در كه م� شود گرفته نظر در پئانو اصول فرانکل،  ــ زرملو اصول ادامه ی در و حساب،  برای
ترجمه بورباك�» «تجاهل مقاله ی مطالعه ی به را علاقه مند خواننده ي داده ايم. توضیح� آن درباره ي

م� كنيم. ترغيب دوم نويسنده ی

حساب تئوری ٢ . ٩

به (موسوم زیر اصول مجموعه ی s(x) = x + ١ آن در که ⟨N, s,+,×, ٠, ١,≤⟩ ساختارِ برای
م� گیریم. نظر در را پئانو) اصول

∀x x+ ٠ = x •

.∀xy(x+ s(y) = s(x+ y) •

.∀x (x× ١ = x) •

.∀xy (x× s(y) = s× y + x) •

.∀x (x < s(x) ∧ ¬∃y x < y < s(x) •

م� شود: نوشته زیر صورت به که Iϕ(x, ȳ) اصل� ϕ(x, ȳ) فرمولِ هر برای •

∀ȳ ϕ(٠, ȳ) ∧ ∀x(ϕ(x, ȳ) → ϕ(s(x), ȳ) → ∀xϕ(x, ȳ).
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این گفتیم، قبل بخش در که همانگونه آورد. شمار به حساب مقدمات� بخش م� توان را پئانو اصول
کرده ارائه گفته بر گودل که اثبات� بر علاوه ندارند. را حساب همه ی گنجاندن خود در قابلیت اصول
(قضیه ی نم� شوند نتیجه اصول این از ول� صادقند طبیع� اعداد در که است شده پیدا جملات� است،
ریشه  ی n > ٢ برای xn + yn = zn معادله ی که فرما آخر قضیه ی نیز ببینید). را هرینگتون پاریس
هنوز پئانو، اصول از آن نشدن یا شدن نتیجه ول� است، درست طبیع� اعداد در ندارد، غیربدیه�

دارد. زیادی فاصله ی اول مرتبه ی منطق از فرما، قضیه ی اثبات واقع در است. باز سوال�

گرافها ٢ . ١٠

است. زیر اصول شامل Lگراف = {R} زبانِ در گرافها تئوری

.∀x ¬R(x, x) •

.∀xy (R(x, y) → R(y, x)) •

م� شود. خوانده «تصادف�» کند، پیروی نیز زیر اصل از فوق، اصول بر علاوه که گراف�

∀x١ . . . xn ∀y١ . . . yn(
∧

i,j∈{١,...,n}
xi ̸= yi → ∃x (

∧

i=١,...,n
R(x, xi)∧

∧

j=١,...,n
¬R(x, yi))

صفروی� قاعده ی و تصادف� گرافهای بحث، از انحراف ٢ . ١١

شد. خواهد تکمیل بعداً

متری� فضاهای ٢ . ١٢

نقش� است قرار که م� گیریم، نظر در زبان در Rr(x, y) محمولِ ی� r ∈ Q ∩ [٠, ١] هر برای
م� گیریم. نظر در کراندار متر با متری� فضاهای برای را زیر اصول کند. ایفا را d(x, y) ≤ r

.∀xy Rr(x, y) ↔ Rr(y, x) •

.∀xy(R٠(x, y) ↔ x = y) •

.∀xy(R١(x, y) •
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.∀xyz (Rr(x, y) ∧Rs(y, z) → Rr∔s(x, z)) •

.r ∔ s = min{١, r + s} آن، در که

مقادیر با متری� فضای ی� عنوان به م� توان را بالا تئوری از مدل هر که دهید نشان :۴۴ تمرین
.(d(x, y) = inf{s|Rs(x, y)} کنید (تعریف گرفت نظر در [٠, ١] بازه ی در واقع متریِ
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