
ششم و بیست جلسه ی ١۴ . ٢

ثابت را قضیه این جلسه این در آمد. فراهم مرل از زیر قضیه ی اثبات برای مقدمات همه ی سرانجام
م کنیم.

باشد. جازم به طورناشمارا شمارای کامل تئوریِ ی T که کنیم فرض مرل): (قضیه ی ٢٣۴ قضیه
است. جازم ،κ ≥ ℵ١ کاردینالِ هر در T آنگاه

م شود: نتیجه آسان به زیر لم از بالا قضیه ی

تمام که کنیم فرض ناشمارا. کاردینال κ و باشد ωپایدار تئوریِ ی T که کنیم فرض :٢٣۵ لم
دارای مدلهای همه ی λناشمارای کاردینال هر برای آنگاه باشند. اشباع T از κاندازه ی دارای مدلهای

اشباعند. T از λ اندازه ی

ناشمارا، کاردینالِ ی در T اگر که کرده ایم ثابت قبلا بالا. لم نتیجه ی عنوان به مرل قضیه ی اثبات
ناشمارای کاردینال هر برای اشباعند. κ اندازه ی با آن مدلهای) (همه ی مدلِ تنها آنگاه باشد،  جازم
سامانه های کم (با رو این از اشباعند. ،λ اندازه ی از T مدلهای تمام بالا، لم به بنا نیز λ دلخواه
است. λجازم یادشده، تئوری یعن ایزومرفند؛ هم با T از λ اندازه ی با مدلهای همه ی رفت وبرگشت)

بنابراین نباشد. اشباع که ،λ اندازه ی دارای باشد داشته M چون مدل T که کنید فرض لم. اثباتِ
ثابت قبلا نم شود. برآورده M در p که موجودند چنان p(x) ∈ S١(A) و |A| < λ با A ⊆ M

است. Mموجود در A روی I = (ai)i∈ω چون بازنشناختن دنباله ی که کرده ایم
بود، ایزوله (اگر نیست ایزوله A ∪ I روی p(x) ویژه به نم شود، برآورده M در p که آنجا از
که طوری به نیست، Mموجود با سازگار ϕ(x) ∈ LA∪I چون فرمول هیچ بنابراین م شد). برآورده
با که ϕ(x) ∈ LA∪I فرمولِِ هر برای پس .M |= ϕ(x) → θ(x) باشیم داشته θ(x) ∈ p هر برای
.M |= ∃x (ϕ(x)∧¬θ(x)) که است موجود چنان θ(x) ∈ p چون فرمول باشد، Mسازگار

شماراست. A مجموعه ی که کرد فرض م توان کلیت از شدن کاسته بدون :٢٣۶ ادعای

مجموعه ی صورت، این در باشد. شمارا A٠ ⊆ A که کنیم فرض بالا، ادعای توجیه برای
باشد، سازگار M با که ϕ(x) ∈ LA٠∪I فرمولِ هر برای که است موجود چنان A١ ⊇ A٠ شمارای
ترتیب بدین .M |= ∃x (ϕ(x)∧¬θ(x)) و θ(x) ∈ LA١ که شود یافت θ(x) ∈ p(x) فرمولِ
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فرمول ϕ ∈ LAn∪I فرمولِ هر برای که یافت چنان را A٠ ⊆ A١ ⊆ . . . مجموعه های م توان
دهیم قرار م توانیم .M |= ∃x (ϕ(x) ∧ ¬θ(x)) که طوری به شود یافت θ ∈ LAn+١ چون
این به متعلق θ فرمول هر برای صورت این در بیریم. نظر در را p′ = p|A′ تایپِ و A′ =

∪
n An

.M |= ∃x (ϕ(x) ∧ ¬θ(x)) که طوری به است موجود ϕ مانند LA′∪I در فرمول تایپ،
I ′ = (bi)i∈κ مانند A روی بازنشناختن دنباله ی آن در Nو ≻ M چون مدل فشردگ، به بنا
به بنا سوئ، از .bi١ . . . bin ≡A a١ . . . an داریم i١ < . . . < in هر برای که موجودند چنان

است. ساخته شدن A ∪ I ′ روی که ′Mاست چون مقدمات زیرمدل Nدارای گذشته، قضایای
توسط آن در p تایپِ پس است)؛ κ اندازه اش (چون است اشباع مدل M′ قضیه، فرض طبق
tp(c/A ∪ I ′) است، ساخته شدن A ∪ I ′ ′Mروی که جا آن از م شود. برآورده c چون عنصری
پس کند. ایزوله را آن ψ(x, bi١ , . . . , bin , ā) ∈ tp(c/A ∪ I ′) فرمولِ کنیم فرض است؛ ایزوله

داریم θ(x) ∈ p(x) فرمولِ هر برای

N |= ψ(x, bi١ , . . . , bin , ā) → θ(x).

پس
∀x(ψ(x) → θ(x)) ∈ tp(bi١ , . . . , bin/A) = tp(a١, . . . , an/A).

تناقض. M؛ |= ψ(x, a١, . . . , an, ā) → θ(x) داریم θ(x) ∈ p(x) هر برای پس

داشته مدل ول باشند اشباع κ اندازه ی از مدلهای همه ی کنیم فرض اثبات. خلاصه ی
اگر است. موجود I بازنشناختن دنباله ی ی مدل این در نباشد. اشباع که λ اندازه ی از باشیم

نیست. ایزوله AI روی نشود، برآورده M در که باشد تایپی p
اندازه اش که داریم I با همتایپ I ′ مانند دنباله ای M از مقدمات توسیع ی در طرف از
توسط مدل این در p تایپِ م گیریم. نظر در ساخته شدن مدل A و دنباله این روی است. κ
همتایپ A روی I دنباله ی با I ′ دنباله ی که آنجا بنابراین،از م شود؛ ایزوله LA∪I′ در فرمول

قبل. بند انتهای با تناقض م شود؛ ایزوله نیز LA∪I در فرمول توسط تایپ این است،
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