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آنگاه آن. از شده داده Aزیرمجموعه ای ⊆ N و باشد T از دلخواه Nمدل فرضکنید :٢١٨ قضیه
است. ساخته شدن A روی که است A Mشامل مقدمات زیرمدل ی Nدارای

آورده ایم: تمرین عنوان به را ساده لم قضیه، اثبات از پیش

ساخته شدن A Mروی آنگاه Mباشد. از زیرمجموعه ای A Mو |= T کنید فرض :٢١٩ تمرین
توسط که است M از زیرساختاری ⟨A⟩ از منظور باشد. ساخته شدن ⟨A⟩ روی اگروتنهااگر است

است. شده تولید A

در نم ماند. باق اثبات برای چیزی باشد، زیرساختِ مقدمات ی جهانِ خود A اگر قضیه. اثبات
ϕ(x) چون فرمول زیرساختها) بودن تشخیصمقدمات (برای تارس محِ به بنا صورت، این غیر

که طوری به است موجود A در پارامتر با

N |= ∃x ϕ(x) و ∀a ∈ A N |= ¬ϕ(a). (∗)

(RM, deg) مقادیرِ میان در (RMϕ, deg ϕ) = (α, d) که باشد چنان بالا در ϕ فرمولِ فرضکنید
باشد. مین موم قاموس، ترتیب با م کنند، صدق (∗) در که فرمولهایی در

م کند. ایزوله کامل تایپِ ی ،Th(N, a)a∈A تئوریِ در یعن است؛ کامل ϕ فرمولِ :٢٢٠ ادعای

شود. نتیجه ϕ از ϕ با سازگار فرمولِ هر که است این معادل ϕ فرمولِ بودنِ کامل که کنید توجه
آنگاه Th(N, a)a∈A |= ∃x ϕ(x) ∧ ψ(x) باشیم داشته اگر ψ(x) فرمولِ هر برای دیر بیان به

.Th(N, a)a∈A |= ∀x (ϕ(x) → ψ(x))

که طوری به است موجود چنان A در پارامتر با ψ(x) فرمولِ آنگاه نباشد، کامل ϕ فرمولِ اگر
پس .Th(N, a)a∈A |= ∃x (ϕ(x) ∧ ψ(x)) و Th(N, a)a∈A |= ∃x (ϕ(x) ∧ ¬ψ(x))
که آنجا از اما deg(ϕ؛ ∧ ψ) = deg(ϕ ∧ ¬ψ) = d و RM(ϕ ∧ ψ) = RM(ϕ ∧ ¬ψ) = α

است. deg ϕ = d ناقض این صادقند، (∗) در دو هر ϕ ∧ ¬ψ و ϕ ∧ ψ

که باشد چنان b٠ ∈ M کنید فرض است، کامل A روی ϕ(x) فرمولِ ادعا، به بنا که حال
نظر در را b٠ و A توسط شده تولید زیرساخت حال است. ایزوله tp(b٠/A) آنگاه .N |= ϕ(b٠)

که یافت چنان را b١ ∈ M م توان مشابه طور به نباشد، مقدمات زیرساخت، این اگر م گیریم.
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روند این است، خود از مقدمات زیرساخت واضح، طور Nبه که آنجا از باشد. ایزوله tp(b١/Ab٠)
م پذیرد). پایان A شامل و مقدمات زیرساخت دادن دست به (با سرانجام

تئوریِ از است اول مدل آنگاه باشد، ساخته شدن A روی M اگر که گفتیم :٢٢١ توجه
.∥L∥+ |A| با است برابر حداکثر آن اندازه ی بنابراین .Th(M, a)a∈A

دنباله ای م توان κاشباع مدلِ ی در که کرده ایم ثابت تمرین) و درس کلاس (در قبلا
از مدل، در دنباله گرفتن قرار و م آمد رمزی از بودنْ بازنشناختن کرد. پیدا κ اندازه ی با بازنشناختن
کاملا و کامل شمارا، (که ما مفروض تئوریِ برای که داده ایم نشان زیر در م شد. نتیجه بودن اشباع

یافت. بازنشناختن دنباله ای م توان ناشمارا مدل هر در است)، متعال

که است این (RM, deg)(p) = (α, d) از منظورمان p کامل تایپِ برای :٢٢٢ نمادگذاری
است برابر مرل درجه ی کمینه ی RM(ϕ) = α که ϕ ∈ p فرمولهای میان در و RM(p) = α

.d با

طوری به Mباشد از نامتناه زیرمجموعه ای A و T از باشد ناشمارا Mمدل گیریم :٢٢٣ قضیه
است. A روی (ai)i∈ω بازنشناختن دنباله ی ی Mحاوی آنگاه .|A| < |M | که

دارای M در x = x فرمولِ که است واضح .|A| = λ < κ و |M | = κ گیریم اثبات.
ناته جواب، λ از بیش دارای فرمولهای از متشل A مجموعه ی پس است. جواب λ از بیش
دارای ،A در موجود فرمولهای میان در که بیرید نظر در چنان را ϕ(x, b̄) ∈ LM فرمولِ است.
که م کنیم فرض A به b̄ پارامترهای افزودن با باشد. (RM, deg) = (α, d) قاموس کمینه مقدارِ

.ϕ(x, b̄) ∈ LA

و |= ϕ(a٠, b̄) که است موجود چنان a٠ ∈ M چون عنصری :٢٢۴ ادعای
A روی کامل تایپی به م توان را ϕ فرمولِ دیر، بیان به .(RM, deg) tp(a٠/A) = (α, d)

قرار a٠ تایپِ در ψ(x) فرمولِ بهتر، بیان به باز باشد. داشته را ϕ مرتبه ی و درجه همان که گستراند
.(RM, deg)ψ ∧ ϕ = (α, d) اگروتنهااگر م گیرد

باشیم داشته |= ϕ(a, b̄) که a ∈ M هر برای یعن باشد، صورت این غیرِ که کنیم فرض
بزرگتری ،ϕ ∈ tp(a/A) که آنجا از که کنید (توجه .(RM, deg)(tp(a/A)) < (α, d)

است موجود چنان ψa(x) ∈ tp(a/A) فرمولِ a ∈ ϕ(M, b̄) هر برای پس دهد). رخ نم تواند
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طور این (اگر ψa ⊆ ϕ که م کنیم فرض کلیت از شدن کاسته بی  .(RM, deg)ψa < (α, d) که
م گیریم). نظر در را ψ′

a = ψa ∧ ϕ فرمولهای نبود
همه ی که جا آن از پس است. ℵ٠ + |A| = |A| با برابر حداکثر ها ψa تعدادِ که کنید توجه
دیر، بیان به است. λ از بیش اندازه ی دارای آنها از ی حداقل پس هستند، ϕ زیرمجموعه ی آنها
این که ،(RM, degψ) < (α, d) و است جواب λ از بیش دارای که یافته ایم چنان را ψ فرمولِ

است. ϕ انتخابِ نحوه ی ناقض
.(RM, deg)(tp(a٠/A)) = (α, d) که باشد گونه ای به a٠ ∈ M که کنید فرض پس

که م یابیم چنان را a١ ∈ M بالا، استدلال همان با حال
در که م شود حاصل (ai)i∈ω دنباله ی بدینسان .(RM, deg)(tp(a١/Aa٠)) = (α, d)

.(RM, deg)(tp(an+١/Aa٠ . . . an)) = (α, d) آن
داد خواهیم نشان ادعا، اثبات برای است. بازنشناختن بالا، در (ai) دنباله ی که م کنیم ادعا
ثابت n = ٠ برای را حم نخست .a٠ . . . an ≡ ai٠ . . . ain داریم i٠ < . . . < in هر برای که
.ai, a٠ ∈ ϕ(M) که کنید توجه .ai ≡ a٠ داریم i هر برای که م دهیم نشان یعن م کنیم؛
آنگاه ¬ψ ∈ tp(a٠/A) و ψ ∈ tp(ai/A) که طوری به باشد موجود ψ چون فرمول اگر
روش به بنا ψ ∈ tp(ai/a٠ . . . ai−١) که آنجا از طرف از .(RM, deg)ϕ ∧ ¬ψ = (α, d)

(RM, deg)ϕ = (α, d) ناقض دو این .(RM, deg)ϕ ∧ ψ = (α, d) داریم دنباله  ساخت
هستند.

بیریم نتیجه آن از م خواهیم .a٠ . . . an ≡ ai٠ . . . ain باشیم داشته که م کنیم فرض حال
داریم .a٠ . . . anan+١ ≡ ai٠ . . . ainain+١ که

ψ(x, a٠, . . . , an) ∈ tp(an+١/Aa٠ . . . an) ⇔ (RM, deg)(ψ(x, a٠, . . . , an) ∧ ϕ) = (α, d).

ψ(x, ai٠ , . . . , ain) ∈ tp(ain+١/Aai٠ . . . ain) ⇔ (RM, deg)(ψ(x, ai٠ , . . . , ain) ∧ ϕ) = (α, d).

که م شود نتیجه a٠ . . . an ≡ ai٠ . . . ain از طرف از

(RM, deg)(ψ(x, a٠, . . . , an) ∧ ϕ) = (RM, deg)(ψ(x, ai٠ , . . . , ain) ∧ ϕ) = (α, d)

م دهد. نتیجه را حم این و
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کردیم. استفاده مرل دنباله های از کنیم، اشاره نامشان به آنکه بی بالا اثبات در :٢٢۵ توجه
این در .an |⌣A

a٠, . . . , an−١ آن در که است (ai)i∈ω چون بازنشناختن دنباله ای منظور 
توسیع بودن آزاد از استقلال این عموماً  باشد. استقلال از درک هر م تواند |⌣ نمادگذاری،
tp(a/Ab) هرگاه a |⌣A

b م نویسیم عموماً یعن م شود؛ حاصل مناسب تعبیری در تایپها
.tp(a/A) از باشد «آزاد» توسیع

گفته ایم کردیم: استفاده گسترشها در مرل درجه ی و مرتبه  تغییر عدم تعبیر از بالا اثبات در
دنباله ای تعبیر، این در .(RM, deg)(tp(a/Ab) = (RM, deg) tp(a/A) هرگاه a |⌣A

b

آمده اند. زیر در دقیقتر تعاریف بود. مرل ساختیم، اثبات در که
دنباله ایAبازنشناختن هرگاه مجموعه یAبخشم شود روی که گوییم را ϕ(x, b) فرمولِ
یادشده فرمول م گوییم باشد. ناسازگار {ϕ(x, bi)}i∈ω و b٠ = b که شود یافت (bi)i∈ω چون
کامل، تایپ ی دهد. نتیجه را شونده بخش فرمولهای از فصل هرگاه م شود منشعب A روی
منشعب مجموعه آن روی آن از فرمول هرگاه م شود، منشعب مجموعه ی روی تعریف به بنا

شود.

tp(a/A)؛ از باشد غیرانشعابی توسیع tp(a/Ab) هرگاه a |⌣A
b تعریفکنید :٢٢۶ تمرین

تئوری ی (در که دهید نشان نشود. منشعب A روی tp(a/Ab) هرگاه دیر بیان به
.RM(tp(a/Aa) = RM(tp(a/A)) اگروتنهااگر a |⌣A

b داریم کاملا متعال)

n ∈ هر برای بعلاوه و باشد بازنشناختن هرگاه بخوانید مرل را (ai)i∈ω دنباله ی :٢٢٧ تمرین
ساخته  زیر روش با که آنهاییند دقیقاً  مرل دنباله های که دهید نشان .an |⌣ a<n باشیم داشته ω
(ai)i∈ω دنباله ی هر .a |⌣∅M که م کنیم پیدا p = tp(a/M) جهان تایپ ی م شوند:

است. مرل دنباله ی ی ،an |= p|a<n آن در که

نشان (تنها است. مرل شد،  ساخته بالا قضیه ی اثبات در که دنباله ای دهید نشان :٢٢٨ تمرین
است). بازنشناختن یادشده دنباله ی که دهید

تئوریهای در مرل دنباله های درباره ی بحث آموختال: کلاس به مربوط :٢٢٩ تمرین
بسیارکمینال.
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