
بیست وی�م جلسه ی ٢ . ٨

را گفته این عکس� اثبات است. متعال� کاملا� پایدار، ω تئوریِ هر که کردیم ثابت پیش جلسه ی در
م� کنیم: یادآوری را زیر قضیه ی آن از پیش بودیم. کرده  وعده جلسه این برای

آنگاه باشد، جدائ� پذیر کامل� متری� فضای ی� (X, d) اگر بندی�سون): (کانتور ٢٠۴ یادآوری
و هستند) حدی آن عناصرِ همه ی (یعن� است تام بسته ی زیرفضای ی� A آن در که X = A ∪ B

اگر ویژه به م� خوانیم.). X فضای پراکنده ی نقاط� مجموعه ی را B) شمارا. بازِ زیرفضای ی� B
.A ̸= ∅ باشد، ناشمارا X

بندی�سون  ــ کانتور مرتبه ی با معادل م�رل�، مرتبه ی مناسب، تعبیری با که دهید نشان :٢٠۵ تمرین
م� افتند. شمارا بازِ قسمت در نقاط همه ی باشد، پایدار ω نظر تئوریِ مورد اگر ویژه به است.

باشد. ωپایدار اگروتنهااگر است متعال� کاملا� T تئوریِ اصل�): (قضیه ی ٢٠۶ قضیه

که طوری به دارد،  M |= T چون شمارا مدل� نباشد پایدار ω ،T تئوری اگر اثبات.
برای کانتوربندیس�ون قضیه ی تام� بسته ی زیرمجموعه ی A که کنیم فرض .|Sn(M)| = ٢ℵ٠

که ب�یرید نظر در چنان را [θ(x̄, m̄)] پایه ایِ باز .p(x̄) ∈ A گیریم باشد. Sn(M)

چون تایپی است، نامتناه� رو این از و ناته�،  A ∩ [θ(x̄, m̄)] که آنجا از .p(x̄) ∈ [θ(x̄, m̄)]

یعن� باشد؛ p١, p جداکننده ی فرمولهای از ψ که کنید فرض است. موجود آن در p١(x̄) ̸= p(x̄)

که م� کنیم توجه م� دهیم. قرار θ فرمولِ زیرِ گ�رِه� در را θ ∧ ψ فرمولِ .ψ ∈ p,¬ψ ∈ p١ مثلا�
فرض است. p٢ ̸= p١ شامل� رو ازاین و نامتناه�، [θ∧¬ψ]∩A مشابه، دلیل� به .p١ ∈ [θ∧¬ψ]
پس .¬ψ٢ ∈ p٢ و ψ٢ ∈ p١ که م� کنیم فرض باشد؛ p١, p٢ جداکننده ی فرمول ψ١ که م� کنیم
θ ∧ ¬ψ ∧ ψ٢ فرمولِ بالا مشابه  .p٢ ∈ [θ ∧ ¬ψ ∧ ¬ψ٢] ∩ A و p١ ∈ [θ ∧ ¬ψ ∧ ψ٢] داریم
ادامه p٣ ∈ [θ ∧ ¬ψ ∧ ¬ψ٢] ∩A و p٣ ̸= p٢ یافتن� را کار همین و م� دهیم قرار θ زیرِ گره در را
را درخت گره  هر طرف� از م� رسیم. ١ ارتفاع با ول� انشعابی ω درخت� به روند این در م� دهیم.
درخت ی� تئوریمان در یعن� زد. آن زیر به انشعاب ω بدینسان و داد قرار بالا فراروند در م� توان

نیست. متعال� کاملا� ما تئوریِ دی�ر بیان به داریم؛ انشعابی ω نامتناه��
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دوم و بیست جلسه ی ٢ . ٩

نامتناه� نم� توان ϕ(x̄, ā)) داخل� در آنگاه RM(ϕ(x̄, ā)) = α وقت� دانسته ایم، که طور همان
مرتبه ی با مجزای فرمولهای تعداد دی�ر، بیان به کرد. پیدا α با برابر م�رل� مرتبه ی با مجزای فرمولِ

است. متناه� م� دهند نتیجه را ϕ(x̄, ā)) کدامشان هر که α با برابر مر�ل��

به n ∈ N هر برای بشود است مم�ن آیا باشد، α با برابر فرمول� م�رل� مرتبه  ی اگر :٢٠٧ سوال
دهد؟ نتیجه را ϕ ی� هر که یافت α با برابر مرل� مرتبه ی با مجزا فرمولِ n تعدادِ

آنگاه RM(ϕ(x̄, ā)) = α هرگاه است؛ منف� بالا سوال پاسخ که کرد خواهیم ثابت ادامه در
آن داخل� در ϕ نتیجه دهنده ی مجزای فرمولهای تعداد که است موجود چنان d ∈ ω چون عددی
با را آن و نامید خواهیم ϕ(x̄, ā) فرمول ١۵ م�رل�� درجه ی را عدد این است. d با برابر حداکثر

داد. خواهیم نشان deg(ϕ(x̄, ā))
م� آغازیم. مجموعه ای نظریه ی لم ی� با را بحث

م� شود. یافت نامتناه� مسیری به طور متناه� شاخه زننده نامتناه�� درختِ هر در (کونی�): ٢٠٨ لم

موجود چنان d ∈ ω طبیع�� عدد RM(ϕ(x̄, ā)) = α با ϕ(x̄, ā) فرمولِ برای :٢٠٩ قضیه
مر�ل� مرتبه ی با دوبه دومجزای فرمولِ d حداکثر از اجتماع� صورت به م� توان را ϕ(x̄, ā) که است
و RM(ψi) = α که موجودند چنان ψ١, . . . ,ψd فرمولهای دی�ر، بیان به نوشت. α با برابر
طوری به شوند یافت α با برابر م�رل� مرتبه ی با ψ′

i چون دی�ری فرمولهای اگر و ϕ =
∨

i=١,...,d ψi

.k ≤ d آنگاه ϕ =
∨

i=١,...,k ψ
′
i که

اگر نیز م� خوانیم. ١۶ تحویل ناپذیر را ϕ(x̄, ā) فرمولِ d = ١ بالا در اگرچنانکه :٢١٠ تعریف
م� خوانیم. ١٧ بسیار کمینال را deg ϕ(x̄, ā) فرمولِ آنگاه RM(ϕ(x̄, ā)) = deg ϕ(x̄, ā) = ١

اعداد، نظریه ی از زیر قضایای به را خواننده «کاهش ناپذیر» تسمیه  ی وجه توجیه برای :٢١١ توجه
م� دهیم: توجه جبری هندسه ی و جبر

١۵Morley degree
١۶irreducible
١٧strongly minimal
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:٢١٢ گزاره

نوشت. اول اعداد از متناه� حاصلضربی صورت به م� توان را طبیع� عدد هر .١

مستقیم جمع� از ایزومرفی�) (تصویری صورت به م� توان را تولیدشده متناهیاً آبل� گروه هر .٢
نوشت. اولیه گروه های از

اولیه ایده آلهای از متناه� اشتراک� صورت به م� توان نوتری، حلقه ی ی� در را ایده آل هر .٣
نوشت.

تحویل ناپذیر چندگوناهای از متناه� احتماع� صورت به م� توان را جبری مجموعه ی هر .۴
نوشت.

با سره ای فرمول هیچ ϕ داخل� اگر .RM(ϕ(x̄, ā)) = α که کنید فرض .٢٠٩ قضیه ی اثبات
α با برابر م�رل� مرتبه ی با ψ فرمولِ ی� تنها اگر هیچ؛ که نشود، یافت α با مساوی م�رل�� مرتبه ی
برای افرازی ψ١,ψ٢ که م� کنیم فرض وگرنه م� دهیم؛ قرار ϕ از زیرشاخه ای در را همان شود، یافت
پردازش همین حال .ψ١ ∩ ψ٢ = ∅ که طوری به و α با برابر م�رل� مرتبه ی با باشد فرمول دو به ϕ
یادشده درخت اگر برسیم. شاخه زننده متناهیاً درخت� به تا م� دهیم انجام ها ψi از ی� هر برای را
مرل� مرتبه ی با تعریف پذیر مجموعه های از را زیر زنجیر م� توان ک�نی� لم بر بنا آنگاه باشد، نامتناه�

یافت: α با برابر
ϕ ⊋ ϕ١ ⊋ ϕ٢ ⊋ . . .

داریم i هر برای بالا زنجیر در که (چرا؟) کرد فرض م� توان

RM(ϕi − ϕi+١) = α.

α با برابر م�رل� مرتبه ی ناقض این که م� شود پدیدار ϕ داخل� در {ϕi−ϕi+١} نامتناه�� گردایه ی پس
زیرمجموعه های بر شاخه زدن با درخت سازی روند RM(ϕ) = α با ϕ فرمولِ هر برای پس است.

م� رسد. پایان به مرحله متناه� از پس α با برابر م�رل�� مرتبه ی با دوبه دومجزای سره ی
فرمولهای از {ψi}i=١,...,k متناه�� گردایه ی به ϕ برای روند این پیمایش از پس که کنید فرض

که کنید توجه باشیم. رسیده شاخه هر انتهایی گره های بر نشسته

.RM(ψi) = α .١
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.ψi ∩ ψj = ∅ داریم i ̸= j برای .٢

.∨k
i=١ ψi = ϕ .٣

دست به α م�رل�� مرتبه ی دارای تحویل ناپذیرِ فرمولهای به ϕ برای تجزیه ای یادشده فرمولهای پس
به بتوان را ϕ اگر باشد. ϕ =

∨
i=١,...,d ϕi(x̄, d̄i) صورت به تجزیه این کنیم فرض م� دهند.

آنگاه نوشت. α با برابر مرل� مرتبه ی با فرمول k اجتماع� صورت به دی�ری گونه ی
∨

i=١,...,d
ϕi(x̄, d̄i) =

∨

i=١,...,k
ψi(x̄, ēi)

از ی� به ی� نگاشت� زیر، ادعای کم� با کار، این برای .k ≤ d که کنیم ثابت م� خواهیم
م� کنیم. پیدا {١, . . . , d} به {١, . . . , k}

ب�یرید. نظر در زیر صورت به را ≃ رابطه ی α م�رل�� مرتبه ی با فرمولهای روی α ∈ Ord برای

ϕ(x̄, ā) ≃ ψ(x̄, b̄) ⇔ RM(ϕ∆θ) < α.

.ϕ∆θ = (ϕ ∧ ¬θ) ∨ (θ ∧ ¬ϕ) آن در که
طرف� از نیز و ،RM(ϕ ∨ θ) = max(RM(ϕ ∧ θ),RM(ϕ∆θ)) که کنید توجه
آنگاه RM(ϕ∆θ)) < α اگرچنانکه پس .RM(ϕ ∨ θ) = max(RM(ϕ),RM(θ))

هم بر تقریباً ϕ, θ فرمولِ دو صورت این در تعبیری، به RM(ϕ؛ ∨ θ) = RM(ϕ ∧ θ) = α

منطبقند.

که است موجود چنان ١ ≤ j ≤ d ی�تای عدد ١ ≤ i ≤ k هر برای :٢١٣ ادعای

ψi(x̄, d̄i) ≃ ϕj(x̄, ēi).

اثبات را آن وجود ادامه در است. واضح تابع� چنین بودن ی� به ی� و ی�انگ� وجود، صورت در
کرده ایم.

بنابراین .ψi ⊆
∨

i=١,...,d ϕi داریم

ψi ∧ ϕ =
∨

j=١,...,d
(ψi ∧ ϕj)

رو این از و α = RM(ψi) = max١≤j≤d(RM(ψi ∧ ϕj)) پس مجزاست. بالا، اجتماع که
.RM(ψi ∧ ϕj) = α که است موجود چنان ١ ≤ j ≤ d
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زیرا RM(ϕj − ψi) < α؛ داریم است، تحویل ناپذیر ϕj فرمولِ که آنجا از
م� شود. ϕjنقض تجویل ناپذیریِ RM(ϕj−ψi)آنگاه = α اگر ϕjو = (ϕj ∩ ψi) ∪ (ϕj − ψi)

.ψi ≃ ϕj یعن� RM(ψi∆ϕj)؛ < α نتیجه در .RM(ψi − ϕj) < α مشابه، طور به
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