
بیستم جلسه ی ٢ . ٧

فرمول م�رل�� مرتبه ی شدنِ  بی نهایت موجب انشعابی، ω درختِ ی� وجود که دیدیم قبل جلسه ی در
م� شود. درخت) در نشسته فرمولهای همه ی بدینسان (و گره بالاترین در نشسته

را تعریف م� خواهیم ادامه در کرده ایم. تعریف خاص مدلِ ی� در را م�رل� مرتبه ی اینجا، تا
کار این برای کامل) تئوریِ (در عموماً شود. برطرف مدلها به آن وابستگ� که دهیم گسترش طوری

دارد: وجود رهیافت دو
ویژگ� این که کنیم ثابت و کنیم تعریف خاص مدلِ ی� در را نظر مورد ویژگ� اول. روی�رد
مجموعه ای کامل، تایپ از منظور که گفتیم قبلا� مثلا� م� شود. حفظ مقدمات� توسیعهای تحت
با باشد، سازگار M تئوریِ با p اگر سازگارند. M مدلِ ی� تئوری با که فرمولهاست از بیشینال

است. سازگار نیز آن از مقدمات� توسیع هر تئوریِ
که کنیم فرض گرفته نظر در مطالعه تحت تئوری از را بزرگ بسیار مدل ی� دوم. روی�رد
کنیم. تعریف مدل آن در را نظر مورد ویژگ� سپس م� نشیند. آن در مقدمات� طور به مدلها همه ی
شده ثابت آموختال کلاس در م� خوانیم، هیولا مدل یا ١۴ سترگ مدل را آن که مدل�، چنین وجود

است.
پیچیدگ� های از جلوگیری برای را آن سپس و دهیم، ادامه اول روی�رد با را بحث فعلا� ب�ذارید

ب�یریم. پی سترگ مدل ی� در مصنوع�،
کردیم: حل آموختال کلاس در را زیر تمرین

آنگاه ā ≡ b̄ هرگاه که دهید نشان باشد. ωاشباع مدل� M که کنید فرض :١٩۶ تمرین
.RMM(x̄, ā) = RMM(x̄, b̄)

هر و N ≻ M مقدمات�� توسیع� هر برای آنگاه باشد، ωاشباع مدل� M |= T اگر :١٩٧ گزاره
داریم ā ∈ M با ϕ(x̄, ā) فرمولِ

RMM(ϕ(x̄, ā)) = RMN(ϕ(x̄, ā)).

.RMM(ϕ(x̄, ā)) = ∞ آنگاه RMN(ϕ(x̄, ā)) = ∞ اگر ويژه به
١۴monster model
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توسیع) بودن مقدمات� به (بنا که داد نشان م� توان آسان� به اثبات.

RMM(ϕ(x̄, ā)) ≤ RMN(ϕ(x̄, ā)).

پرداخته ایم. بالا نامساوی عکس اثبات به ادامه در
.RMM(ϕ(x̄, ā)) ≥ α آنگاه RMN(ϕ(x̄, ā)) ≥ α هرگاه که بدانیم که کنید فرض
فرمولهای پس .RMN(ϕ(x̄, ā)) ≥ α + ١ گیریم کنیم. ثابت α + ١ برای را همین م� خواهیم
نیز و N |= ∀x̄ (ψi(x̄, b̄i) → ϕ(x̄, ā)) و b̄i ∈ N که موجودند چنان {ψi(x̄, b̄i)}i∈ω
دنباله ی بودن، اشباع کم�ِ به ندارند. اشتراک� هم با N در i ̸= j برای ψj(x̄, b̄j) و ψi(x̄, b̄i)

n ∈ ω هر برای که م� سازیم گونه ای به M اعضای از را (b̄′i)i∈ω

b̄′٠ . . . b̄
′
n ≡a b̄٠ . . . b̄n. (∗)

ضامن ψi(x̄, b̄
′
i) فرمولهای که م� شود نتیجه گزاره) این از پیش تمرین� کم� با (و (∗) معادله ی از

.RMM(ϕ(x̄, ā) ≥ α + ١ که اینند

مرتبه ی n ∈ N هر برای M |= T اشباع� مدلِ ی� در اگروتنهااگر است متعال� کاملا� T تئوریِ
نباشد): (بینهایت باشد اردینال Mn م�رل��

معادلند: هم با زیر موارد :١٩٨ نتیجه

است. متعال� کاملا� T تئوریِ .١

داریم ā ∈ M پارامترِ با ϕ(x̄, ā) فرمولِ هر و M ωاشباع� مدلِ هر برای .٢
بی نهایت) نه و (اردینال� م�رل� مرتبه ی دارای فرمول هر یعن� ,RMM(ϕ(x̄؛ ā)) ∈ Ord

است.

ā ∈ M پارامترِ با ϕ(x̄, ā) فرمولِ هر برای که است موجود چنان M مانند ωاشباع مدل� .٣
.RMM(ϕ(x̄, ā)) ∈ Ord باشیم داشته

داریم n ∈ ω هر برای که طوری به است موجود M مانندِ ωاشباع مدل� .۴
مرتبه ی دارای x١ = x١ ∧ . . . ∧ xn = xn فرمولِ دی�ر بیان به RMM(Mn)؛ ∈ Ord

است. م�رل�
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لحاظ را x = x تک متغیره ی فرمولِ م�رل�� مرتبه ی است کاف� آخر مورد در واقع در :١٩٩ توجه
نیست. برنامه مان در فعلا� گفته این اثبات کنیم.

فرمول� و N |= T چون مدل� حال، عین در و باشد برقرار ۴ که کنید فرض .١ به ۴ گزاره. اثبات
مورد اشباع� ω مدلِ در که م� دانیم .RMN(x̄, ā) = ∞ که باشند موجود چنان ϕ(x̄, ā) چون
ادغام ویژگ� به بنا است. بی نهایت از کمتر فرمولها همه ی مرل� مرتبه  ی م� نامیم، M را آن که ،۴
را مدل این م� نشینند. آن در مقدمات� طور به M,N دوی هر که است موجود Q چون مدل�
RMQ(ϕ(x̄, ā)) = که م� گیریم نتیجه RMN(ϕ(x̄, ā)) = ∞ از م� کنیم. فرض اشباع ω نیز
پس .a′ ≡ a که است موجود a′ چون عنصری آن در است، اشباع ω مدل� M که آنجا از .∞

است ωاشباع مدل� M که آنجا از .RMQ((ϕ(x̄, ā′)) = RMQ(ϕ(x̄, ā)) = ∞

RMM((ϕ(x̄, ā′)) = RMQ(ϕ(x̄, ā′)) = ∞;

است. تناقض در ۴ با این که (x̄ = x̄ ⊇ ϕ(x̄, ā) بوضوح (زیرا RMM(x̄ = x̄) = پس∞

م� توان کلاسها و مجموعه ها برای مناسب نظریه ی ی� در که کردیم ثابت آموختال کلاس در
در Mα مدلِ هر در تایپها همه ی که طوری به ساخت، مدلها از (Mα)α∈Ord چون مقدمات� زنجیری
و مجموعه ای) نه (و کلاس� اندازه ی با است مدل� M =

∪
Mi مدلِ شوند. برآورده Mα+١ مدل

م� نشینند. مقدمات� صورت به آن در T مجموعه ایِ مدلهای همه  ی نیز .κ کاردینالِ هر برای اشباع κ
از م� خوانند. T تئوریِ مدلِ هیولای یا سترگ، مدلِ را آن و ی�تاست ایزومرفیسم پیمانه ی به مدل، این
زیرمجموعه یا مقدمات� زیرمدل� منظور شود، عنصری یا مجموعه مدل، از صحبت وقت� پس این
مرتبه ی برای جا هر نیز داده ایم. Mنشان با پس این از مدل این است. سترگ مدل آن از عنصری یا و
گونه همان است. سترگ مدل همان نظر مورد مدلِ باشد، نشده اشاره محیط مدلِ به تایپ یا م�رل�
حفظ مقدمات� توسیع های تحت که ویژگ� ای هر یعن� مقدمات�، ویژگ� های کنترل برای گفتیم، که

است. راحتتر سترگ مدل در کار م� شود،
داده ایم. گسترش تایپها به را مرل� تعریفِ مرتبه ی زیر در

م� کنیم تعریف p(x̄) ∈ Sn(A) تایپِ و A مجموعه ی برای م�رل�): (مرتبه ی ٢٠٠ تعریف

RM(p(x̄)) = min(RM(ϕ(x̄, ā))|ϕ(x̄, ā) ∈ p)
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p(x̄) = اگر .RM(p(x̄)) ∈ Ord داریم p(x̄) تایپِ هر برای باشد، متعال� کاملا� T اگر
پس .RM(ā/A) م� نویسیم گاه� RM(p(x̄)) جای به tp(ā/A)

RM(ā/A) = min(RM(ϕ(x̄, b̄)|M |= ϕ(ā, b̄), b̄ ∈ A).

Aو ⊆ B مجموعه های برای م� دهد. دست به استقلال از مفهوم� مرل�، مرتبه ی :٢٠١ توجه
متعال�، کاملا� تئوریهای در .RM(ā/A) = RM(ā/B) هرگاه a |⌣A

B م� نویسیم a عنصرِ
دارد: را استقلال رابطه ی ی� از انتظار مورد خوش رفتاری های استقلال این

آنگاه A ⊆ B ⊆ C اگر تعدی و همنوایی
(
ā |⌣

A

B ∧ ā |⌣
B

C

)
⇔ ā |⌣

A

C.

اتومرفیسمها تحت ناوردایی

ā |⌣
A

B ⇔ f(ā) |⌣
f(A)

f(B) ∀f ∈ Aut(M).

تقارن
ā |⌣

A

b̄ ⇔ b̄ |⌣
A

ā.

چنان A′ ⊆ A چون متناه� زیرمجموعه ای ā عنصرِ و A مجموعه ی هر برای تناه� ویژگ�
.ā |⌣A′ A که است موجود

باشند: برقرار زیر شرایط اگر استقلال ویژگ�

a |⌣
A

a′, b |⌣
A

b′, a′ |⌣
A

b′

a ≡A b

که است موجود چنان c عنصرِ آنگاه

c |⌣
A

a′b′, c ≡Ma′ a, c ≡Mb′ b.
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:٢٠٢ مشاهدات

برای ,RM(ϕ(x̄آنگاه ā)) = α باشیم داشته T تئوری اگر که کردیم ثابت تمرین، کلاس در .١
یعن� RM(θ)؛ = β و ⊢ θ → ϕ که است موجود چنان θ(x̄, b̄) چون فرمول� β < α هر

م� کند. اتخاذ پیوسته صورت به را مقادیر مرل�، مرتبه ی

باشد، متعال� کاملا� T تئوریِ اگر است. برقرار x̄ = x̄ فرمولِ برای بالاخص بالا، گفته ی .٢
صورت این در .RM(x̄ = x̄)) = RM(Mn) = α کنیم فرض .RM(x̄ = x̄) < ∞

است. موجود β با برابر مرل�� مرتبه ی با فرمول� β < α هر برای

است؛ بسته tp(ā) به RM(ϕ(x̄, ā)) که گفته ایم قبلا� .RM(ϕ(x̄, ā)) < α کنیم فرض .٣
مقادیرِ تعدادِ بنابراین .RM(ϕ(x̄, ā)) = RM(ϕ(x̄, b̄)) آنگاه tp(b̄) = tp(ā) اگر یعن�
با برابر یعن� است؛ متغیره n تایپهای تعداد با برابر حداکثر RM(ϕ(x̄, ā)) برای متصو�ر

است. ٢ℵ٠ با برابر حداکثر مقادیر این تعداد پس .|Sn(T )|

م�  آمیزیم: هم به را بالا گفته های .۴

|{RM(ϕ(x̄, ā))|ā ∈ M}| ≤ ٢ℵ٠ ٣ به بنا

|{RM(ϕ(x̄, ā))|ā ∈ M}| = α ١و٢ به بنا

.α < (٢ℵ٠)+ بنابراین .|α| < ٢ℵ٠ پس

.α١ < ℵ١ م� داشتیم بود، پایدار ω نظر مورد تئوریِ اگر .۵

(٢ℵ٠)+ از حتماً نباشد، بی نهایت فرمول، ی� مرل� مرتبه ی اگر ωپایدار تئوریِ ی� در پس .۶
است. کمتر

م� سازد: آماده زیر قضیه ی اثبات برای را ما بالا مشاهده ی

است. متعال� کاملا� پایدار، ω تئوریِ هر :٢٠٣ قضیه

بالا مشاهدات در .RM(x̄ = x̄) = ∞ باشیم داشته پایدار ω تئوریِ ی� در کنیم فرض اثبات.
که آنجا از است. کمتر (٢ℵ٠)+ از حتماً نباشد، بی نهایت فرمول، ی� مرل� مرتبه ی اگر که گفتیم
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مرتبه ی که باشند موجود باید {ψi}i∈ω مجزای دو به دو فرمولهای RM(x̄ = x̄) ≥ (٢ℵ٠)+ + ١
دو است. بی نهایت نیز فرمولها این از ی� هر مرل� مرتبه ی پس است. (٢ℵ٠)+ حداقل ی� هر مرل�
RM(ψ٠) = ∞ که آنجا از م� دهیم. قرار x̄ = x̄ زیرِ در درخت� در را، ψ٠,ψ١ مثلا� اینچنین، فرمولِ
م� توان بدینسان و بردارد؛ در را آنها ψ٠ که م� شوند یافت ψ٠٠,ψ٠١ مجزای فرمولِ دو مشابه، طور به
وجود بی نهایت. م�رل�� مرتبه ی با و افق�، طبقه ی هر در مجزا دو به دو فرمولهای از رسید درخت� به

م� شود. بودن پایدار ω نقض� و تایپها تعداد افزایش موجب درخت�، چنین

x̄ = x̄

ψ٠

��❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧
ψ١

��❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘

ψ٠٠

��⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤
ψ٠١

��❇❇❇❇❇❇❇❇

ψ١٠

��⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤
ψ١١

��❇❇❇❇❇❇❇❇

م� کنیم. ثابت را بالا قضیه ی عکس بعد جلسه ی در
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