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یده چ

« «مرل توسط ثابت شده جازمیت»، «قضیه ی اثبات ، درس دوره ی این در نهایی هدف

است. جازم ،κ ناشمارای کاردینالِ هر در الف ی جازم، تئوریِ هر قضیه، این به بنا است.

با آن، از κ اندازه ی با مدلهای همه ی هرگاه م خوانند، جازم κ کاردینالِ در را T تئوریِ

حذف مانند منطق، در جبری ویژگ های برخ مطالعه ی با را درس باشند. ریخت ی ر دی ی

فراضربها مانند ، مدل نظریه ی ساختمانهای به ادامه در م آغازیم. بودن مدل کامل و سور

پرداختن از پس را مرل قضیه ی نهایت در و پرداخت، خواهیم سودومتناه ساختارهای و

تئوریهای و ، مرل مرتبه ی پایدار، تئوری های مانند آن، مدل نظریه ی پیشنیازهای همه ی به

خواهیم موهومیات»  «حذف به درس از ری دی بخش در کرد. خواهیم اثبات بسیارکمینه،

حذفند. قابل  موهومیات جبری، بسته ی میدانهای تئوری در که کرد خواهیم ثابت و پرداخت

مدل نظریه ی با مقدمات آشنایی و ، ریاض منطق درس بودن گذرانده درس، این پیشنیازهای

نیز را زیر منابع کرد، خواهند تهیه درس برای دستیار و مدرس که جزوه ای بر علاوه  هستند.

م کنیم. پیشنهاد دانشجویان به

• A Course in Model Theory, Katrin Tent, Martin Ziegler, Cam-

bridge University Press.

• Model Theory: An Introduction, David Marker, Springer Science

and Business Media.
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• Model Theory, Chen Chung Chang, H. Jerome Keisler, Dover

Books on Mathematics
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مقدمات ١

با است ریاضیات ساختارهای مطالعه ی ، ریاض منطق از شاخه ای عنوان به ١ مدل نظریه ی از هدف

ساختارهای درستند. ساختارها آن در که فرمولهایی بررس با و ٢ صوری منطق و زبان از بهره گیری

، ترکیبیات گاه حلقه ها، و میدانها مدولها، برداری، گروهها، فضاهای همچون جبریند، گاه ریاضیات

زبان انتخاب ساختارها، این از نوع هر مطالعه ی . متری فضاهای مانند آنالیزی گاه و گرافها،  مانند

انتخاب به نیاز علاوه به کرد. اصلبندی را ساختارها این ویژگ های بتوان آن در که م طلبد مناسب

باشد. داشته را نیاز مورد مفاهیم حمل قابلیت که است زبان به وابسته و مناسب منطق

کلاسی رهیافت را اول که دارد، وجود کل رهیافت دو ریاضیات با مدل نظریه ی برخورد در

عموماً آنالیز و جبر از برآمده ساختارهای بسیاری مطالعه ی نامید. م توان نوین رهیافت را دوم و

واکاویده ایم: بیشتر را ایندو زیر در است. بوده نخست رهیافت موضوع

زبان گرفته نظر در ریاضیات در را اهمیت حائزِ و معروف ساختارهای رهیافت، این در اول. رهیافت

دارای که را ساختارهایی م کنیم. اصل بندی زبان این در را آنها و انتخاب آنها مطالعه ی برای مناسبی

رام اصطلاحاً کند، توجیه را آنها آنالیزی یا جبری خوشرفتاری که باشند مناسبی کامل اصلبندی های

بسته ی میدانهای کامل تئوری  از مدل عنوان به مختلط، اعداد میدان نمونه، برای ۴ م خوانند. ٣

میدانهای کامل تئوری از مدل عنوان به ، حقیق اعداد میدان و م گیرد قرار مطالعه مورد جبری

از را جبریشان خوشرفتاریهای و اصلبندی تارس بار نخستین را ساختار ایندو . حقیق بسته ی

بوده تئوریها این برای سور حذف اثبات ، تارس روش است. کرده توجیه مدل نظریه ی دیدگاه

است.

میدانهای در تارس نتیجه ی درباره ی ردی، روی چنین طعم وبوی با خواننده بیشتر کردن آشنا برای

حقیق بسته ی میدانهای تئوری ، تارس قضیه ی به بنا م دهیم. کوتاه توضیح حقیق بسته ی

آشنای مصداق ی دارد. سور بدون معادل تئوری دراین را فرمول هر یعن م کند؛ حذف را سورها
١model theory
٢formal logic
٣tame

در است. کرده استفاده ریاض ساختارهای به اطلاق برای رام اصطلاح از که باشد کس نخستین گروتندی ۴شاید

رام مختلف وجوه درباره ی دوم، نویسنده ی دکتری پایان نامه ی در یا ون دن دریز، نوشته ی رام» «توپولوژی کتاب مقدمه ی

است. شده داده توضیح ساختارها نبودن یا بودن

٣



است: آمده زیر در گفته، این

∃x ax٢ + bx+ c = ٠↔ b٢ − ۴ac > ٠.

م کنند. تعریف را شبه جبری مجموعه های دقیقاً ، حقیق بسته ی میدانهای در سور بدون فرمولهای

قضیه ی جبری بیان رو، این از است. جبر در تصویرگیری معادل منطق، در وجودی سور طرف از

است: زیر قضیه ی ، تارس

شبه جبری. است مجموعه ای خود شبه جبری، مجموعه ی ی تصویر هر :١ گزاره

رام ساختارهای عنوان تحت اول رهیافت با حقیق و مختلط جبری هندسه ی در مفاهیم بسیاری

شده اند. مطالعه

سع و آغاز مطلوب، ویژگیهای دارای مدل نظریه ی تئوری ی از رهیافت، این در دوم. رهیافت

رده بندی در را تئوری این خودِ اه جای تا م کوشیم نیز م کنیم. تئوری این مدلهای ۵ رسته بندی بر

م دهیم. قرار مطالعه مورد تئوریها ۶ مدل نظریه ی

است. رسته بندی نوع از قضیه ای شد، خواهد پرداخته بدان درس دوره ی این در که ، مرل قضیه ی

هر در آنگاه باشد، جازم ــ ℵ١ تئوریِ ی L شمارایِ زبانِ در T تئوریِ اگر :( مرل (قضیه ی ٢ گزاره

است. جازم نیز κ ناشمارایِ کاردینالِ

شده داده بسط شلاه توسط که است مدل نظریه ی در ٧ پایداری نظریه ی سرآغاز بالا قضیه ی

کار حاصل نیز آن که است انجامیده ٨ رده بندی نظریه ی به نیز پایداری نظریه ی بسط ادامه ی است.

م دهیم: ارجاع زیر تارنمای به رده بندی این با بیشتر آشنایی برای را خواننده است. ٩ شلاه

http://forkinganddividing.com/
۵categoricity
۶classification
٧stability
٨classification theory
٩Shelah, Shahron, Hebrew University of Jerusalem
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تئوریها مدل نظریه ی رده بندی :١ ل ش
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زبان ٢

ل Lمتش چون است مجموعه ای اول مرتبه ی ١٠ صوریِ زبان ی از منظور صوری): (زبان ٣ تعریف

م شوند. لحاظ زبان چنین در همواره نیز زیر اطلاعات .F,R,C هم از جدا مجموعه ی سه از

f ∈ F تابع نماد هر برای و م شود نامیده زبان تابع نمادهای مجموعه ی F مجموعه ی .١

م شود. گرفته نظر در f تابع نماد متغیرهای تعداد نام به nf طبیع عدد ی

محمول نماد هر برای و م شود نامیده زبان محمول نمادهای مجموعه ی R مجموعه ی .٢

م شود. گرفته نظر در R محمول نماد متغیرهای تعداد نام به nR طبیع عدد ی R ∈ R

م شود. نامیده ثوابت مجموعه ی C مجموعه ی .٣

.L = ∅ ، ته زبانِ .١ :۴ مثال

.R = C = ∅ ،F = {(f, ٢), (g, ٣)} .٢

.L١
گروه = {∗, e} .٣

.L٢
گروه = {∗, e,−١ } .۴

.Lمیدان = Lحلقه{+,×, ٠, ١} .۵

ترتیبL؛ = {≤} و F = C = ∅,R = {(R, ٢)} از ل متش Lگراف مانند محمول زبانهای .۶

زبانند. ی واقع در ایندو که کنید توجه

.Lحلقه های مرتب = {+,×, ٠, ١,≤} مانند ترکیبی زبانهای .٧

انتخاب این ول است؛ مختار زبانْ انتخاب در نظریه مدل دان ، ریاضیات ساختارِ ی با مواجهه در

را مطالعه مورد ساختار ریاض اطلاعات گنجایش یادشده زبان که دانست معقول م توان زمان را

ساختار ترکیبات یا آنالیز هندسه، جبر،  با م شود، اصلبندی زبان این در که تئوری ای نیز و باشد، داشته

باشد. همسو نظر مورد
١٠formal language
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یا ساختار، ــ L ی از منظور باشد. صوری زبان L = F ∪R ∪C گیریم (ساختار): ۵ تعریف

شود. حاصل زیر موارد گردهم آمدن از که M چون است چندتایی ای ١١ تعبیر، ــ L ی

ساخت دامنه ی یا ساخت جهانِ یا ١٢ سخن عالم بدان که M مانندِ ناته مجموعه ی ی .١

م شود. گفته

M ساختارِ در f تابع تعبیر بدان که ،fM : Mnf → M چون تابع f ∈ F هر ازای به .٢

م شود. گفته

ساختار در یادشده رابطه ی تعبیرِ را آن که RM ⊆ MnR چون رابطه ای R ∈ R هر ازاء به .٣

،RM : MnR → {٠, ١} چون تابع ،R رابطه ی هر برای ر، دی بیان (به م خوانیم. M

م خوانیم). یادشده رابطه ی مشخصه ی تابع  را آن که

م گوییم. M ساختارِ در c ثابتِ تعبیر بدانْ که cM ∈M چون عنصری c ∈ C هر ازاء به .۴

است: زیر صورت به عموماً بالا اطلاعات نمایش

M = ⟨M, {fM}f∈F, {RM}R∈R, {cM}c∈C⟩.

R به M از که متری تابع ، متری فضاهای در که شود ابهام این دچار خواننده است ن مم

مطالعه ی برای که است این پاسخ باشد. داشته مصداق نم تواند بالا تعریف در م شود، تعریف

فعلا بدانها پرداختن از که م شود، استفاده ١٣ چندبخش ساختارهای و زبانها از فضایی، چنین

هر تعبیر نم گنجد، دوره  این چارچوب در نیز آن که پیوسته، منطق در نیز ١۴ م کنیم. خودداری

.RM :MnR → [٠, ١] چون است تابع R رابطه ی

:۶ مثال

.L = {∗, e} زبان در R = ⟨R,×, ١⟩ یا Z = ⟨Z,+, ٠⟩ ساختارهای .١

L = {(R, ٢)} زبانِ در R = ⟨R,≤⟩ ساختارِ .٢

١١L-structure, L-interpretation
١٢universe
١٣many-sorted

کند. عرضه کلاس به فراگرفته دستیار کم با را آنها م کنیم پیشنهاد علاقه مند دانشجوی به ١۴

٧



.RZ = {(x, y, z)|x ≤ y ≤ z} که آنجا ،L = {(R, ٣)} زبانِ Zدر = ⟨Z, RZ⟩ ساختارِ .٣

ِ ی به ی تابع زبان. این در ساختار دو M,N و باشد صوری زبان L گیریم (نشاندن): ٧ تعریف

هرگاه م خوانیم ١۵ نشاندن ــ L ی را e :M → N

.e(cM) = cN باشیم داشته c ∈ C هر برای .١

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M هر و f ∈ F موضع n تابع نماد هر برای .٢

e(fM(a١, . . . , an)) = fN(e(a١), . . . , e(an)).

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M هر و R ∈ R موضع n محمول نمادِ  هر برای .٣

⟨a١, . . . , an⟩ ∈ RM ⇔ ⟨e(a١), . . . , e(an)⟩ ∈ RN.

M ⊆ N با را آن و Nم خوانیم، ساختارِ از ١۶ زیرساخت ی Mرا ساختارِ (زیرساخت): ٨ تعریف

باشد. نشاندن ــ L ی ،i :M → N شمول، تابع ثانیاً و M ⊆ N اولا هرگاه م دهیم، نمایش

،fN|Mn = fM داریم موضع) n (با f ∈ F هر برای آنگاه ،M ⊆ N هرگاه که است معلوم

.RN ∩Mn = RM داریم R ∈ R هر برای و

:٩ مثال

است. ⟨R,≤⟩ از زیرساختاری ⟨Q,≤⟩ ساختارِ .١

نگاشت .٢

e : ⟨R,+, ·⟩ → ⟨R+,×, ١⟩

است. نشاندن ی e(x) = ex ضابطه ی با
١۵L-embedding
١۶L-substructure
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نحو ٣

م گیریم. نظر در زیر اول مرتبه ی منطق نمادهای همراه به را L اولِ مرتبه  ی زبانِ هر ،١٧ نحو در

.L مجموعه ی در موجود نمادهای .١

م دهیم. نشان ≈ با را آن که تساوی، نام به دوموضع متمایزِ نماد ی .٢

م دهیم. نشان var با را آن که متغیرها، مجموعه ی .٣

شامل ، منطق ادوات .۴

.∧,∨,←,↔,¬ گزاره ای: یا بول ادوات •

.∀,∃ سورها، •

م جوییم. بهره ابهام رفع برای صرفاً آنها از که (, ) بسته، و باز پرانتزهای .۵

م خوانیم. ١٨ ترمها مجموعه یLــ شود، حاصل زیر موارد از که را مجموعه ای (ترمها): ١٠ تعریف

هستند. ترمها ــ L جزوِ متغیرها و ثوابت .١

f(t١, . . . , tn) آنگاه Lباشند،  زبان در ترمهایی t١, . . . , tn و nموضع تابع نماد ی f هرگاه .٢

است. ترم ــ L نیز

م شوند. حاصل ٢ و ١ موارد از تنها ترمها ــ L .٣

م شوند. تعریف زیر طریق به L زبانِ در فرمولها (فرمولها): ١١ تعریف

هستند: زیر صورت دو از ی یه ( اتمی (یا بسیط فرمولهای ــ L .١

t١, . . . , tn و موضع n است رابطه ای R آن در که R(t١, . . . , tn) چون عبارات (آ)

هستند. L زبانِ در ترم هایی

هستند. ترم t١, t٢ آن در که t١ ≈ t٢ چون عبارت (ب)
١٧syntax
١٨term

٩



و ،ϕ١,↔ ϕ٢ ،ϕ١ → ϕ٢ ،ϕ١ ∨ ϕ٢ ،ϕ١ ∧ ϕ٢ آنگاه باشند، فرمول  ــ L دو ϕ٢ و ϕ١ اگر .٢

فرمولند. ــ L نیز (¬ϕ١)

فرمولند. ــ L نیز ∃xϕ و ∀xϕ آنگاه متغیر، ی x و باشد فرمول  ــ L ی ϕ اگر .٣

م شوند. حاصل بالا موارد از تنها فرمولها ــ L .۴

سورند، تحت که آنهایی به و آزاد، متغیرهای نباشند، واقع سوری هیچ دامنه ی در که متغیرهایی به

میانِ در ϕ فرمولِ آزادِ متغیرهای که است این ϕ(x١, . . . , xn) نمادِ از منظور م گوییم. پایبند متغیر

و آزاد حضوری فرمول،  ی در م تواند متغیر ی هستند. آنها) همه ی لزوماً  نه (و x١, . . . , xn

زیر. فرمولِ در x متغیرِ مثال، برای باشد؛ داشته پایبند حضوری

(∃x R(x, y)) ∧R(x, z).

تارس صدق تئوری ۴

عناصری a١, . . . , an و فرمول  ــ L ی ϕ(x١, . . . , xn) باشد، ساختار  ــ L ی M کنید فرض

صورتِ به است، صادق M ساختارِ در a١, . . . , an مصادیق در ϕ فرمولِ که را این .M در باشند

M |= ϕ(x١, . . . , xn)[x١/a١, . . . , xn/an]

صورت به تسامح،  با یا

M |= ϕ(a١, . . . , an)

م کنیم: تعریف زیر استقرایی صورت به داده نشان

.M |= t١ = t٢[ā]⇔ tM١ (ā) = tM٢ [ā] •

.M |= R(t١, . . . , tn)[ā]⇔ RM(tM١ [ā], . . . , tMn [ā]) •

.M |= ¬ϕ[ā]⇔M ̸|= ϕ[ā] •

M |= ϕ١[ā] و M |= ϕ٢[ā]⇔M |= (ϕ١ ∧ ϕ٢)[ā] •

١٠



.M |= ϕ[b̄] که طوری به باشد موجود b ∈M چون عنصری اگر M |= ∃x ϕ[ā] •

آزاد ) متغیر بدون فرمولِ (یعن جمله ی ϕ که وقت خاص،  طور به بالا، تعریف که است بدیه

را سخن این نقیض است. ϕ برای مدِل M گوییم M |= ϕ که صورت در است. کارگر نیز باشد

م دهیم. نشان M ̸|= ϕ با

هرگاه م خوانیم ٢٠ ارضاشدن را T تئوریِ م گوییم. ١٩ تئوری جملات، Lــ از مجموعه  ی به

ϕ ∈ T هر برای که طوری به باشد،  موجود M چون ساختاری یعن باشد؛ موجود آن برای مدل

.M |= T م نویسیم صورت این در .M |= ϕ باشیم داشته

مقدمات نشاندن و معادل ۵

همه ی زیرساختها تئوریها، برخ در گفتیم. سخن زیرساختها و نشاندنها درباره ی ٢ بخش در

مقدمات زیرساخت اینچنین، زیرساختِ هر به م برند. ارث به را ساختار ی اول مرتبه ی ویژگ های

جبری بسته ی میدانِ دو M١,M٢ اگر مثال، برای کرده ایم). تعریف ادامه در را مفهوم (این م گوییم

باشد، داشته ریشه M٢ در اگر M١ در ضرایبِ با چندجمله ای ای هر آنگاه ،M١ ⊆ M٢ و باشند

دارد. ریشه هم M١ در مسلماً

چه زیرساختها که پرداخته ایم نکته این بررس به نخست تمرین) چند ط (در بخش این در

که م کنیم ارائه این وارس برای مح سپس و م برند،  ارث به خود شامل ساختار از ويژگ هایی

است. مقدمات زیرساخت، ی هنگام چه

سورِ بدونِ فرمولِ هر برای اگروتنهااگر M ⊆ N که دهید نشان M؛ ⊆ N گیریم :١٢ تمرین

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M هر و ϕ(x١, . . . , xn)

M |= ϕ(a١, . . . , an)⇔ N |= ϕ(a١, . . . , an).

ل ش به است جمله هایی (منظور را M در پارامتر با سور بدون فرمولهای همه ی مجموعه ی

که است مشخص م دهیم. نشان Diag(M) با (a١, . . . , an ∈ M آن در که ϕ(a١, . . . , an)

که زبان یعن ــ LM زبانِ در ول تئوری، ی عنوان به م توان را (M ِ اتمی (دیاگرام Diag(M)

١٩theory
٢٠satisfiable
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تمرین م ح پس داد. قرار مطالعه مورد ـــ است شده حاصل L به M در عنصر برای ثابت افزودن از

بازنوشت: صورت بدین م توان را بالا

موجود N در M از نشاندن ــ L اگروتنهااگر N |=LM Diag(M) که دهید نشان :١٣ تمرین

باشد.

زبانِ در را جمله هایی همه ی مجموعه ی (M مقدمات (دیاگرام Diagel(M) با مشابه،  طور به

L زبانِ در را جمله هایی همه ی مجموعه ی Th(M) با نیز درستند. M در که م دهیم نشان LM

درستند. M ساختارِ در که م دهیم نشان

بی سور) فرمولهای فقط نه (و فرمولها همه ی هرگاه م خوانیم مقدمات را j : M→ N نشاندنِ

a١, . . . , an ∈ M و ϕ(x١, . . . , xn) فرمولِ هر برای هرگاه ر دی بیان به شوند؛ حفظ آن تحت

باشیم داشته

M |= ϕ(a١, . . . , an)⇔ N |= ϕ(a١, . . . , an).

Mزیرساخت که م گوییم و ،M ≺ N م نویسیم باشد، مقدمات نشاندن ی شمول، نگاشت هرگاه

است). M از مقدمات توسیع N (یا است N از مقدمات

در N در M از مقدمات نشاندن اگروتنهااگر N |=LM Diagel(M) که دهید نشان :١۴ تمرین

باشد. موجود L زبانِ

باشد. پوشا و ی به ی هرگاه م خوانیم ایزومرفیسم ی را e : M→ N نشاندنِ

هم ارز N و M آنگاه باشد، ایزومرفیسم ی f : M → N هرگاه که دهید نشان :١۵ تمرین

نمادِ با را (این باشد درست N در اگروتنهااگر است درست M در جمله، ــ L هر یعن مقدماتیند؛

م دهیم). نشان M ≡ N

.M |= Th(N) که است این معادل N و M بودن مقدمات هم ارز که کنید توجه

و باشند متناه دو هر M,N هرگاه دهید نشان است؟ درست بالا تمرین عکس آيا :١۶ تمرین

ایزومرفند. N و M آنگاه M ≡ N

(اثبات .⟨Q,≤⟩ ≺ ⟨R,≤⟩ که دهید نشان نیز .⟨Z,≤⟩ ̸≺ ⟨R,≤⟩ که کنید تحقیق :١٧ تمرین

نم نماید!) آسان داریم درست در هم اکنون که ابزارهایی با دوم این

فرمولِ هر برای اگروتنهااگر M ≺ N که دهید نشان M؛ ⊂ N گیریم :( تارس (مح ١٨ تمرین

،b̄ ∈M هر و است) سور بدون فرمول ϕ که نگفته ایم و است تک متغیر x که کنید (دقت ϕ(x, ȳ)

١٢



آنگاه N |= ∃x ϕ(x, b̄) اگر

N |= ∃x ∈M ϕ(x, b̄).

،L زبانِ در حداقل اول، مرتبه ی منطق در بالا عبارت نوشتن که دریافته اید زیرک به خود حتماً

تر، کوچ ساختارِ برای محمول زبان در که نوشت م توان زمان تنها را جمله ای چنین نیست. مجاز

منظور که بوده نکته این بر تأکید نوشتن آنگونه از هدفمان حال این با باشیم. داشته ،M اینجا در

م بود! بدیه  ، تارس مح صورت آن در که است، نبوده M |= ∃x ϕ(x, b̄)

گویا اعدادِ ترتیب که است مدل دارای Th(⟨Z,≤⟩) که دهید نشان  L؛ = {≤} گیریم :١٩ تمرین

موجود M به ⟨Q,≤⟩ از نشاندن همراه به M ≡ ⟨Z,≤⟩ چون ساختاری (یعن م نشیند آن در

هستند).

.M٠ ≺M١ که دهید نشان .M١ ≺M٢ M٠و ≺M٢ ،M٠ ⊆M١ ⊆M٢ گیریم :٢٠ تمرین

موجود چنان (N, g) زوج دهید نشان باشد. نشاندن ــ L ی f : M → M گیریم :٢١ تمرین

ستراند. ب را f که است N از اتومرفیسم g و M ⊆ N که است

گروه Zp∞ از منظور .Zm
p∞ ̸≡ Zn

p∞ که دهید نشان m ̸= n برای گروهها، زبان در :٢٢ تمرین

است. واحد اُم pk ریشه های همه ی از ل متش

.Zm ̸≡ Zn داریم m ̸= n برای که دهید نشان گروهها، زبان در :٢٣ تمرین

M١⊗M٢ ساختارِ ــ L یرید. ب نظر در را M١,M٢ ساختارِ ــ L دو مستقیم): (ضرب ٢۴ تمرین

πi : M١×M٢ → یعن تصویر، طبیع توابع و M٢×M١باشد آن جهانِ که کنید تعریف طوری را

باشند: داشته را زیر جهان ویژگ بدان نسبت ،Mi

تای ی همومرفیسم (i = ١, ٢ (برای ϕi : N→ Ni هموفریسمهای و N ساختارِ ــ L هر برای

.ϕi = πi ◦ ψ که طوری به باشد، موجود ψ : N→M١ ⊗M٢

ی به ی شرط که تفاوت این با  ،(٧ (تعریفِ است نشاندن تعریف شبیه همومرفیسم تعریف

است: زیر صورت به ٣ موردِ و نیست نیاز آن در بودن

⟨a١, . . . , an⟩ ∈ RM ⇒ ⟨e(a١), . . . , e(an)⟩ ∈ RN.
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