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چͺیده

به بنا است. «مˀر˂لͬ» توسط˼ ثابت شده جازمیت»، «قضیه ی اثبات درسͬ، دوره ی این در نهایی هدف

کاردینالِ در را T تئوریِ است. جازم ،κناشمارای کاردینالِ هر در الف یͷ جازم، تئوریِ هر قضیه، این

مˀرلͬ قضیه ی باشند. یͺریخت یͺدیͽر با آن، از κ اندازه ی با مدلهای همه ی هرگاه ͬ خوانند، م جازم κ

و مرلͬ، مرتبه ی پایدار، تئوری های مانند آن، مدلͬ نظریه ی پیشنیازهای همه ی به پرداختن از پس را

ریاضͬ، منطق درس بودن گذرانده درس، این پیشنیازهای کرد. خواهیم اثبات بسیارکمینه، تئوریهای

تهیه درس برای دستیار و مدرس که جزوه ای بر علاوه  هستند. مدل نظریه ی با مقدماتͬ آشنایی و

ͬ کنیم. م پیشنهاد دانشجویان به نیز را زیر منابع کرد، خواهند

• A Course in Model Theory, Katrin Tent, Martin Ziegler, Cambridge

University Press.

• Model Theory: An Introduction, David Marker, Springer Science and

Business Media.

• Model Theory, Chen Chung Chang, H. Jerome Keisler, Dover Books

on Mathematics

در پورمهدیان مسعود توسط مدل نظریه ی دوره ی ͷی ٩۵-٩۶ سال دوم نیمسال در سپاسͽزاری:

کلاس یعنͬ آن، مͺمˁل کلاس مسئولیت خانͬ) (محسن من که شد ارائه امیرکبیر  ͬ صنعت دانشͽاه

است. آمده حاصل کلاسها آن از پیش رو، جزوه ی داشتم. عهده به را جانبی تدریس و تمرین مباحثه،

میربهرسͬ شهاب از و ترم، آن طول در صمیمانه شان همͺاریهای بابت امیرکبیر دانشͽاه دانشجویان از

ͷی تأمین بابت نخبͽان ملͬ بنیاد از سپاسͽزارم. آن فراوان اغلاط تصحیح و دقیق مطالعه ی علت به

ͬ کنم. م سپاسͽزاری امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه در پسادکتری یͺساله ی دوره ی
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١ فصل

مدلͬ نظریه ی پیشنیازهای

اول جلسه ی ١ . ١

مقدمات ١ . ١ . ١

با است ریاضیاتͬ ساختارهای مطالعه ی ریاضͬ، منطق از شاخه ای عنوان به ١ مدل نظریه ی از هدف

ساختارهای درستند. ساختارها آن در که فرمولهایی بررسͬ با و ٢ صوری منطق و زبان از بهره گیری

گاهͬ حلقه ها، و میدانها مدولها، برداری، گروهها، فضاهای همچون جبریند، گاهͬ ریاضیاتͬ

ساختارها، این از نوع هر مطالعه ی .ͷمتری فضاهای مانند آنالیزی گاه و گرافها،  مانند ترکیبیاتͬ،

علاوه به کرد. اصلبندی را ساختارها این ͬ های ویژگ بتوان آن در که ͬ طلبد م مناسب زبانͬ انتخاب

داشته را نیاز مورد مفاهیم حمل قابلیت که است زبان به وابسته و مناسب منطقͬ انتخاب به نیاز

باشد.

ͷکلاسی رهیافت را اولͬ که دارد، وجود کلͬ رهیافت دو ریاضیات با مدلͬ نظریه ی برخورد در

عموماً آنالیز و جبر از برآمده ساختارهای بسیاری مطالعه ی نامید. ͬ توان م نوین رهیافت را دومͬ و

واکاویده ایم: بیشتر را ایندو زیر در است. بوده نخست رهیافت موضوع

زبان گرفته نظر در ریاضیات در را اهمیت حائزِ و معروف ساختارهای رهیافت، این در اول. رهیافت

دارای که را ساختارهایی ͬ کنیم. م اصل بندی زبان این در را آنها و انتخاب آنها مطالعه ی برای مناسبی

١model theory
٢formal logic

۴



رام اصطلاحاً کند، توجیه را آنها آنالیزی یا جبری خوشرفتاری که باشند مناسبی کامل اصلبندی های

بسته ی میدانهای کامل تئوری  از مدلͬ عنوان به مختلط، اعداد میدان نمونه، برای ۴ ͬ خوانند. م ٣

میدانهای کامل تئوری از مدلͬ عنوان به حقیقͬ، اعداد میدان و ͬ گیرد م قرار مطالعه مورد جبری

از را جبریشان خوشرفتاریهای و اصلبندی ͬͺتارس بار نخستین را ساختار ایندو حقیقͬ. بسته ی

بوده تئوریها این برای سور حذف اثبات ،ͬͺتارس روش است. کرده توجیه مدلͬ نظریه ی دیدگاه

است.

در ͬͺتارس نتیجه ی درباره ی رویͺردی، چنین طعم وبوی با خواننده بیشتر کردن آشنا برای

بسته ی میدانهای تئوری ،ͬͺتارس قضیه ی به بنا ͬ دهیم. م کوتاهͬ توضیح حقیقͬ بسته ی میدانهای

مصداق ͷی دارد. سور بدون معادلͬ تئوری دراین را فرمولͬ هر یعنͬ ͬ کند؛ م حذف را سورها حقیقͬ

است: آمده زیر در گفته، این آشنای

∃x ax٢ + bx+ c = ٠↔ b٢ − ۴ac > ٠.

ͬ کنند. م تعریف را شبه جبری مجموعه های دقیقاً حقیقͬ، بسته ی میدانهای در سور بدون فرمولهای

قضیه ی جبری بیان رو، این از است. جبر در تصویرگیری معادل منطق، در وجودی سور طرفͬ از

است: زیر قضیه ی ،ͬͺتارس

شبه جبری. است مجموعه ای خود شبه جبری، مجموعه ی ͷی تصویر هر :١ گزاره

رام ساختارهای عنوان تحت اول رهیافت با حقیقͬ و مختلط جبری هندسه ی در مفاهیم بسیاری

شده اند. مطالعه

سعͬ و آغاز مطلوب، ویژگیهای دارای مدلͬ نظریه ی تئوری ͷی از رهیافت، این در دوم. رهیافت

رده بندی در را تئوری این خودِ جایͽاه تا ͬ کوشیم م نیز ͬ کنیم. م تئوری این مدلهای ۵ رسته بندی بر

ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد تئوریها ۶ مدل̞ͬ نظریه ی

است. رسته بندی نوع از قضیه ای شد، خواهد پرداخته بدان درسͬ دوره ی این در که مˀرلͬ، قضیه ی

٣tame
در است. کرده استفاده ریاضͬ ساختارهای به اطلاق برای رام اصطلاح از که باشد کسͬ نخستین ͷگروتندی ۴شاید

رام مختلف وجوه درباره ی دوم، نویسنده ی دکتری پایان نامه ی در یا و̮ن دن دریز، نوشته ی رام» «توپولوژی کتاب مقدمه ی

است. شده داده توضیح ساختارها نبودن یا بودن
۵categoricity
۶classification

۵



تئوریها مدلͬ نظریه ی رده بندی :١ . ١ شͺل

هر در آنگاه باشد، جازم ــ ℵ١ تئوریِ ͷی L شمارایِ زبانِ در T تئوریِ اگر مˀرلͬ): (قضیه ی ٢ گزاره

است. جازم نیز κ ناشمارایِ کاردینالِ

شده داده بسط شلاه توسط که است مدل نظریه ی در ٧ پایداری نظریه ی سرآغاز بالا قضیه ی

کار حاصل نیز آن که است انجامیده ٨ رده بندی نظریه ی به نیز پایداری نظریه ی بسط ادامه ی است.

ͬ دهیم: م ارجاع زیر تارنمای به رده بندی این با بیشتر آشنایی برای را خواننده است. ٩ شلاه

http://forkinganddividing.com/
٧stability
٨classification theory
٩Shelah, Shahron, Hebrew University of Jerusalem

۶

http://forkinganddividing.com/


زبان ١ . ١ . ٢

Lمتشͺل چون است مجموعه ای اول مرتبه ی ١٠ صوریِ زبان ͷی از منظور صوری): (زبان ٣ تعریف

ͬ شوند. م لحاظ زبانͬ چنین در همواره نیز زیر اطلاعات .F,R,C هم̧ از جدا مجموعه ی سه از

f ∈ F تابع̞ͬ نماد هر برای و ͬ شود م نامیده زبان تابعͬ نمادهای مجموعه ی F مجموعه ی .١

ͬ شود. م گرفته نظر در f تابع̞ͬ نماد متغیرهای تعداد نام به nf طبیع̞ͬ عدد ͷی

محمولͬ نماد هر برای و ͬ شود م نامیده زبان محمولͬ نمادهای مجموعه ی R مجموعه ی .٢

ͬ شود. م گرفته نظر در R محمول̞ͬ نماد متغیرهای تعداد نام به nR طبیع̞ͬ عدد ͷی R ∈ R

ͬ شود. م نامیده ثوابت مجموعه ی C مجموعه ی .٣

.L = ∅ تهͬ، زبانِ .١ :۴ مثال

.R = C = ∅ ،F = {(f, ٢), (g, ٣)} .٢

.L١
گروه = {∗, e} .٣

.L٢
گروه = {∗, e,−١ } .۴

.Lمیدان = Lحلقه{+,×, ٠, ١} .۵

ترتیبL؛ = {≤} و F = C = ∅,R = {(R, ٢)} از متشͺل Lگراف مانند محمولͬ زبانهای .۶

زبانند. ͷی واقع در ایندو که کنید توجه

.Lحلقه های مرتب = {+,×, ٠, ١,≤} مانند ترکیبی زبانهای .٧

انتخاب این ولͬ است؛ مختار زبانْ انتخاب در نظریه مدل دان ریاضیاتͬ، ساختارِ ͷی با مواجهه در

را مطالعه مورد ساختار ریاضͬ اطلاعات گنجایش یادشده زبان که دانست معقول ͬ توان م زمانͬ را

ساختار ترکیبات یا آنالیز هندسه، جبر،  با ͬ شود، م اصلبندی زبان این در که تئوری ای نیز و باشد، داشته

باشد. همسو نظر مورد

یا ساختار، ــ L ͷی از منظور باشد. صوری زبانͬ L = F ∪R ∪C گیریم (ساختار): ۵ تعریف

شود. حاصل زیر موارد گردهم آمدن از که M چون است چندتایی ای ١١ تعبیر، ــ L ͷی
١٠formal language
١١L-structure, L-interpretation

٧



ساخت دامنه ی یا ساخت جهانِ یا ١٢ سخن عالم̧ بدان که M مانندِ ناتهͬ مجموعه ی ͷی .١

ͬ شود. م گفته

M ساختارِ در f تابع̧ تعبیر بدان که ،fM : Mnf → M چون تابعͬ f ∈ F هر ازای به .٢

ͬ شود. م گفته

ساختار در یادشده رابطه ی تعبیرِ را آن که RM ⊆ MnR چون رابطه ای R ∈ R هر ازاء به .٣

،RM : MnR → {٠, ١} چون تابعͬ ،R رابطه ی هر برای دیͽر، بیان (به ͬ خوانیم. م M

ͬ خوانیم). م یادشده رابطه ی مشخصه ی تابع ̧ را آن که

ͬ گوییم. م M ساختارِ در c ثابتِ تعبیر بدانْ که cM ∈M چون عنصری c ∈ C هر ازاء˚ به .۴

است: زیر صورت به عموماً بالا اطلاعات نمایش

M = ⟨M, {fM}f∈F, {RM}R∈R, {cM}c∈C⟩.

R به M از که ͷمتری تابع̧ ،ͷمتری فضاهای در که شود ابهام این دچار خواننده است ممͺن

مطالعه ی برای که است این پاسخ باشد. داشته مصداق ͬ تواند نم بالا تعریف در ͬ شود، م تعریف

فعلا́ بدانها پرداختن از که ͬ شود، م استفاده ١٣ چندبخشͬ ساختارهای و زبانها از فضایی، چنین

هر تعبیر ͬ گنجد، نم دوره  این چارچوب در نیز آن که پیوسته، منطق در نیز ١۴ ͬ کنیم. م خودداری

.RM :MnR → [٠, ١] چون است تابعͬ R رابطه ی

:۶ مثال

.L = {∗, e} زبان در R = ⟨R,×, ١⟩ یا Z = ⟨Z,+, ٠⟩ ساختارهای .١

L = {(R, ٢)} زبانِ در R = ⟨R,≤⟩ ساختارِ .٢

که آنجا ،L = {(R, ٣)} زبانِ در Z = ⟨Z, RZ⟩ ساختارِ .٣

.RZ = {(x, y, z)|x ≤ y ≤ z}
١٢universe
١٣many-sorted

کند. عرضه کلاس به فراگرفته دستیار ͷکم با را آنها ͬ کنیم م پیشنهاد علاقه مند دانشجوی به ١۴

٨



ِͷبه ی ͷی تابع̧ زبان. این در ساختار دو M,N و باشد صوری زبانͬ L گیریم (نشاندن): ٧ تعریف

هرگاه ͬ خوانیم م ١۵ نشاندن ــ L ͷی را e :M → N

.e(cM) = cN باشیم داشته c ∈ C هر برای .١

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M هر و f ∈ F موضع̞ͬ n تابع̞ͬ نماد هر برای .٢

e(fM(a١, . . . , an)) = fN(e(a١), . . . , e(an)).

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M هر و R ∈ R موضع̞ͬ n محمول̞ͬ نمادِ  هر برای .٣

⟨a١, . . . , an⟩ ∈ RM ⇔ ⟨e(a١), . . . , e(an)⟩ ∈ RN.

M ⊆ N با را آن و ͬ خوانیم، Nم ساختارِ از ١۶ زیرساخت ͷی Mرا ساختارِ (زیرساخت): ٨ تعریف

باشد. نشاندن ــ L ͷی ،i :M → N شمول، تابع ثانیاً و M ⊆ N اولا˟ هرگاه ͬ دهیم، م نمایش

،fN|Mn = fM داریم موضع) n (با f ∈ F هر برای آنگاه ،M ⊆ N هرگاه که است معلوم

.RN ∩Mn = RM داریم R ∈ R هر برای و

:٩ مثال

است. ⟨R,≤⟩ از زیرساختاری ⟨Q,≤⟩ ساختارِ .١

نگاشت .٢

e : ⟨R,+, ·⟩ → ⟨R+,×, ١⟩

است. نشاندن ͷی e(x) = ex ضابطه ی با

نحو ١ . ١ . ٣

ͬ گیریم. م نظر در زیر اول مرتبه ی منطقͬ نمادهای همراه به را L اولِ مرتبه  ی زبانِ هر ،١٧ نحو در

.L مجموعه ی در موجود نمادهای .١
١۵L-embedding
١۶L-substructure
١٧syntax

٩



ͬ دهیم. م نشان ≈ با را آن که تساوی، نام به دوموضعͬ متمایزِ نماد ͷی .٢

ͬ دهیم. م نشان var با را آن که متغیرها، مجموعه ی .٣

شامل منطقͬ، ادوات .۴

.∧,∨,←,↔,¬ گزاره ای: یا بولͬ ادوات •

.∀,∃ سورها، •

ͬ جوییم. م بهره ابهام رفع برای صرفاً آنها از که (, ) بسته، و باز پرانتزهای .۵

ͬ خوانیم. م ١٨ ترمها مجموعه یLــ شود، حاصل زیر موارد از که را مجموعه ای (ترمها): ١٠ تعریف

هستند. ترمها ــ L جزوِ متغیرها و ثوابت .١

آنگاه باشند،  L زبان در ترمهایی t١, . . . , tn و موضعͬ n تابعͬ نماد ͷی f هرگاه .٢

است. ترم ــ L نیز f(t١, . . . , tn)

ͬ شوند. م حاصل ٢ و ١ موارد از تنها ترمها ــ L .٣

ͬ شوند. م تعریف زیر طریق به L زبانِ در فرمولها (فرمولها): ١١ تعریف

هستند: زیر صورت دو از ͬͺی یه (ͷاتمی (یا بسیط فرمولهای ــ L .١

t١, . . . , tn و موضعͬ n است رابطه ای R آن در که R(t١, . . . , tn) چون عباراتͬ (آ)

هستند. L زبانِ در ترم هایی

هستند. ترم t١, t٢ آن در که t١ ≈ t٢ چون عبارتͬ (ب)

و ،ϕ١,↔ ϕ٢ ،ϕ١ → ϕ٢ ،ϕ١ ∨ ϕ٢ ،ϕ١ ∧ ϕ٢ آنگاه باشند، فرمول  ــ L دو ϕ٢ و ϕ١ اگر .٢

فرمولند. ــ L نیز (¬ϕ١)

فرمولند. ــ L نیز ∃xϕ و ∀xϕ آنگاه متغیر، ͷی x و باشد فرمول  ــ L ͷی ϕ اگر .٣

ͬ شوند. م حاصل بالا موارد از تنها فرمولها ــ L .۴
١٨term

١٠



سورند، تحت که آنهایی به و آزاد، متغیرهای نباشند، واقع سوری هیچ دامنه ی در که متغیرهایی به

میانِ در ϕ فرمولِ آزادِ متغیرهای که است این ϕ(x١, . . . , xn) نمادِ از منظور ͬ گوییم. م پایبند متغیر

و آزاد حضوری فرمول،  ͷی در ͬ تواند م متغیر ͷی هستند. آنها) همه ی لزوماً  نه (و x١, . . . , xn

زیر. فرمولِ در x متغیرِ مثال، برای باشد؛ داشته پایبند حضوری

(∃x R(x, y)) ∧R(x, z).

ͬͺتارس صدق تئوری ۴ . ١ . ١

عناصری a١, . . . , an و فرمول  ــ L ͷی ϕ(x١, . . . , xn) باشد، ساختار  ــ L ͷی M کنید فرض

صورتِ به است، صادق M ساختارِ در a١, . . . , an مصادیق در ϕ فرمولِ که را این .M در باشند

M |= ϕ(x١, . . . , xn)[x١/a١, . . . , xn/an]

صورت به تسامح،  با یا

M |= ϕ(a١, . . . , an)

ͬ کنیم: م تعریف زیر استقرایی صورت به داده نشان

.M |= t١ = t٢[ā]⇔ tM١ (ā) = tM٢ [ā] •

.M |= R(t١, . . . , tn)[ā]⇔ RM(tM١ [ā], . . . , tMn [ā]) •

.M |= ¬ϕ[ā]⇔M ̸|= ϕ[ā] •

M |= ϕ١[ā] و M |= ϕ٢[ā]⇔M |= (ϕ١ ∧ ϕ٢)[ā] •

.M |= ϕ[b̄] که طوری به باشد موجود b ∈M چون عنصری اگر M |= ∃x ϕ[ā] •

آزاد ) متغیر بدون فرمولِ (یعنͬ جمله ͷی ϕ که وقتͬ خاص،  طور به بالا، تعریف که است بدیهͬ

را سخن این نقیض است. ϕ برای مˀدِلͬ M گوییم M |= ϕ که صورتͬ در است. کارگر نیز باشد

ͬ دهیم. م نشان M ̸|= ϕ با

١١



هرگاه ͬ خوانیم م ٢٠ ارضاشدنͬ را T تئوریِ ͬ گوییم. م ١٩ تئوری جملات، Lــ از مجموعه  ͷی به

ϕ ∈ T هر برای که طوری به باشد،  موجود M چون ساختاری یعنͬ باشد؛ موجود آن برای مدلͬ

.M |= T ͬ نویسیم م صورت این در .M |= ϕ باشیم داشته

مقدماتͬ نشاندن ۵ . ١ . ١

همه ی زیرساختها تئوریها، برخͬ در گفتیم. سخن زیرساختها و نشاندنها درباره ی ١ . ١ . ٢ بخش̞ در

مقدماتͬ زیرساختͬ اینچنین، زیرساختِ هر به ͬ برند. م ارث به را ساختار ͷی اول مرتبه ی ͬ های ویژگ

جبری بسته ی میدانِ دو M١,M٢ اگر مثال، برای کرده ایم). تعریف ادامه در را مفهوم (این ͬ گوییم م

باشد، داشته ریشه M٢ در اگر M١ در ضرایبِ با چندجمله ای ای هر آنگاه ،M١ ⊆ M٢ و باشند

دارد. ریشه هم M١ در مسلماً

چه زیرساختها که پرداخته ایم نکته این بررسͬ به نخست تمرین) چند طͬ (در بخش این در

که ͬ کنیم م ارائه این وارسͬ برای ͬͺمح سپس و ͬ برند،  م ارث به خود شامل ساختار از ͬ هایی ويژگ

است. مقدماتͬ زیرساخت، ͷی هنگام چه

سورِ بدونِ فرمولِ هر برای اگروتنهااگر M ⊆ N که دهید نشان M؛ ⊆ N گیریم :١ تمرین

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M هر و ϕ(x١, . . . , xn)

M |= ϕ(a١, . . . , an)⇔ N |= ϕ(a١, . . . , an).

شͺل̞ به است جمله هایی (منظور را M در پارامتر با سور بدون فرمولهای همه ی مجموعه ی

که است مشخص ͬ دهیم. م نشان Diag(M) با (a١, . . . , an ∈ M آن در که ϕ(a١, . . . , an)

که زبانͬ یعنͬ ــ LM زبانِ در ولͬ تئوری، ͷی عنوان به ͬ توان م را (M ِͷاتمی (دیاگرام Diag(M)

تمرین حͺم پس داد. قرار مطالعه مورد ـــ است شده حاصل L به M در عنصر برای ثابت افزودن از

بازنوشت: صورت بدین ͬ توان م را بالا

باشد. موجود N در M از نشاندنͬ ــ L اگروتنهااگر N |=LM Diag(M) که دهید نشان :٢ تمرین

زبانِ در را جمله هایی همه ی مجموعه ی (M مقدمات̞ͬ (دیاگرام Diagel(M) با مشابه،  طور به

L زبانِ در را جمله هایی همه ی مجموعه ی Th(M) با نیز درستند. M در که ͬ دهیم م نشان LM
١٩theory
٢٠satisfiable

١٢



درستند. M ساختارِ در که ͬ دهیم م نشان

بی سور) فرمولهای فقط نه (و فرمولها همه ی هرگاه ͬ خوانیم م مقدماتͬ را j : M→ N نشاندنِ

a١, . . . , an ∈ M و ϕ(x١, . . . , xn) فرمولِ هر برای هرگاه دیͽر بیان به شوند؛ حفظ آن تحت

باشیم داشته

M |= ϕ(a١, . . . , an)⇔ N |= ϕ(a١, . . . , an).

Mزیرساختͬ که ͬ گوییم م و ،M ≺ N ͬ نویسیم م باشد، مقدماتͬ نشاندن ͷی شمول، نگاشت هرگاه

است). M از مقدماتͬ توسیعͬ N (یا است N از مقدماتͬ

در N در M از مقدماتͬ نشاندنͬ اگروتنهااگر N |=LM Diagel(M) که دهید نشان :٣ تمرین

باشد. موجود L زبانِ

باشد. پوشا و ͷبه ی ͷی هرگاه ͬ خوانیم م ایزومرفیسم ͷی را e : M→ N نشاندنِ

هم ارز N و M آنگاه باشد، ایزومرفیسم ͷی f : M → N هرگاه که دهید نشان :۴ تمرین

نمادِ با را (این باشد درست N در اگروتنهااگر است درست M در جمله، ــ L هر یعنͬ مقدماتیند؛

ͬ دهیم). م نشان M ≡ N

.M |= Th(N) که است این معادل N و M بودن مقدماتͬ هم ارز که کنید توجه

و باشند متناهͬ دو هر M,N هرگاه دهید نشان است؟ درست بالا تمرین عکس̞ آيا :۵ تمرین

ایزومرفند. N و M آنگاه M ≡ N

(اثبات .⟨Q,≤⟩ ≺ ⟨R,≤⟩ که دهید نشان نیز .⟨Z,≤⟩ ̸≺ ⟨R,≤⟩ که کنید تحقیق :۶ تمرین

ͬ نماید!) نم آسان داریم درست در هم اکنون که ابزارهایی با دومͬ این

فرمولِ هر برای اگروتنهااگر M ≺ N که دهید نشان M؛ ⊂ N گیریم :(ͬͺتارس ͷمح) ٧ تمرین

،b̄ ∈M هر و است) سور بدون فرمولͬ ϕ که نگفته ایم و است تک متغیر x که کنید (دقت ϕ(x, ȳ)

آنگاه N |= ∃x ϕ(x, b̄) اگر

N |= ∃x ∈M ϕ(x, b̄).

،L زبانِ در حداقل اول، مرتبه ی منطق در بالا عبارت نوشتن که دریافته اید زیرکͬ به خود حتماً

کوچͺتر، ساختارِ برای محمولͬ زبان در که نوشت ͬ توان م زمانͬ تنها را جمله ای چنین نیست. مجاز

منظور˂ که بوده نکته این بر تأکید نوشتن آنگونه از هدفمان حال این با باشیم. داشته ،M اینجا در

ͬ بود! م بدیهͬ  ،ͬͺتارس ͷمح صورت آن در که است، نبوده M |= ∃x ϕ(x, b̄)

١٣



گویا اعدادِ ترتیب که است مدلͬ دارای Th(⟨Z,≤⟩) که دهید نشان  L؛ = {≤} گیریم :٨ تمرین

موجود M به ⟨Q,≤⟩ از نشاندنͬ همراه به M ≡ ⟨Z,≤⟩ چون ساختاری (یعنͬ ͬ نشیند م آن در

هستند).

.M٠ ≺M١ که دهید نشان .M١ ≺M٢ و M٠ ≺M٢ ،M٠ ⊆M١ ⊆M٢ گیریم :٩ تمرین

موجود چنان (N, g) زوج دهید نشان باشد. نشاندن ــ L ͷی f : M → M گیریم :١٠ تمرین

بͽستراند. را f که است N از اتومرفیسمͬ g و M ⊆ N که است

گروه Zp∞ از منظور .Zmp∞ ̸≡ Znp∞ که دهید نشان m ̸= n برای گروهها، زبان در :١١ تمرین

است. واحد اُم̧ pk ریشه های همه ی از متشͺل

.Zm ̸≡ Zn داریم m ̸= n برای که دهید نشان گروهها، زبان در :١٢ تمرین

M١⊗M٢ ساختارِ ــ L بͽیرید. نظر در را M١,M٢ ساختارِ ــ L دو مستقیم): (ضرب ١٣ تمرین

πi : M١×M٢ → یعنͬ تصویر، طبیع̞ͬ توابع̧ و M٢×M١باشد آن جهانِ که کنید تعریف طوری را

باشند: داشته را زیر جهانͬ ویژگͬ بدان نسبت ،Mi

یͺتای همومرفیسم̧ (i = ١, ٢ (برای ϕi : N→ Ni هموفریسمهای و N ساختارِ ــ L هر برای

.ϕi = πi ◦ ψ که طوری به باشد، موجود ψ : N→M١ ⊗M٢

ͷبه ی ͷی شرط که تفاوت این با  ،(٧ (تعریفِ است نشاندن تعریف شبیه همومرفیسم تعریف

است: زیر صورت به ٣ موردِ و نیست نیاز آن در بودن

⟨a١, . . . , an⟩ ∈ RM ⇒ ⟨e(a١), . . . , e(an)⟩ ∈ RN.

١۴



تئوریها از مثالهایی دوم، جلسه ی ١ . ٢

گروهها ١ . ٢ . ١

ͬ دهیم. م نشان Tگروه با را آن و ͬ خوانیم م گروهها تئوری ِ  را زیر اصول L١ = {∗} زبانِ در

σ١ : ∀x∀y∀z ((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)) •

σ٢ : ∃e (∀x x ∗ e = e ∗ x = x ∧ ∀x∃y x ∗ y = e) •

داریم نیز باشد. گروه ͷی ⟨G, ∗⟩ اگروتنهااگر ⟨G, ∗⟩ |= Tگروه که دید ͬ توان م آسانͬ به

Tگروه |= یͺتاست.» خنثͬ «عنصر

Tگروه |= یͺتاست» عنصر هر «وارون

است. ٢١ شبه گروه ͷی ⟨G, ∗⟩ از زیرساخت هر ،⟨G, ∗⟩ |= Tگروه هرگاه که کنید بررسͬ :١۴ تمرین
٢٢

به G از بودن) Tگروه از مدلͬ (یعنͬ گروه بودن ،L١ زبانِ در که کردیم مشاهده بالا تمرین̞ در

به چقدر زیرساختها داده شده،  تئوریِ ͷی در که این درباره ی ͬ رسد. نم ارث به آن زیرساختهای

گفت. خواهیم بیشتر ادامه در شبیهند، خود شامل ساختارهای

و L٢ = {∗, e} زبانهای کرد. اصلبندی نیز مجهزتری زبانهای در ͬ توان م را گروهها

زیر اصل دو اجتماع از را T ٢
گروه تئوریِ ͬ توان م L٢ زبانِ در بͽیرید. نظر در را L٣ = {∗,−١ , e}

کرد. حاصل σ١ اصل̞ با

.θ١ : ∀x x ∗ e = e ∗ x = x •

.θ٢ : ∀x∃y x ∗ y = y ∗ x = e •

٢۴ است. ٢٣ تکواره ͷی T ٢
گروه از مدل ͷی از زیرساخت هر کنید بررسͬ :١۵ تمرین

٢١semigroup
شرکت پذیر. عمل̞ ͷی همراه به است ساختاری شبه گروه از ٢٢منظور

٢٣monoid
خنثͬ. عنصر دارای است شبه گروهͬ ٢۴منظور

١۵



گرفت. نظر در زیر اصل و σ١, θ١ اصولِ اجتماع را T ٣ تئوریِ ͬ توان م نیز L٣ زبانِ در

.θ٣ : ∀x x ∗ x−١ = x−١ ∗ x = e •

گروه) ͷی (یعنͬ T ٣
گروه از مدلͬ خود˂ T ٣

گروه از مدل ͷی از زیرساخت هر که کنید بررسͬ :١۶ تمرین

است.

میدانها و حلقه ها ١ . ٢ . ٢

زبانِ در را ⟨R,+, ·,−, ٠, ١⟩ ساختارِ برگزید. مختلفͬ زبانهای ͬ توان م نیز حلقه ها برای

زیر اصول از هرگاه ͬ خوانیم م حلقه  کوتاه، طور به یا حلقه ها،  تئوریِ از مدلͬ L١ = {+, ·, ٠, ١}

ͬ خوانیم). م Tحلقه را آنها مجموعه ی (که کند پیروی

⟨R,+, ٠⟩ |= T ٢
گروه ∪ {∀x∀y x+ y = y + x} •

.∀x∀y∀z (x · (y + z) = x · y + x · z) •

به مربوط اصول نقش گرفته نظر در حلقه ها برای را L٢
حلقه = {+,−, ·, ٠, ١} زبانِ :١٧ تمرین

زبان، این در که کنید بررسͬ مثال برای کنید. بررسͬ زیرساختارهاشان و مدلها شناسایی در را {−}

است. صحیح حوزه ای دلخواه، مدلِ ͷی از زیرساخت هر

تک اصل̞ با Tحلقه اجتماع از Tح جابجایی جابجایی، حلقه های تئوری بدین ترتیب

از صحیح، حوزه های برای ،Tح صحیح تئوریِ ͬ شود؛ م حاصل {∀x∀y x · y = y · x}

میدانها، تئوریِ و ،{∀x∀y x · y = ٠→ x = ٠ ∨ y = ٠} تک اصل̞ با Tح جابجایی اجتماع̧

زیر: اصل̞ با Tح جابجایی اجتماع̧ از Tمیدان

∀x (x ̸= ٠→ ∃y x · y = y · x = ١).

معین مشخصه ی با میدانهای

از ناهم ارز مقدماتیند مدلهایی یͺشان) و صفر و ضرب و جمع عملهای همراه (به C و Zp میدانِ دو

خیر. دومͬ در ولͬ است برقرار زیر جمله ی اولͬ در میدانT؛

∀x x+ x+ . . . x︸ ︷︷ ︸
بار p

= ٠.
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ͷی مشخصه ی تعریف، به بنا ͬ کند. م متمایز تفاوت این اساس بر را میدانها میدانها» «مشخصه ی

هرگاه است، p چون اول عددی F میدانِ

∀x x+ x+ . . . x︸ ︷︷ ︸
بار p

= ٠.

ͬ توان م بدین ترتیب نباشد. موجود p اول عدد چنین هرگاه است صفر F میدانِ مشخصه ی گوییم نیز

کرد. تعیین نیز را آنها مشخصه ی میدانها، تئوری  به جمله هایی افزودن با

بیابید. p اولِ عدد مشخصه ی با نامتناهͬ میدانͬ :١٨ تمرین

ͷمدل تئوری دانش بعد درسهای در است؛ مدل نظریه ی چشم ̧اسفندیار نبودن» یا بودن «متناهͬ

کرده ایم. بسنده زیر تمرین به حال، برای آورد. خواهیم فراهم سخن این تجربه کردنِ برای را کافͬ

F اگروتنهااگر ⟨F,+, ·, ٠, ١⟩ |= T که طوری به نوشت، T تئوریِ ͷی ͬ توان م آیا :١٩ تمرین

باشد؟ متناهͬ مشخصه ی با میدانͬ

درباره ی اندکͬ بعد بخش در بͽوییم، میدانها به مربوط تئوریهای درباره ی بیشتر که آن از پیش

اختیاری. آن خواندن و است جبری مفاهیم برخͬ یادآور تنها بعد بخش ͬ کنیم. م یادآوری میدانها جبر

میدانها جبر بحث، از انحراف

آن که آن، زیرمیدانهای همه ی اشتراک آنگاه باشد. p < ∞ مشخصه ی با میدان ͷی F کنید فرض

.P ∼= Q آنگاه باشد، صفر F مشخصه ی اگر است. Zp با ایزومرف میدانͬ ͬ دهیم، م نشان P با را

و p چون اول عددی آنگاه باشد، متناهͬ میدانͬ F اگر ͬ خوانیم. م F اولیه ی زیرمیدانِ را P میدانِ

از متشͺل ضربی گروه .char(F ) = p و |F | = pn که طوری به موجودند، n ∈ N چون عددی

از ساده توسیعͬ F میدانِ چنین نیز است. دوری گروهͬ F متناه̞ͬ میدانِ ͷی ناصفر عناصرِ همه ی

.u ∈ F ͷی برای F = Zp(u) یعنͬ است؛ Zp خود، اولیه ی زیرمیدانِ

x هر که ϕ : F → F نگاشتِ r ≥ ٠ هر برای آنگاه باشد، p مشخصه ی با میدانͬ F اگر

Zp ͷی نگاشت این باشد، متناهͬ F که صورتͬ در است. مونومرفیسم Zp ͷی ͬ برد، م xpr به را

است. اتومرفیسم

زیر) در (تعریف شͺافنده ی میدانِ اگروتنهااگر است عضو pn دارای F متناه̞ͬ میدانِ :١٢ گزاره

پیمانه ی به (یͺتا میدانͬ n ∈ N هر و p اول عدد هر برای باشد. Zp روی xpn − x چندجمله ایِ

١٧



آنگاه باشد، متناهͬ بˀعد با F از میدانͬ توسیع ͷی K اگر است. موجود pn اندازه ی از ایزومرفیسم)

دوری زیر) در (تعریف AutKF گالوای گروه نیز است. F روی زیر) در (تعریف گالوا و متناهͬ K

است.

ͬ خوانیم م جبری K روی را u ∈ F عنصرِ باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ F کنید فرض

متعالͬ K روی را u صورت، این غیر در باشد؛ f ∈ K[x] مانند چندجمله ای ͷی از ریشه ای هرگاه

این غیر در و ،K از جبری توسیعͬ را F باشند، جبری K روی F عناصرِ همه ی اگر ͬ خوانیم. م

ͬ خوانیم. م K از متعالͬ توسیعͬ را آن صورت

ایزومرف ،F در K,u توسط تولیدشده میدان ،K(u) آنگاه باشد، جبری K روی u ∈ F اگر

آنگاه باشد جبری K روی u اگر است. گویا توابع̧ از متشͺل میدان ،K(x) با

.K(u) = k[u] .١

است. n درجه ی دارای فرضاً و u کمینالِ چندجمله ایِ f آن در که K(u) ∼= K[x]/(f) .٢

.[K(u) : K] = n .٣

تولید {١, u, u٢, . . . , un−١} عناصرِ توسط K روی برداری فضای ͷی عنوان به K(u) .۴

ͬ شود. م

هرگاه ͬ خوانیم م K از گالوایی توسیع ͷی را F میدانِ

K = {x ∈ F |∀f ∈ AutFK f(x) = x}.

ͬ کنند. م حفظ نقطه وار را K که است F از اتومرفیسمهایی همه ی مجموعه ی AutFK از منظور

باشد، K از متناهͬ بعدِ با گالوایی̞ توسیع ͷی F اگر گالوا): نظریه ی بنیادین (قضیه ی ١٣ گزاره

است: ͷبه ی ͷی تناظری زیر مجموعه ی دو میان آنگاه

.K ⊆ H ⊆ F که H میدانهای همه ی •

.AutFK گروه˼ زیرگروه های همه ی •

داراست: را زیر ͬ های ویژگ و ͬ فرستد م AutFE به را E میدانِ هر که است نگاشتͬ یادشده، تناظرِ
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.[H٢ : H١] = [AutFH١ : AutFH٢ ] داریم K ⊆ H١ ⊆ H٢ ⊆ F دومیدانِ هر برای •

.[F : K] با است برابر AutFK گروه مرتبه ی بنابراین

که گالواست وقتͬ تنها و Kوقتͬ Hروی ولͬ Kگالواست؛ ⊆ H ⊆ F میدانِ هر روی F •

.AutHK ∼= AutFK /Aut
F
H داریم صورت این در باشد. AutFK از نرمال زیرگروهͬ AutFH

صورتِ به بتوان را آن هرگاه ٢۵ ͬ شود م شͺافته F میدانِ روی f ∈ F [x] چندجمله ایِ گوییم

میدانِ F (u١, . . . , un) میدانِ به .ui ∈ F آن در که نوشت u٠(x− u٠)(x− u٢) . . . (x− un)

F١ چون شͺافنده ای میدان f ∈ F [x] هر برای ͬ گوییم. م F میدانِ روی f چندجمله ایِ شͺافنده ی

.[F١ : F ] ≤ n! که طوری به است موجود

باشد داشته ریشه F در f ∈ F [x] جمله ایِ چند هر هرگاه ͬ خوانیم م جبری بسته ی را F میدانِ

بستارِ ͷی دارای K میدانِ هر باشد). f ∈ F [x] چندجمله ایهای همه ی شͺافنده ی میدان F (یعنͬ

است جبری K روی F که است موجود K ⊆ F چون جبری بسته ی میدانͬ یعنͬ است؛ جبری

است). K[x] در تحویل ناپذیر چندجمله های همه ی شͺافنده ی میدان F (معادلا˟

هم با K میدانِ ͷی از جبری بستارِ دو هر .|F | ≤ ℵ٠|K| آنگاه باشد، جبری K روی F اگر

ایزومرفند. ــ K

شͺافنده ی میدانِ ͷی در هرگاه خوانیم ٢۶ جدایی پذیر را f ∈ K[x] تحویل ناپذیرِ چندجمله ایِ

جدایی پذیر را u ∈ F −K جبریِ عنصرِ باشند. ساده چندجمله ای، این ریشه های Kهمه ی روی f

هرگاه خوانیم جدایی پذیر را K از F توسیع̧ باشد. جدایی پذیر آن کمینال چندجمله ای هرگاه خوانیم

معادلند: هم با زیر موارد باشند. جدایی پذیر K روی آن عناصر همه ی

است. K از گالوا و جبری توسیعͬ F •

است. K[x] در جداشدنͬ چندجمله ای های از مجموعه ای شͺافنده ی میدان F •

جداشدنͬ K روی F و است K[x] در چندجمله ها از مجموعه ͷی شͺافنده ی میدان F •

است.
٢۵splits
٢۶separable
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دارد، F در ریشه ای که f ∈ K[x] چندجمله ایِ هر هرگاه ͬ خوانیم م نُرمال را K از F جبریِ توسیع̧

از مجموعه ای شͺافنده ی میدان و جبری K روی F هرگاه (معادلا˟ باشند F در ریشه هایش همه ی

باشد). K[x] در چندجمله ها

مشخصه ی اگر باشد. جدایی پذیر و نرمال اگروتنهااگر گالواست K از F جبری توسیع̧ :١۴ گزاره

باشد. نرمال اگروتنهااگر گالواست K روی F آنگاه باشد، صفر F

ͬ خوانیم م K روی E میدان ٢٧ بستارِنرمال را F میدانِ باشد. K از جبری توسیعͬ E گیریم

شود: برآورده زیر شرایط هرگاه

باشد. نرمال K روی F •

نباشد. نرمال K روی ،E شامل̞ F از سره زیرمیدانِ هیچ •

باشد. گالوا K روی F باشد، جدایی پذیر K روی E اگر •

باشد. متناهͬ [E : K] اگروتنهااگر باشد متناهͬ [F : K] •

اعداد جبریِ بستار هر (و است جبری بسته ی مختلط، اعداد میدانِ جبر): اساس̞ͬ (قضیه ی ١۵ گزاره

است). ایزومرف آن با حقیقͬ

(این است
∪
n∈N Fpn میدانِ Fp میدانِ جبریِ  بستارِ است. جبری بستارِ دارای میدانͬ هر که گفتیم

است). p مشخصه ی دارای نیز میدان

جبری بسته ی میدانهای

زیر طرح اصول با Tمیدان اجتماع̧ از ͬ دهیم م نشان ACF با را آن که جبری، بسته ی میدانهای تئوریِ

ͬ شود: م حاصل

θn : ∀a١ . . . an ∃x xn + a١x
n−١ + . . .+ an = ٠.

با جبری ای بسته ی میدانهای ͬ توان م است، معلوم ١۵ گزاره ی از پس توضیح̧ از که همانگونه

بهترِ بیانِ به نیستند. مقدماتͬ هم ارز لزوماً ACF از مدل دو بنابراین داشت؛ ناصفر مشخصه ی

نیست. ٢٨ کامل ACF
٢٧normal closure
٢٨complete
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هرگاه دیͽر بیان به باشند. مقدماتͬ هم ارز آن مدلهای همه ی هرگاه ͬ خوانیم م کامل را T تئوریِ

.T |= ¬θ یا T |= θ یا θ جمله ی هر برای و باشد سازگار T

مشخصه ی با و p مشخصه ی با جبری بسته ی میدانهای تئوری ترتیب به ACF٠ و ACFp با

ͬ دهیم. م نشان را صفر

هستند. کامل تئوریهایی ACFp و ACF٠ :(ͬͺتارس) ١۶ گزاره

شناسایی ⟨F,+, ·, ٠, ١⟩ ساختارِ در را پارامتر) با و (بدون پارامتر، سور بدون فرمولهای :٢٠ تمرین

کنید.

مدولها ١ . ٢ . ٣

هرگاه است، مدول ــ R ͷی M گوییم باشد. جابجایی لزوماً نه و یͺدار حلقه ای R گیریم

آبلͬ، باشد گروهͬ M .١

که طوری به (r,m) 7→ rm ضابطه ی با باشد، موجود R×M →M نگاشتͬ .٢

.r(m+ n) = rm+ rn (آ)

.(r + s)m = rm+ sm (ب)

.r(sm) = (rs)m (ج)

:١٧ مثال

است. برداری فضای ͷی مدول ــ K هر باشد، میدان ͷی K اگر .١

(.(−n)a = −(na) و na = a+ . . .+a هستند: آبلͬ گروههای همان دقیقاً مدولها ــ Z .٢

هستند. تاب بدون آبل̞ͬ گروههای همان دقیقاً مدولها، ــ Q .٣

است). اول عددی p) هستند p مرتبه ی دارای آبل̞ͬ گروههای مدولها،  ــ Fp .۴

ساختار ــ Lmod(R) ͷی مدول ــ R هر بͽیرید. نظر در را Lmod(R) = {٠,+,−, r}r∈R زبانِ

ͬ توان نم زبان این در که کنید (توجه است شده تعبیر r(x) = rx صورتِ به r تابع̧ آن، در که است
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ͬ دهند، م مقدماتͬ کلاسͬ تشͺیل مدولها Rــ یادشده، زبانِ در بست). Rسور در عناصرِ موجود روی

است) خواننده عهده ی بر تئوری این اصول سایر (دریافتن اصول از زیر خانواده ی شامل̞ اصولͬ با

{∀x (rs)x = r(s(x))}r,s∈R

کنید. بررسͬ مدولها زبان در را سور بدون فرمولهای :٢١ تمرین

مرتب مجموعه های ۴ . ١ . ٢

با جزئاًمرتب مجموعه های تئوری ͬ کنیم. م مطالعه Lترتیب = {≤} زبانِ در را مرتب مجموعه های

ͬ شود: م اصلبندی زیر اصول

.∀x x ≤ x •

.∀xy (x ≤ y ∧ y ≤ x→ x = y) •

.∀xyz (x ≤ y ∧ y ≤ z → z ≤ z) •

است: ترتیب بودن «خطͬ» بیان زیر، اصل

.∀x∀y x ≤ y ∨ y ≤ x •

است: ترتیب بودن چͽال بیانگر زیر اصل

.∀xy (x < y → ∃z x < z < y) •

کنید. اصل بندی را انتها و ابتدا بدون گسسته خطͬ مرتب مجموعه های تئوریِ :٢٢ تمرین

خطͬ مرتب گروههای ۵ . ١ . ٢

ͬ شود: م حاصل گروهها تئوری اصول به زیر اصل دو افزدون از خطͬ مرتب گروههای تئوری

.∀xyz (x+ y < x+ z → y < z) •
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.∀xyz (y + x < z + x→ y < z) •

ͬ توان م مشابه طور به هستند. تاب بدون خطͬ، مرتب گروههای که کرد ثابت ͬ توان م تئوری این در

دارند. صفر مشخصه ی میدانها این که ͬ شود م نتیجه آن از که نوشت را مرتب میدانهای تئوری

حقیقͬ بسته ی میدانهای جبرِ بحث، از انحراف ۶ . ١ . ٢

برای نوشت. مربعات از مجموعͬ صورت به نتوان ١−را آن در هرگاه ͬ خوانند م حقیقͬ Kرا میدانِ

حقیقͬ Rمیدانͬ اگر است. ترتیب پذیر حقیقͬ، میدان هر نیز، است. حقیقͬ مرتب، میدان هر مثال،

که باشد نداشته سره ای جبری  توسیع  هیچ (یعنͬ شود غیرحقیقͬ سره اش جبری توسیع هر که باشد

اساسͬ قضیه ی به (بنا حقیقͬ اعداد میدان ͬ گوییم. م حقیقͬ بسته ی میدان ͷی R به باشد) حقیقͬ

بسته ی تا حقیقͬ، اعداد میدان فاصله ی تنها ͬ دانیم، م که طور همان است. میدانͬ چنین ͷی جبر)

است. برقرار حقیقͬ بسته ی میدانهای همه ی برای همین، است.
√
−١ شدن، جبری

باشد جبری بسته ی میدان ͷی R(i) اگروتنهااگر است حقیقͬ بسته ی ،R حقیق̞ͬ میدانِ :١٨ گزاره

است). جبر اساسͬ قضیه ی از نتیجه ای واقع در گفته (این

K ⊆ R چون میدانͬ باشد، Kحقیقͬ اگر یعنͬ است؛  حقیقͬ بستار ͷی دارای حقیقͬ میدان هر

است. حقیقͬ بسته ی خود˂ و K از جبری توسیعͬ R که است موجود چنان

یͺتاست. ترتیبی دارای حقیقͬ بسته ی میدان هر

باشد؛ داشته میانͬ مقدار ویژگ̞ͬ اگروتنهااگر است حقیقͬ بسته ی حقیقͬ، میدانِ ͷی :١٩ گزاره

بازه ی در نقطه ای در منفͬ، مقداری a < b در و دارد مثبت مقداری b در که p چندجمله ایِ هر یعنͬ

شود. صفر (a, b)

ͬ کند. م ارائه میدان ͷی بودن حقیقͬ بسته ی برای دیͽری ͷمح نیز زیر گزاره ی

مجذور، دارای a,−a از ͬͺی a ∈ R هر برای اگروتنهااگر است حقیقͬ Rبسته ی میدان :٢٠ گزاره

باشد. ریشه دارای فرد درجه ی از جمله ای چند هر و

حقیقͬ بسته ی میدانهای ١ . ٢ . ٧

مربعات از مجموعͬ −١ آنها در که هستند میدانهایی تعریف بنا حقیقͬ، بسته ی میدانهای گفتیم

صورت به ͬ توان نم را گفته این است. مربعات از مجموعͬ −١ جبریشان، توسیع هر در ولͬ نیست
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که کردیم عرضه میدانها این برای معادلͬ تعاریف قبل بخش در حال، این با نوشت. اول مرتبه ی

اولند. مرتبه ی زبان در بیان قابل

ͬ شود م حاصل زیر اصول با مرتب میدانهای تئوری اجتماع̧ از حقیقͬ، بسته ی میدانهای تئوری

است). طرح اصل سوم، (مورد

.∀x (x > ٠→ ∃y y٢ = x) •

.∀xy x٢ + y٢ = ٠→ x = y = ٠ •

σn : ∀α١ . . . αn ∀a < b (an + α١a
n−١ + . . . + αn > ٠ ∧ bn + •

α١b
n−١ + . . .+ αn < ٠→ ∃a < x < b xn + α١x

n−١ + . . .+ αn = ٠)

ͬ دهیم. م نمایش RCF با را یادشده تئوری

است. تصمیمپذیر رو این از و سور حذف دارای و کامل RCF :(ͬͺتارس) ٢١ گزاره

مدل نظریه ی در حساب بحث، از انحراف ١ . ٢ . ٨

كه حيث اين از هستند، كامل تئوریهای مثالها اين از برخͯ ديده ايم. تئوریها از مثال چند اينجا تا

تئوری يك آوردن درست به است. استنتاج قابل آنها اصول از شده داده جمله ی هر نادرستͬ يا درستͬ

تئوری يك Th(m = {phi|M |= ϕ} تئوریِ M ساختارِ L ــ هر براي نيست. دشوار چندان كامل

ͬ خوانیم. م M ساختار كامل تئوری را آن كه است كامل

محقق مطلوب همواره ساختار يك كامل تئوریِ براي مناسب اصلبندی ͷی وجود حال اين با

ساختار كامل تئوری با است معادل كه ACF تئوریِ كه ديديم مثال برای است. مدل نظریه ی

ͷی است ممͺن آيا كه است اين سوال است. محاسبه پذير كامل اصلبندیِ يك دارای مختلط اعداد

دو كه باشد جامع آنقدر بايد اصلبندی اين نوشت. رياضيات دنیای كل برای مناسب كامل تئوری

ساده ی اصل چند كه همانگونه درست دربربͽيرد؛ را حساب و هندسه یعنͬ رياضيات متفاوت روي

است. مͺفͬ هندسه اين براي اقليدسͬ هندسه ی

ریاضیات براي اصول از دستگاهͬ ارائه ی امͺان به قائل رياضيدان مهمترين بتوان شايد را هيلبرت

سؤال هيچ كه بود كرده تأکید ١٩٣٠ سال در کونیͺسبرگ در تاريخيش سخنرانͬ در او دانست.

اصول از كامل دستگاهͬ دارای رياضيات زودي به و ماند نخواهند باقͬ ریاضیات در بی پاسخͬ
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معادل گفته اين بودن درست شود. نتيجه اصول آن از جمله ای هر نادرستͬ یا درستͬ كه شد خواهد

كند. توليد را رياضيات همه ی خود و گيرد دست به را اوليه اصولͬ كه است رايانه ای ساخت امͺان

ناتماميت قضيه ی از را رياضيدانان سایر گودل فراهمايی، همان در بعد،  چندی گويا و سال همان در

بͽيريم نظر در حساب برای كه مناسبی اصلبندی هر برای گودل قضيه ی به بنا بود. كرده گاه آ خود

اثباتهای نوع از گودل، اثبات ͬ شود. م رد آن ͷکم با نه و اثبات اصلبندی این از نه كه هست جمله ای

راسل. يا دروغگو تناقضات به مشابه ایده های با اثباتͬ يعنͯ بود؛ خود بازگشت

اثبات قابل تناقض از رياضيات نبودن يا بودن عاری كه ͬ شود م نتيجه گودل تماميت قضيه از

رياضيات مبانͬ براي کارآمدی دستگاه عنوان به امروز كه فرانكل ــ زرملو اصول واقع در نيست.

بسیاری كار موضوع امروزه باشد! متناقض كه است سازگار صورتͬ در تنها ͬ شود م گرفته نظر در

اثباتپذيری بررسͯ و فرانكل ــ زرملو اصول با ریاضیاتͬ معروف قضيه هاي سازگاری بررسͬ منطقدانان

است. اصول از دستگاه اين در آنها اثباتپذيری عدم يا

زير در كه ͯ شود م گرفته نظر در پئانو اصول فرانکل،  ــ زرملو اصول ادامه ی در و حساب،  برای

ترجمه بورباكͬ» «تجاهل مقاله ی مطالعه ی به را علاقه مند خواننده ی داده ايم. توضیحͬ آن درباره ي

ͬ كنيم. م ترغيب دوم نويسنده ی

حساب تئوری ١ . ٢ . ٩

به (موسوم زیر اصول مجموعه ی s(x) = x + ١ آن در که ⟨N, s,+,×, ٠, ١,≤⟩ ساختارِ برای

ͬ گیریم. م نظر در را پئانو) اصول

∀x x+ ٠ = x •

.∀xy(x+ s(y) = s(x+ y) •

.∀x (x× ١ = x) •

.∀xy (x× s(y) = s× y + x) •

.∀x (x < s(x) ∧ ¬∃y x < y < s(x) •

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به که Iϕ(x, ȳ) اصل̞ ϕ(x, ȳ) فرمولِ هر برای •

∀ȳ ϕ(٠, ȳ) ∧ ∀x(ϕ(x, ȳ)→ ϕ(s(x), ȳ)→ ∀xϕ(x, ȳ).
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این گفتیم، قبل بخش در که همانگونه آورد. شمار به حساب مقدماتͬ بخش ͬ توان م را پئانو اصول

کرده ارائه گفته بر گودل که اثباتͬ بر علاوه ندارند. را حساب همه ی گنجاندن خود در قابلیت اصول

(قضیه ی ͬ شوند نم نتیجه اصول این از ولͬ صادقند طبیعͬ اعداد در که است شده پیدا جملاتͬ است،

ریشه  ی n > ٢ برای xn + yn = zn معادله ی که فرما آخر قضیه ی نیز ببینید). را هرینگتون پاریس

هنوز پئانو، اصول از آن نشدن یا شدن نتیجه ولͬ است، درست طبیعͬ اعداد در ندارد، غیربدیهͬ

دارد. زیادی فاصله ی اول مرتبه ی منطق از فرما، قضیه ی اثبات واقع در است. باز سوالͬ

گرافها ١ . ٢ . ١٠

است. زیر اصول شامل Lگراف = {R} زبانِ در گرافها تئوری

.∀x ¬R(x, x) •

.∀xy (R(x, y)→ R(y, x)) •

ͬ شود. م خوانده «تصادفͬ» کند، پیروی نیز زیر اصل از فوق، اصول بر علاوه که گرافͬ

∀x١ . . . xn ∀y١ . . . yn(
∧

i,j∈{١,...,n}

xi ̸= yi → ∃x (
∧

i=١,...,n

R(x, xi)∧
∧

j=١,...,n

¬R(x, yi))

ͷصفروی قاعده ی و تصادفͬ گرافهای بحث، از انحراف ١ . ٢ . ١١

شد. خواهد تکمیل بعداً

ͷمتری فضاهای ١ . ٢ . ١٢

نقش̞ است قرار که ͬ گیریم، م نظر در زبان در Rr(x, y) محمولِ ͷی r ∈ Q ∩ [٠, ١] هر برای

ͬ گیریم. م نظر در کراندار متر با ͷمتری فضاهای برای را زیر اصول کند. ایفا را d(x, y) ≤ r

.∀xy Rr(x, y)↔ Rr(y, x) •

.∀xy(R٠(x, y)↔ x = y) •

.∀xy(R١(x, y) •
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.∀xyz (Rr(x, y) ∧Rs(y, z)→ Rr∔s(x, z)) •

.r ∔ s = min{١, r + s} آن، در که

مقادیر با ͷمتری فضای ͷی عنوان به ͬ توان م را بالا تئوری از مدل هر که دهید نشان :٢٣ تمرین

.(d(x, y) = inf{s|Rs(x, y)} کنید (تعریف گرفت نظر در [٠, ١] بازه ی در واقع متریِ
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سوم جلسه ی ١ . ٣

ساختارهایی همه یLــ رده ی کلاس، این هرگاه ͬ خوانیم م ٢٩ مقدماتͬ را ساختارها Lــ Kاز کلاس̞

طوری به باشد، موجود T تئوریِ ͷی هرگاه دیͽر بیان به هستند؛ T مانند تئوری ͷی مدل که باشد

.MOD(T ) = {M|M |= T} آن در که K =MOD(T ) که

نیست. مقدماتͬ متناهͬ، میدانهای کلاس که کنید ثابت :٢۴ تمرین

کرده ایم. فهرست Kکلاس ͷی بودن مقدماتͬ برای را لازم شرط چند زیر در

نامتناهͬ مدلهایی حاوی K آنگاه باشد، ͬ بزرگ باندازه ی کاف  ̞ͬ متناه مدلهای دارای K اگر .١

باشد.

دلخواه اندازه ی هر از نامتناهͬ مدلهای حاوی K آنگاه باشد، نامتناهͬ مدلͬ حاوی K اگر .٢

باشد.

باشد. بسته مقدماتͬ هم ارزی به نسبت K .٣

Fفرافیلتری و Kباشد عناصرِ از دنباله ای ⟨Mi⟩i∈I هرگاه یعنͬ باشد؛ بسته فراضربها Kتحت .۴

.
∏

FMi ∈ K آنگاه ،I روی

و سوپرمم دارای آن از زیرمجموعه  هر اینکه (یعنͬ مرتب میدان ͷی بودن کامل مفهوم :٢٢ مثال

با کامل مرتب میدان هر که ͬ شود م ثابت مقدماتͬ آنالیز در نیست. مقدماتͬ مفهومͬ باشد)  اینفیمم

ندارد. مصداق تئوری این در بالا در ٢ موردِ پس است. ایزومرف ⟨R,+, .,≤⟩

باشد. موجود آن برای مدلͬ هرگاه ͬ خوانیم م ٣٠ ارضاپذیر را T تئوریِ

ارضاپذیر آن از متناهͬ زیرمجموعه ی هز اگروتنهااگر است ارضاپذیر T تئوریِ (فشردگͬ): ٢٣ قضیه

باشد.

پیشتر دانشجو که است این بر ما فرض و نیست درس این برنامه ی جزو فشردگͬ، قضیه ی اثباتِ

فشردگͬ قضیه ی که ͬ کنیم م یادآوری حال این با است. دیده ١ مدلِ نظریه ی درس در را آن از اثباتͬ

گودل تمامیت و درستͬ قضیه ی از استفاده روش نخستین کرد. ثابت مختلفͬ روشهای با ͬ توان م را
٢٩elementary class
٣٠satisfiable
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جمله ها) از Σ مجموعه ی هر (برای آن بر بنا که قضیه ای یعنͬ است؛

Σ |= T ⇔ Σ ⊢ T.

یاددشده قضیه ی به بنا ویژه، به

Σ |=⊥⇔ Σ ⊢⊥;

هر اگروتنهااگر است سازگار Σ طرفͬ از باشد. مدل دارای اگروتنهااگر است سازگار Σ دیͽر، بیان به

دارای Σ پس باشد. مدل دارای آن از متناهͬ بخش هر اگروتنهااگر باشد، سازگار آن از متناهͬ بخش

باشد. مدل دارای آن از متناهͬ بخش هر اگروتنهااگر است مدل

روش، این در است. ٣١ هنکین ساختمانهای از بهره گیری فشردگͬ، اثبات برای دیͽر روش

ͬ شوند. م برایΣاستفاده مدل ͷی بناکردن برای مستقیماً تمامیت، و درستͬ قضیه ی اثبات تکنیͺهای

این در فراضربهاست. از استفاده شد، خواهد پرداخته بدان درس تمرینهای در که سوم، روش

ͬ شود. م حاصل Σ از متناهͬ بخش̞ هر برای موجود مدلهای از فراضربی از نظر مورد مدل روش

دیͽر، بیان به ∥L∥؛ := max{ℵ٠, |L|} کنید تعریف L داده شده ی زبان ͷی برای

∥L∥ =

|L| |L| ≥ ℵ٠,

ℵ٠ |L| < ℵ٠

کمتریامساویِ اندازه ی با مدلͬ باشد، ارضاپذیر T تئوریِ اگر کاهشͬ): اسͺولم̧ (لُوِنهایم ٢۴ قضیه

دارد. ∥L∥

آنگاه باشد، نامتناهͬ مدلͬ دارای و ارضاپذیر T تئوریِ اگر افزایشͬ): اسͺولم̧ (لُونهایم ٢۵ قضیه

دارد. κ اندازه ی از مدلͬ κ ≥ ∥L∥ نامتناه̞ͬ کاردینالِ هر برای

و لونهایم اسͺولم لمهای از استفاده با باشد. نامتناهͬ مدلͬ دارای T تئوریِ کنید فرض :٢۵ تمرین

دارد. κ با برابر دقیقاً اندازه ی با مدلͬ T آنگاه که دهید نشان فشردگͬ،

کافͬ و لازم شرطͬ زیر در است. بسته فراضربها تحتِ باشد، مقدماتͬ کلاسͬ اگر که گفتیم

آورده ایم. کلاس ͷی بودن مقدماتͬ برای

:٢۶ قضیه
٣١Henkin
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هم ارزی تحت و فراضربها تحت اگروتنهااگر است مقدماتͬ ساختارها  ــ L از K کلاس̞ .١

باشد. بسته مقدماتͬ

ایزومرفیسم تحت و فراضربها تحت اگروتنهااگر است مقدماتͬ ساختارها  ــ L از K کلاس̞ .٢

باشد. بسته

دانشجویان عهده ی بر پروژه عنوان به را آن اثبات که است ٣٢ کیسلر و شلاه از قضیه ای دوم، مورد

ͬ نهیم. وام

تئوریِ یافتن هدفمان باشد؛ بسته مقدماتͬ هم ارزی و فراضربها تحت K گیریم اول. قسمت اثبات

که طوری به است T

K =MOD(T ).

ͬ خواهیم: م که است همانگونه پایین،  در T تئوریِ که ͬ کنیم م ادعا

T =
∩
i∈I

Th(Mi) = {ϕ|∀M ∈ K M |= ϕ}.

آنگاه باشد، ساختارها ــ L از خانواده ای ⟨Mi⟩i∈I هرگاه که کرد خواهیم ثابت بنابراین، :٢٧ توجه

آنهاست. از فراضربی تئوری با مقدماتͬ هم ارز آنها اشتراک تئوری

.K ⊆MOD(T ) و است ارضاپذیر بوضوح T که کنید توجه نخست

I روی F فرافیلترِ و ⟨Mi⟩i∈I خانواده ی که داد خواهیم نشان باشد. T از مدلͬ N کنید فرض

است، بسته فراضربها و مقدماتͬ هم ارزی تحت K که آنجا از .N ≡
∏

F Mi که موجودند چنان

.N ∈ K که شد خواهد نتیجه این از

این غیر (در Mθ |= θ که است موجود چنان Mθ چون مدلͬ θ ∈ Th(N) گزاره ی هر برای

ͬ گیریم م حال .(¬θ ∈
∩
i∈I Th(Mi) = T صورت

I = {∆|∆ متناهͬ⊇ Th(N)}

ͬ دهیم م قرار ∆ ∈ I هر برای و

Σ∆ = {∆′ ∈ I|∆ ⊆ ∆′}.
٣٢Shelah, Kiesler
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چون فرافیلتری در رو این از و دارد ناتهͬ متناهͬ اشتراک ویژگͬ X = {Σ∆|∆ ∈ I} مجموعه ی

ͬ شود. م واقع I روی F

.
∏

F Mi ≡ N که دهید نشان اثبات، رساندن پایان به برای :٢۶ تمرین

تئوریها برخͬ در ͬ کنیم. م مطالعه آنها در صادق فرمولهای از استفاده با را مدلها مدل، نظریه ی در

فرمولهایند. از خاصͬ نوع با معادل فرمولها همه ی

بدون معادلͬ آن پیمانه ی به فرمولͬ هر هرگاه ͬ خوانیم م ٣٣ سور حذف دارای را T تئوریِ :٢٨ تعریف

ψ(x١, . . . , xn) چون سور بدون فرمولͬ ϕ(x١, . . . , xn) فرمولِ هر برای یعنͬ باشد؛ داشته سور

که طوری به باشد، موجود

T |= ∀x١, . . . , xn ϕ(x١, . . . , xn)↔ ψ(x١, . . . , xn).

ثابت ͷی حداقل حاوی L زبانِ که است نیاز برگیرد، در نیز را جمله ها بالا تعریف اینکه برای

باشد.

نخست ͬ آورند. م حساب به تئوریها از جبری» «ویژگͬ ͷی زیر، نظرگاههای از را سور حذف

دست به را ٣۴ چندگوناها از بولͬ ترکیبی جبری، ساختار ͷی در سور، بدون فرمول هر که این

ترکیبات یعنͬ را، جبری چندگوناهای سور، بدون فرمولهای ACF تئوریِ در مثال، برای ͬ دهد. م

ͬ دهند م دست به را {x̄|f١(x̄) = f٢(x̄) = . . . = fn(x̄) = ٠} شͺل به مجموعه های بولͬ

شبه جبری مجموعه های سور، بدون فرمولهای RCF در نیز چندجمله ایند. ها fi نمایش این در که

حاصل زیر شͺل به مجموعه هایی بولͬ ترکیبات از که مجموعه هایی یعنͬ ͬ دهند؛ م دست به را ٣۵

برابر یعنͬ تئوریها این در داشتن سور حذف پس .{x̄|f١(x̄) > ٠, . . . , fn(x̄) > ٠} ͬ شود: م

چندگوناها. بولͬ ترکیبات با تعریف پذیر مجموعه های بودنِ

،M ⊆ N که طوری به باشند T سورِ حذف دارای تئوریِ ͷی از مدل دو M,N اگر که این دوم

با سور بدون فرمولهای درباره ی N و M آنگاه M ⊆ N اگر که ͬ دانیم م (علت: M ≺ N آنگاه

گرفت). نظر در سور بدون ͬ توان م را فرمولها همه ی سور، حذف به بنا حال همنظرند. M در پارامتر

٣٣quantifier elimination
٣۴variety
٣۵semialgebraic
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ͬ کنند. م حذف را سورها RCF و ACF تئوریهای :٢٩ مثال

سورِ بدون معادل دارای ∃x ax٢ + bx + c = ٠ فرمولِ ⟨R,+, ·, ٠, ١,≤⟩ ساختارِ در

بدون معادل یافتن اما کرد، ثابت جبری مقدماتͬ روشهای با ͬ توان م را این است. b٢ − ۴ac ≥ ٠

استفاده محͺهایی از سور حذف بررسͬ برای عموماً نیست. سادگͬ بدین فرمولها همه ی برای سور

پرداخت. خواهیم برگشتͬ و رفت سامانه های وجود یعنͬ آنها از ͬͺی به درس، تمرینهای در که ͬ شود م

ͬ خوانند: م زیرساختار˂کامل گاهͬ را سور حذف دارای تئوریهای

معادلند: هم با زیر موارد :٢٧ تمرین

ͬ کند. م حذف را سورها T تئوریِ .١

کامل تئوریِ ͷی A ⊆ M زیرساختِ هر و M |= T مدلِ هر برای برای Diag(A) ∪ T .٢

است.

یعنͬ باشد؛ وجودی معادلͬ دارای آن پیمانه ی به فرمول هر هرگاه ͬ خوانند م مدل کامل را T تئوریِ

موجود ψ(x١, . . . , xn, y١, . . . , ym) چون سور بدون فرمولͬ ϕ(x١, . . . , xn) فرمولِ هر برای

که طوری به باشد،

T |= ∀x١, . . . , xn ϕ(x١, . . . , xn)↔ ∃y١, . . . ym ψ(x١, . . . , xn, y١, . . . , ym).

نیست. برقرار این عکس ولͬ ͬ دهد؛ م نتیجه را بودن مدل کامل سور، حذف که) است (واضح

را سورها ولͬ است مدل کامل L = {+,−, ·, ٠, ١} زبان در RCF که دهید نشان :٢٨ تمرین

ͬ کند. نم حذف

ͬ شود. م مشخص زیر تمرین در «مدل کامل» تسمیه˼ وجه

معادلند: هم با زیر موارد که دهید نشان :٢٩ تمرین

است. مدل کامل T تئوریِ .١

است. کامل Diag(M) ∪ T تئوریِ M |= T مدلِ هر برای .٢

داریم M,N |= T مدلِ دو هر برای .٣

M ⊆ N⇔M ≺ N.

٣٢



تایپها فضای ۴ . ١

مدل نظریه ی در هستند. «صفات» روی از «ذات» شناخت آشنای ایده ی مدلͬ نظریه ی مصداق تایپها

ͬ های ویژگ مجموعه ی ͬ شویم. نم قائل تمایز آن صفات مجموعه ی و عنصر ͷی ذات میان گاهͬ نیز

نامید. خواهیم تایپ مدل، نظریه ی در را شده داده عنصر ͷی

صورتͬ چه در که است سوال این به پاسخ هدف˂ .b̄ ∈ N و ā ∈ M ،M,N |= T گیریم

خواسته این که دید خواهیم بͽذارد. تمایز ā, b̄ متناهͬ) لزوماً (نه دنباله های میان ͬ تواند نم T تئوریِ

باشند. همتایپ یادشده تئوری به نسبت دنباله دو این که ͬ شود م برآورده زمانͬ

آنگاه باشند، Q میدانِ روی متعالͬ عنصر دو x, y اگر بͽیریم. پی مثالͬ با را بحث بͽذارید

نظریه ی زبان به دارند. یͺسانͬ ارزش Q روی جبری لحاظ از عنصر دو این یعنͬ Q(x)؛ ∼= Q(y)

درآورده  ایم. مدلͬ نظریه ی دقیق زبان به را بالا مطالب ادامه، در همتایپند. Q روی عنصر دو این مدلͬ،

عبارتِ از منظور که ͬ کنیم م یادآوری

(*) است سازگار T تئوری با ϕ(x١, . . . , xn) فرمولِ

بیان به جمله هاست؛ از سازگار مجموعه ای T ∪ {∃x١, . . . , xn ϕ(x١, . . . , xn)} که است این

فرض .M |= ϕ(α١ . . . , αn) که موجودند ,α١چنان . . . , αn ∈M عناصرِ و T Mاز مدل دیͽر،

L′ که است این معادل (∗) آنگاه .L′ = L∪{c١, . . . , cn} و باشند جدید ثوابتͬ c١, . . . , cn کنید

موجود M′ = ⟨M, c١, . . . , cn⟩ ساختارِ  ــ L′ یعنͬ باشد؛ سازگار T ∪{ϕ(c١, . . . , cn)} تئوریِ ــ

M′ = ⟨M, . . .⟩ که هرگاه که کنید توجه .M′ |= ϕ(c١, . . . , cn) و M′ |= T که طوری به باشد

داریم ϕ جمله ی ــ L هر برای آنگاه باشد، L′ = L ∪ {. . .} زبانِ به M ساختارِ ــ L از بسطͬ

M′ |= ϕ⇔M |= ϕ.

که L زبانِ در باشد کامل تئوری ͷی T که کرده ایم فرض جلسه، این ادامه ی سرتاسرِ در

چندتایی های و M,N |= T مدلِ دو بعدی، تعریف برای نیست. متناهͬ آن از مدل هیچ

بͽیرید. نظر در را b̄ = (b١, . . . , bn) ∈ N و ā = (a١, . . . , an) ∈M

مقدمات̞ͬ نشاندنهای و M مدلِ هرگاه ͬ خوانیم م گالواهم ارز را b̄ و ā دنباله  های :٣٠ تعریف

ͬ نویسیم م صورت این در .f(ā) = g(b̄) که باشند موجود چنان g : N → M و f : M→M

.ā ∼Gal b̄ یا ⟨M, ā⟩ ∼Gal ⟨N, b̄⟩

٣٣



نمادگذاری این در که دید خواهیم بعدها ͬ آیند. نم چشم به مدلها ā ∼Gal b̄ نماد در که کنید توجه

بی نقشند. تعریف دراین مقدماتͬ نشستنهای پیمانه ی به مدلها، است؛  کار در عمدی

داریم a١, . . . an ∈M هر برای آنگاه .f ∈ Aut(M) و M |= T کنید فرض :٣١ مثال

a١ . . . an ∼Gal f(a١) . . . f(an).

اگروتنهااگر M |= ϕ(ā) داریم ϕ(x̄) فرمولِ  ــ L هر برای آنگاه ā ∼Gal b̄ اگر :٣٢ توجه

دیͽر عبارت به N؛ |= ϕ(b̄)

ā ∼Gal b̄⇒ ⟨M, ā⟩ ≡ ⟨N, b̄⟩.

در را آن که داریم نیاز زیر لم به گفته، این اثبات برای است. هم ارزی رابطه ی ͷی∼Gal رابطه ی

کرد. خواهیم اثبات تمرین جلسات

صورت آن در دهید نشان باشد. کامل T تئوری کنید فرض :٣٠ تمرین

و A,B,C |= T هرگاه که معنͬ بدین است؛ ٣۶ ملغمه سازی) (یا ادغام ویژگ̞ͬ دارای T .١

نشاندنهای و D |= T مدلِ آنگاه باشند، مقدماتͬ نشاندنهای f٢ : A→ C و f١ : A→ B

.g١ ◦ f١ = g٢ ◦ f٢ که موجودند چنان g٢ : C→ D و g١ : B→ D مقدمات̞ͬ

مدلͬ A,B |= T مدلِ دو هر برای یعنͬ است؛ ٣٧ امͺان نشاندن همزمان ويژگ̞ͬ دارای T .٢

موجودند. g : B→ C و f : A→ C چون مقدماتͬ نشاندنهایی و C |= T چون

است. هم ارزی ∼Gal رابطه ی :٣٣ گزاره

به تنها اینجا در نیست؛ دشوار چندان یادشده رابطه ی بودن تقارنͬ و انعکاسͬ بررسͬ اثبات.

مقدمات̞ͬ نگاشتهای پس .b̄ ∼Gal c̄ و ā ∼Gal b̄ گیریم پرداخته ایم. آن تعدی اثبات

که موجودند چنان f : N : ⟨N, b̄⟩ → ⟨Q١, q̄١⟩ و fM : ⟨M, ā⟩ → ⟨Q١, q̄١⟩

و gN : ⟨N, b̄⟩ → ⟨Q٢, q̄٢⟩ مقدماتͬ نگاشتهای ترتیب همین به .fM(ā) = fN(b̄) = q̄١

مدل کردن پیدا هدفمان .gN(b̄) = gP(p̄) = q̄٢ که موجودند چنان gP : ⟨P, p̄⟩ → ⟨Q٢, q̄٢⟩
٣۶amalgamation property (AP)
٣٧joint embedding property
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hP : ⟨P, p̄⟩ → ⟨Q٣, q̄٣⟩ و hM : ⟨M, ā⟩ → ⟨Q٣, q̄٣⟩ مقدمات̞ͬ نگاشتهای همراه به ⟨Q٣, q̄٣⟩

.hM(ā) = hp(p̄) = q̄٣ که طوری به است

نشاندنهای و ⟨Q٣, q̄٣⟩ ساختارِ  ــ L ∪ {c١, . . . , cn⟩ ͬ توان م ادغام، ویژگͬ به بنا

که یافت چنان را hQ٢ : ⟨Q٢, q̄٢⟩ → ⟨Q٣, q̄٣⟩ و hQ١ : ⟨Q١, q̄١⟩ → ⟨Q٣, q̄٣⟩

هستند. نیاز مورد نشاندنهای hQ٢ ◦ gP و hQ١ ◦ fM حال .hQ١ ◦ fN = hQ٢ ◦ gN

⟨M, ā⟩

%%KK
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KK

K

⟨Q١, q̄١⟩

%%KK
KKK

KKK
KK

⟨N, b̄⟩

99ttttttttt

%%KK
KKK

KKK
KK

⟨Q٣, q̄٣⟩

⟨Q٢, q̄٢⟩

99ssssssssss

⟨P, p̄⟩

99sssssssss

است: برقرار نیز گفته این عکس .⟨M, ā⟩ ≡ ⟨N, b̄⟩ که ͬ شود م نتیجه ā ∼Gal b̄ از که گفتیم

.ā ∼Gal b̄ آنگاه ⟨M, ā⟩ ≡ ⟨N, b̄⟩ اگر :٣۴ گزاره

نیاز مورد نشاندنهای .Th(M, ā) = Th(N, b̄) تئوریِ از باشد مدلͬ ⟨Q, q̄⟩ کنید فرض اثبات.

ͬ شوند. م پیدا آسانͬ به

ͬ کنیم م تعریف .a١, . . . , an ∈M و M |= T گیریم :٣۵ تعریف

tpM(a١, . . . , an) = {ϕ(x١, . . . , xn)|M |= ϕ(a١, . . . , an)}.

شد گفته آنچه بنابر

ā ∼Gal b̄⇔ tpM(ā) = tpN(b̄);

٣۵



دهید قرار ͬ دهند: م مجموعه تشͺیل ∼Gal رابطه ی هم ارزی کلاسهای به ويژه

Sn(T ) = {tpM(a١, . . . , an)|M |= T, a١, . . . , an ∈M},

.|Sn(T )| ≤ ٢∥L∥ که است واضح

در متغیرهای با فرمولهایی ــ L از متشͺل Σ(x١, . . . , xn) مجموعه ی جزئͬ): (تایپ ٣۶ تعریف

یعنͬ باشد؛ سازگار T ∪ Σ(x١, . . . , xn) هرگاه ͬ خوانیم م ٣٨ جزئͬ تایپِ ͷی را x١ . . . , xn میانِ

ϕ(x١, . . . , xn) ∈ Σ هر برای که باشند موجود چنان α١, . . . , αn ∈ M عناصرِ و M |= T

.M |= ϕ(ᾱ) باشیم داشته

شروط آن محدودیتهای که دانست معادلات از دستگاهͬ عنوان به ͬ توان م را جزئͬ تایپ ͷی

بنابراین، است. معادلات از مجموعه این بودن پاسخدار ضامن سازگاری، است. T تئوری

α١, . . . , αn ∈ M عناصرِ و M |= T مدلِ اگروتنهااگر است جزئͬ تایپ ͷی Σ(x١, . . . , xn)

که طوری به باشند موجود

Σ(x١, . . . , xn) ⊆ tpM(α١, . . . , αn).

ͬ خوانیم. م تایپ ͷی خلاصه طور یا ٣٩ کامل، تایپ ͷی Σرا دهد، رخ تساوی بالا، در که صورتͬ در

⟨xi : i ∈ I⟩ کنید فرض نیست. ضروی بالا تعریفهای در متغیرها تعداد بودن متناهͬ :٣٧ نکته

ϕ(xi١ , . . . , xin) چون فرمولهایی از متشͺل Σ(xi|i ∈ I) مجموعه ی باشد. متغیرها از دنباله ای

متشͺل را SI(T ) مجموعه ی ͬ توان م نیز بدینسان باشد. سازگار T با هرگاه ͬ خوانیم م جزئͬ تایپ را

داد. تشͺیل متغیرها این با کامل تایپهای از

دهید قرار L مشخص̞ زبانِ ͷی در استون): (توپولوژی ٣٨ تعریف

ThL = {T است| کامل تئوری ͷی T }

مجموعه های .[ϕ] = {∈ ThL |ϕ ∈ T} دهید جمله یϕقرار Lــ هر برای .ThL ⊆ جمله ها٢٢ داریم

به بنا بدان، مربوط ͷتوپولوژی فضای که ͬ دهند م ThL روی توپولوژی ͷی برای پایه ای تشͺیل [ϕ]
٣٨partial type
٣٩complete type

٣۶



توسط شونده ایجاد توپولوژی Sn(T ) روی ͬ توان م مشابه، طور به است. فشرده فشردگͬ، قضیه ی

گرفت: نظر در را زیر پایه ایِ عناصر

[ϕ(x١, . . . , xn)] = {p|p = tpM(a١, . . . , an), ϕ ∈ p,M |= T, a١, . . . , an ∈M}.

و ناهمبند تماماً فشرده، ،ͷتوپولوژی فضای این ͬ خوانیم. م استون توپولوژی را یادشده توپولوژی

است. هاسدورف

٣٧



تایپها از مثالهایی پنجم، جلسه ی ۵ . ١

درباره ی را زیر نکته ی بپردازیم، تایپها از مثال چند بررسͬ یعنͬ جلسه، این هدف به که آن از پیش

ͬ شویم. م متذکر استون توپولوژی

a ≤ b⇔ a∧b = aترتیب آن روی که باشد، بولͬ جبر ͷی ⟨B,∧,∨, ٠, ١⟩ کنید فرض :٣٩ نکته

زیر اصول هرگاه ͬ خوانیم م پالایه ͷی یا فیلتر، ͷی را A ⊆ B زیرمجموعه ی است. شده تعریف

باشند. صادق آن درباره ی

a ∈ A→ ∀b ≥ a b ∈ A •

a, b ∈ A→ a ∧ b ∈ A •

.٠ ̸∈ A •

صفر مشخصه ی با حلقه ای ͬ توان م را بولͬ جبر ͷی) است ایده آل مفهوم دوگان فیلتر،  مفهوم

هر برای هرگاه ͬ خوانیم م فرافیلتر ͷی را A فیلترِ ͬ یابد). م معنا بافتار این در ایده آل گرفت. نظر در

.b ∈ A یا a ∈ A که شود نتیجه a ∧ b ∈ A از a, b ∈ B

ͬ دهیم م قرار B بول̞ͬ جبر برای

max(B) = {A ⊆ B|است B روی فرافیلتر ͷی A}

استون توپولوژی را آن که ͬ دهند م توپولوژی ͷی برای پایه ای تشͺیل زیر رویmax(B)مجموعه های

ͬ خوانند: م

[a] = {A ∈ max(B)|a ∈ A}.

است. ناهمبند تماماً و فشرده توپولوژی، این

لیندنبام جبر روی ͬ آید م دست به جبری استون توپولوژی از Sn(Tنیز ) فضایِ در استون توپولوژی

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که ͬͺتارس ــ

Bn(T ) = {[ϕ(x̄)]∼|ϕ(x̄) ∈ Formul}

است: زیر هم ارزی رابطه ی تحت ϕ فرمولِ کلاس [ϕ(x̄)]∼ از منظور آن در که

ϕ(x̄) ∼ ψ(x̄)⇔ T |= ∀x̄ ϕ(x̄)↔ ψ(x̄)

٣٨



کرده ایم تعریف و

[ϕ]∼ ∧ [ψ]∼ = [ϕ ∧ ψ]∼

[ϕ]∼ ∨ [ψ]∼ = [ϕ ∨ ψ]∼

٠ = [x ̸= x]∼

١ = [x = x]∼

هستند. کامل تایپهای همان Bn(T ) در ابرفیلترها که دهید نشان :٣١ تمرین

ابتدا بدون چͽالِ خطͬ مرتب مجموعه های تئوری یا ،DLO تئوریِ :(DLO در (تایپها ۴٠ مثال

ͬ شود. م اصلبندی زیر صورت به L = {≤} زبانِ در انتها، و

.∀x x ≤ x •

∀xy x ≤ y ∧ y ≤ x→ x = y •

.∀xyz x ≤ y ∧ y ≤ z → x ≤ z •

∀xy x ≤ y ∨ y ≤ x •

.∀xy x ≤ y → ∃z x < z < y •

.∀x ∃y١y٢ y١ < x < y٢ •

هستند. DLO از مدل دو ⟨R,≤⟩ و ⟨Q,≤⟩ مثال عنوان به

ͬ توان م کنید) مراجعه دوم و نخست سری تمرینهای (به برگشتͬ و رفت سامانه های از استفاده با

مدل دو هر یعنͬ دومͬ این است؛ جازم ــ ℵ٠ و ͬ کند م حذف را سورها DLO تئوریِ که داد نشان

بشناسانیم. DLO در را تایپها تا برآنیم ادامه در ایزومرفند. هم با DLO از شمارا

فصلͬ با است معادل فرمول هر سور، حذف به بنا ͬ پردازیم. م S١(DLO) بررسͬ به نخست

بدون (و x متغیرِ تک با اتم̞ͬ نقیض و اتمͬ فرمولهای اتمͬ. فرمولهای متناهͬ عطفهای از متناهͬ

زیرند: صˀو̮رِ از ͬͺی به تنها پارامتر)

٣٩



.x ≤ x •

.x = x •

¬(x ≤ x) •

.¬(x = x) •

از ماکزیمال مجموعه ای کامل، تایپ که آنجا از باشند، متفاوت تایپِ دو p١, p٢ اگر که کنید توجه

و ϕ ∈ p١ یعنͬ کند؛ متمایز هم از را ایندو که باشد موجود ϕ(x) چون فرمولͬ باید فرمولهاست،

چون باشد تایپی هیچ در ͬ تواند نم آخر فرمول (و سازگارند هم با بالا فرمول نوع سه .¬ϕ ∈ p٢

.|S١(DLO)| = |[x = x]| = |[x ≤ x]| = ١ پس است)؛ ناسازگار

ͬ دهیم م قرار .a١, . . . , an ∈M و M |= DLO گیریم ͬ پردازیم. م Sn(DLO) به حال

Diag(x١, . . . , xn)a١,...,an := qftp(a١, . . . , an) = {ϕ(x١, . . . , xn)|M |=

ϕ(a١, . . . , an), است اتمͬ نقیض یا اتمͬ ϕ }

ͬ کند؛ م مشخص کامل طور به Diag(x١, . . . , xn)a١,...,an را tp(a١, . . . , an) سور، حذف به بنا

یعنͬ

{tp(a١, . . . , an)} = [
∧

ϕ∈Diag(x١,...,xn)a١,...,an

ϕ]

است. متناهͬ Sn(DLO) مجموعه ی n ∈ N هر برای بنابراین

کامل، تئوری هر آن، به بنا که کرد خواهیم ثابت را ۴٠ ͬͺنار˂دِو̱س ــ ریل  قضیه ی آینده جلسات در

باشد. متناهͬ آن در nتایپها تعداد اگروتنهااگر است جازم ــ ℵ٠

دهید قرار گرفته نظر در را ⟨Q,≤⟩ |= T مدلِ ͬ پردازیم. م پارامتر دارای تایپهای بررسͬ به حال

مدل هر رو این از و {cr}r∈Q ثوابتِ دارای تئوری این زبانِ طبیعتاً .TQ = Th(⟨Q,≤, r⟩r∈Q)

سورها TQ که کرد تحقیق ͬ توان م آسانͬ به است. ⟨Q,≤⟩ از مقدماتͬ توسیعͬ یادشده، تئوریِ از

این در تک متغیره اتم̞ͬ نقیض و اتمͬ فرمولهای است). چنین DLO که آنجا (از ͬ کند م حذف را

زیرند: صˀو̮ر از ͬͺی به حالت،

x ≤ x •
۴٠Ryll-Nardewski

۴٠



.x = x •

x ≤ cr •

.x ≥ cr •

.x = cr •

است. متصو̮ر زیر حالات S١(TQ) در p(x) تایپِ برای

که است واضح آنگاه ،“x = cr” ∈ p که طوری به باشد، موجود r ∈ Q اگر

[x = cr] = {p(x)}.

بͽیرید: نظر در را زیر مجموعه های آنگاه “x ̸= cr” ∈ p باشیم داشته r ∈ Q هر برای اگر

Up = {s ∈ Q|“x < s” ∈ p}

Lp = {s ∈ Q|“x > s” ∈ p}

بنابراین .TQ ⊢ ct < s آنگاه x > ct ∈ p و x < s ∈ p اگر نیز Lp؛ ∩ Up = ∅ که کنید توجه

.Lp ∪ Up = Q نیز .Lp < Up

تایپ این ͬ خوانیم. م +∞ تایپِ را p و است سازگار TQ ∪ {x > ct}t∈Q آنگاه Up = ∅ اگر

است. r ∈ Q ازهمه ی x بودنِ بزرگتر بیانگر

ͬ شود. م تعریف Lp = ∅ که حالتͬ در p = −∞ تایپِ مشابه طور به

r+ با را p آنگاه maxLp = r و باشد ماکزیمم داری Lp و باشند ناتهͬ Lp, Up دوی هر اگر

است. r گویای عدد به راست طرف از x بودن ̞ͬͺنزدی بیانگر تایپ این ͬ دهیم. م نشان

ͬ شود. م تعریف باشد کمینه عنصر دارای Up که صورتͬ در r− تایپ مشابه طور به

تعداد ͬ خوانیم. م اصم تایپ را pتایپ Lpماکزیموم، و باشد داشته مینیموم Up نه که صورتͬ در

است. ٢ℵ٠ تایپها اینگونه

ͬ کنیم: م جمعبندی زیر صورت به را بالا مطالب

S١(Q) = S١(TQ) = {−∞}∪{+∞}∪{x = r}r∈Q∪{r−}r∈Q∪{r+}r∈Q∪{r}اصم r.

است. حداکثرِ ممͺن تک متغیره تایپهای تعداد تئوری این در یعنͬ |(TQ)S١|؛ = ٢ℵ٠ بنابراین

۴١



TN := Th(N, {n}n∈N) در تک متغیره تایپهای بررسͬ هدفمان پئانو): حساب در (تایپها ۴١ مثال

که بͽیرید نظر در را θ(x, y) فرمولِ است.

(α, β) |= θ ⇔ α|β.

بͽیرید: نظر در را فرمولها از زیر مجموعه ی اول، اعداد از A دلخواه˼ زیرمجموعه ی ͷی برای

πA = {“p|x” : p ∈ A} ∪ {“p ̸ |x” : p ̸∈ A}.

کنید توجه است. جزئͬ تایپ ͷی یادشده مجموعه ی پس است، سازگار TN ∪ πA که است واضح

بنابراین است. ناسازگار πA١∪πA٢∪TN آنگاه باشند اول اعداد از زیرمجموعه A١دو ̸= A٢ اگر که

به یعنͬ متفاوتند؛ هم با ͬ آیند، م حاصل یادشده جزئͬ تایپهای تکمیل از که PA١ ,PA٢ کامل̞ تایپهای

پس کرد. پیدا کامل تایپ ͬ توان م اول اعداد زیرمجموعه های تعداد اندازه ی

|S١(TN)| = ٢ℵ٠ .

توپولوژی ͷکم با تئوریها تحلیل به تایپها، از دیͽری مثالهای آوردن بر علاوه آینده جلسات در

پرداخت. خواهیم تایپهایشان فضای روی استون

به هرگاه ͬ خوانیم م ۴١ ایزوله تایپِ ͷی را p(x̄) ∈ Sn(T ) تایپِ ایزوله): (تایپهای ۴٢ تعریف

بنابراین باشد. باز مجموعه ای {p} یعنͬ باشد؛ ایزوله استون توپولوژی در Sn(T ) از عنصری عنوان

.{p} = [ϕ] که است موجود چنان ϕ ∈ p فرمولِ آنگاه باشد، ایزوله p اگر

تکلیف یادشده فرمول ({p} = [ϕ] که هرگاه (یعنͬ شود ایزوله ϕ فرمول توسط p تایپِ وقتͬ

داریم ψ(x̄) ∈ p فرمولِ هر برای دیͽر بیان به ͬ کند؛ م مشخص کامل طور به را تایپ

T |= ∀x (ϕ(x̄)→ ψ(x̄)).

لحاظ به نقاط همه ی رو این از و است متناهͬ تایپها تعداد زیرا ایزوله اند، تاپیها همه ی DLO در

(زیرا است غیرایزوله نقطه ی ͷی دارای حتماً باشد، نامتناهͬ Sn(T ) اگر ایزوله اند. ͷتوپولوژی

از متشͺل نامتناهͬ پوششͬ باشند، ایزوله تایپها همه ی باشد قرار اگر و است فشرده استون توپولوژی

نباشد). ͬ ای متناه زیرپوشش هیچ  دارای که ͬ شود م یافت Sn(T ) برای تک نقطه ای باز مجموعه های

۴١isolated type

۴٢



تایپها حذف ششم، جلسه ی ۶ . ١

ϕ(x̄) ∈ p فرمولِ ͷی شامل̞ تایپِ تنها هرگاه است ایزوله p(x̄) تایپِ که گفتیم پیش جلسه ی در

a١, . . . , an چون عناصری :۴٢ ͬ شود م برآورده T مدلهای تمام در p(x̄) ایزوله ی تایپِ هر باشد.

تنها گفته این عکس ͬ کنند. م برآورده نیز را تایپ ک͒ل̞ ͬ کنند، م برآورده را ϕ ایزوله کننده ی فرمولِ که

آن در کامل مدلͬ T و باشد شمارا زبانͬ L اگر یعنͬ باشد؛ شمارا زبان، که است برقرار صورتͬ در

p(x̄) اگر دیͽر، بیانͬ به باز است. ایزوله p(x̄) آنگاه شود، برآورده T مدلهای همه ی در p(x̄) و

ͬ شود؛ نم برآورده آن در p که است موجود چنان M |= T چون مدلͬ آنگاه باشد، غیرایزوله تایپی

.۴٣ ͬ شود م حذف M مدلِ در p اصطلاحاً

شدن برآورده پس گرفت. نظر در فرمولها از نامتناهͬ مجموعه ای ͬ توان م را p تایپِ که گفتیم

یعنͬ M در آن

M |= ∃x̄
∧
ϕ∈p

ϕ(x̄),

یعنͬ آن شدن حذف و

M |= ∀x̄
∨
ϕ∈p

¬ϕ(x̄);

ϕ(x̄) ∈ p چون فرمولͬ a١, . . . , an ∈M هر برای که است این معادل M در p شدن حذف پس

که طوری به باشد، موجود

M |= ¬ϕ(ā).

p(x̄) تایپِ اگر آن. در کامل تئوریِ ͷی T و شمارا باشد زبانͬ L گیریم (حذف تایپها): ۴٣ قضیه

شود. حذف آن در p که است موجود چنان M |= T شمارای مدل آنگاه باشد، غیرایزوله

ارائه بعد جلسات در را آن نقض مثال نیست؛ برقرار ناشمارا زبانهای برای بالا قضیه ی :۴۴ نکته

کرد. خواهیم

بدین را قضیه اثبات ͬ شود. م استفاده هنکینͬ ساختهای از یادشده قضیه ی اثبات برای معمولا˟
۴۴ ͷتوپولوژی اثباتͬ به جا این در تا واگذاشته ایم دانشجویان به پروژه ها از ͬͺی عنوان به روش،

۴٢is realised
۴٣is omitted

جست! خواهیم بهره هنکینͬ ساختمانهای از نیز اثبات این در چند ۴۴هر

۴٣



بپردازیم.

تعدادی در و همزمان صورت به غیرایزوله تایپ شمارا تعداد برای ۴۵ تایپها حذف قضیه ی :۴۵ نکته

شماراست). همچنان آن در مورداشاره  مدل (و است برقرار نیز متغیر شمارا

آن در هرگاه ͬ خوانیم م ۴۶ بِى˓ر ویژگ̞ͬ دارای را (X, τ) هاسدورفِ ِͷتوپولوژی فضای :۴۶ یادآوری

باشد. چͽال چͽال، بازِ مجموعه های از شمارا اشتراک هر

هیچجاچͽال بسته ی مجموعه های از شمارا اجتماع هر آن در هرگاه دارد بئر ويژگͬ (X, τ) معادلا˟

ویژگͬ دارای تام ِͷمتری فضای هر که دارید خاطر به مقدماتͬ آنالیز از نیز ۴٨ باشد. هیچجاچͽال ۴٧

است. بئر

مجموعه ی L شمارای زبان برای

XL := ThL = {T است| L زبان در کامل تئوری ͷی T}

ِͷتوپولوژی پایه ی همراه به را

B = {[ϕ]|است L زبانِ در جمله ͷی ϕ}

۵٠ است. ۴٩ جدایی پذیر رو این از و شمارا پایه ای دارای و فشرده یادشده، فضای بͽیرید. نظر در

کامل ͷمتری فضای ͷی با است هومئومرف یعنͬ است؛ ۵١ لهستانͬ جدایی پذیر، فشرده ی فضای هر

است. بئر ویژگͬ دارای ویژه به XL پس ͬ پذیر. جدائ

زبانِ به تا ͬ دهیم م گسترش ثوابت از C شمارای مجموعه ی با را L شمارایِ زبان

ͬ کنیم م تعریف برسیم. L(C) = L ∪ C

XL(C) = {T (C)|است L(C) زبانِ در T شامل̞ کامل̞ تئوری ͷی T (C)}.

۴۵omitting type theorem
۴۶Baire property
۴٧nowhere-dense

ندارد. درونͬ نقطه ی هیچ بستارش که است آن هیچجاچͽال مجموعه ی از ۴٨منظور

۴٩separable
چͽال. شمارای زیرمجموعه ی ͷی بودن دارا یعنͬ بودن ͬ پذیر ۵٠جدائ

۵١Polish space

۴۴



است. فشرده XL(C) که دهید نشان مستقیم) طور (به :٣٢ تمرین

دهید قرار است. بئر ویژگͬ دارای و ͬ پذیر جدائ فشرده، XL(C) فضای

Γ١ = {T (C) ∈ XL(C)|

است. شاهددار مجموعه  همین در و است C مجموعه ی جهانش که است L(C) زبانِ در هنکینͬ تئوری ͷی T (C)

فرمولِ هر برای هرگاه است C در شواهد دارای تئوریِ ͷی T تئوریِ که ͬ کنیم م یادآوری

که طوری به باشد موجود cc١,...,cn
ϕ ثابتِ ϕ(x, c١, . . . , cn)

T (C) |= ∃xϕ(x, c١, . . . , cn)→ ϕ(cc١,...,cn
ϕ , c١, . . . , cn).

Cمرور مجموعه ی ͷی در شواهد دارای تئوری ͷی آوردن دست به برای را هنکین روش :٣٣ تمرین

کنید.

است. چͽال XL(C) در Γ١ که) تعاریف از مستقیم استفاده ی (با دهید نشان :٣۴ تمرین

دهید قرار و باشد غیرایزوله تایپی p(x̄) کنید فرض

Γ٢ = {T (C) ∈ XL(C)|

¬σ(c١, . . . , cn) ∈ T (C) که است موجود چنان σ(x̄) ∈ p(x̄) فرمولِ c١, . . . , cn ∈ C هر .{برای

است. چͽال Γ٢ :۴٧ ادعای

تئوریِ ͷی از مدلͬ هر است. ناتهͬ بالاخص و چͽال، Γ١ ∩ Γ٢ که شد خواهد نتیجه ادعا از

ͬ کند. م حذف را p تایپِ T (C) ∈ Γ١ ∩ Γ٢ هنکین̞ͬ

داریم ادعا. اثبات

Γ٢ =
∩

c١,...,cn∈C

Γc١,...,cn
٢

گرفته ایم آن در که

Γc١,...,cn
٢ = {T (C)| ¬σ(c١, . . . , cn) ∈ T (C) که طوری به است موجود σ(x̄) ∈ p}.
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ͬ رساند. م مطلوب به را ما بئر ویژگͬ آنگاه است؛ چͽال و باز Γc١,...,cn
٢ هر که ͬ کنیم م ادعا

داریم بودن. باز

Γc١,...,cn
٢ =

∪
σ∈p

Γc١,...,cn,σ
٢

است: زیر مجموعه ی Γc١,...,cn,σ
٢ از منظور آن در که

{T (C)|¬σ(c١, . . . , cn) ∈ T (C)}.

است. پایه ای باز ͷی بالا مجموعه ی

[θ(c′١, . . . , c
′
n)] پایه ایِ باز هر با Γc١,...,cn

٢ که دهیم نشان باید بودن،  چͽال اثبات برای بودن. چͽال

σ(x̄) ∈ p فرمولِ و T (C) تئوریِ باید θ(c′١, . . . , c′n) جمله ی هر برای یعنͬ دارد. ناتهͬ اشتراک

.θ(c′١, . . . , c′n) ∧ ¬σ(c١, . . . , cn) ∈ T (C) که یافت چنان را

نتیجه θ از که ͬ شود م یافت σ ∈ p فرمولِ است غیرایزوله p که جا آن از آنگاه θ ∈ p(x̄) اگر

ͬ شود، م یافت T ∪ {¬σ, θ} شامل ͬ ای هنکین تئوریِ پس است. سازگار T ∪ {¬σ, θ}پس نشود.

است. مطلوب همان این و

هر برای آنگاه باشد،  ناسازگار T ∪ {¬σ, θ} تئوریِ σ ∈ p هر برای اگر آنگاه ،¬θ ∈ p اگر

داریم σ ∈ p

T |= θ → σ;

است. تناقض این که است، ایزوله p تایپِ یعنͬ

۴۶



ناشمارا زبانهای در تایپها حذف قضیه ی نبودن درست

کامل تایپی p گیریم شمارا. زبانͬ در باشد اول مرتبه ی کامل تئوری ͷی T گیریم (ا˚نگ͔ل˼ر): ۴٨ قضیه

را آن p در فرمولͬ آنگاه شود، برآورده T مدلهای همه ی در Σ اگر آن. از زیرمجموعه ای Σ و باشد

ͬ کند. م ایزوله

است. لازم ا˚نگ͔ل˼ر قضیه ی برای زبان بودن شمارا شرط که داده ایم نشان ادامه در

و محمولند دو X, Y آن در که بͽیرید نظر در را L = {X,Y, (ci)i∈ω, (di)i∈ω١} زبانِ

همه ی دوبه دوی بودن متفاوت بیانگر T تئوریِ اصول که کنیم فرض ثوابت. (di)i∈ω١ و (ci)i∈ω

بͽیرید: نظر در را زیر فرمولهای از متشͺل Σ جزئ̞ͬ تایپ باشد. ثوابت

x ∈ X ∧ {x ̸= ci}i∈ω.

به هست ϕ(x, c, d) چون فرمولͬ آن در که باشد p چون تکمیلͬ دارای یادشده جزئͬ تایپ گیریم

زبانِ در ندارد، Y در ثابتͬ هیچ Σ جزئͬ تایپ که آنجا از .ϕ ⊢ Σ و c ∈ X, d ∈ Y که طوری

این در T تئوریِ زیرا است، تناقض این اما .T |= (∀yϕ(x, c, y))→ Σ داریم {X, Y, (ci)i∈ω}

شماراست. X بخش آن در که است مدلͬ دارای زبان
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هفتم جلسه ی ١ . ٧

.|Sn(T )| = ٢ℵ٠ آنگاه |Sn(T )| > ℵ٠ اگر L شمارای زبان در :۴٩ قضیه

اگر پیوستار فرضیه ی به بنا است. بدیهͬ بالا قضیه ی پیوستار، فرضیه ی پذیرش صورت در

ZFC اصول از پیوستار فرضیه ی .ℵ١ = ٢ℵ٠ دیͽر بیان به κ؛ = ٢ℵ٠ آنگاه ℵ٠ < κ ≤ ٢ℵ٠

برخͬ این، وجود با سازگارند. ZFC با نقیضش و خود یعنͬ است، مستقل مجموعه ها نظریه ی برای

اگر مثال برای ͬ کنند. م برآورده را پیوستار فرضیه ی ZFC همان در حقیقͬ اعداد زیرمجموعه های

بورل X ⊆ R اگر نیز .|X| = ٢ℵ٠ یا شماراست یا X آنگاه باشد بسته مجموعه ای X ⊆ R

زیرمجموعه های خوشرفتاریِ اینگونه بررسͬ ͬ کند. م برآورده را پیوستار فرضیه ی X آنگاه باشد،
۵٢ مجموعه ها. توصیفͬ نظریه ی نام به است ریاضیات از شاخه ای رسالت حقیقͬ اعداد

ͬ پذیرِ جدائ و ۵٣ تام ͷمتری فضای از A بسته ی زیرمجموعه ی هر بندیͺسون):  ــ (کانتور ۵٠ قضیه

شمارا مجموعه ای U١ آن در که نوشت U١∪U٢ چون مجزایی اجتماع صورت به ͬ توان م را (X, d)
۵۴ کامل. بسته ی مجموعه ی ͷی U٢ و است زیرفضایی)  توپولوژی با A (در باز و

هرگاه دیͽر بیان به باشند؛ حدی آن نقاط همه ی هرگاه ͬ خوانیم م کامل را C بسته ی مجموعه ی

دارای X از کامل بسته ی زیرمجموعه ی هر که) کنید (ثابت باشد. نداشته ایزوله ای نقطه ی هیچ

آن شرایط (تحت بسته  زیرمجموعه ی هر ۵۵ بندیͺسون،  ــ کانتور قضیه ی بنابر است. ٢ℵ٠ اندازه ی

.٢ℵ٠ اندازه ی دارای یا شماراست یا قضیه) 

به بنا پس است. لهستانͬ رو این از و ͬ پذیر، جدائ و فشرده Sn(T ) که ͬ دانیم م . ۴٩ قضیه ی اثبات

است. ٢ℵ٠ اندازه ی دارای یا و شمارا یا Sn(T ) بندیͺسون،  ــ کانتور قضیه ی
۵٢descriptive set theory
۵٣complete
۵۴perfect
۵۵Cantor - Bendixon

۴٨



̞ͬ مستقل تک موضع رابطه های تئوری ١ . ٧ . ١

عناصرِ برای زیر، اصول موضوعه ی بر مشتم˼ل L = {p١(x), p٢(x), . . . , } زبانِ در را T تئوریِ

بͽیرید: نظر در i١, . . . , in, j١, . . . , jk ∈ N دوبه دومتفاوتِ

θi١,...,in,j١,...,jk : ∃x

( ∧
i=i١,...,in

pi(x) ∧
∧

j=j١,...,jk

¬pj(x)

)

گرفته ایم آن در که ⟨N, pN٠ , pN١ , . . .⟩ ساختارِ است: سازگار T که کنید توجه نخست

pN٠ = ٢ مضارب
...

pNk = اول عدد اُمین k مضاربِ

است. T برای مدلͬ

:٣۵ تمرین

است. سور حذف دارای T که دهید نشان •

که دهید نشان •

T |= ∃∞x pn(x).

است. ناواقع کدام در و واقع ها pn کدام در x که ͬ کند م تعیین دقیقاً S١(T ) در کامل تایپِ هر

ͬ کند: م مشخص کامل تایپ ͷی زیر در تعریف شده pI(x) مجموعه ی I ⊆ N هر برای بنابراین

pI(x) = {pi(x)|x ∈ I} ∪ {¬pj(x)|j ̸∈ I}.

جلسات در که قضیه ای به (بنا نیست جازم ــ ℵ٠ یادشده تئوری نتیجه در و T)S١|؛ )| = ٢ℵ٠ پس

در که داد خواهیم نشان بعد جلسه ی در و است غیرایزوله تایپی pI هر کرد). خواهیم ثابت بعد

ندارد. اولͬ مدل هیچ T تئوری این، نتیجه ی
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هشتم جلسه ی ١ . ٨

نشدن یا شدن برآورده حسب بر تئوریها برای است دسته بندی ای ارائه ی جلسه، این بحثهای از هدف

،ͷکوچ شود، محقَق آنها در تایپ تعدادِ حداقل که را مدلهایی دسته بندی، نوع این در آنها. در تایپها

دانست. خواهیم بزرگ کنند، برآورده را تایپها تعداد حداکثر که را آنهایی و

.M |= T و باشد کامل T گیریم :۵١ تعریف

tpM(a١, . . . , an) تایپِ a١, . . . , an ∈ M هر برای هرگاه ͬ خوانیم م ͷاتمی را M مدلِ .١

است. ممͺن حداقل̞ ͬ شوند، م برآورده که تایپهایی تعداد ،ͷاتمی مدل ͷی در باشد. ایزوله

مقدماتͬ) نگاشتͬ وسیله ی به (یعنͬ مقدماتͬ صورت به هرگاه ͬ خوانیم م ۵۶ اول را M مدلِ .٢

بنشیند. T مدلهای همه ی در

گرفته ایم. نظر در شمارا را زبان بحث، این ادامه ی در

است. ͷاتمی اول، مدلِ هر :۵٢ گزاره

چنان a١, . . . , an ∈ M نباشد، ͷاتمی M اگر بͽیرید. نظر در را M اولِ مدلِ اثبات.

به بنا شماراست، زبان که آنجا از نباشد. ایزوله tpM(a١, . . . , an) که ͬ شوند م یافت

از ͬ شود. م حذف N |= T مانند شمارا مدلͬ در یادشده تایپِ تایپها، حذف قضیه ی

یعنͬ است؛ نشسته مقدماتͬ طور به ،f مقدمات̞ͬ نگاشتِ توسط مثلا́ مدل، این در M طرفͬ

است. ناقض را تایپ شدن حذف این و ،tpM(a١, . . . , an) = tpN(f(a١), . . . , f(an))

معادلند: هم با زیر موارد :۵٣ گزاره

است. اول مدلͬ M .١

شماراست. و ͷاتمی مدلͬ M .٢

مدلͬ M = (ai)i∈ω کنید فرض ٢→ ١ اثباتِ برای ͬ گذاریم. وام دانشجو به را ١→ ٢ اثباتِ

از و مدلͬ هر در است، ایزوله tpM(a٠) که آنجا از دلخواه. مدلͬ N |= T و باشد شمارا و ͷاتمی
۵۶prime
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منظور که b٠؛ ≡ a٠ که است موجود چنان b٠ ∈ N عنصرِ رو این از ͬ شود. م برآورده N در جمله

است: زیر عبارت یادشده، علامت از

⟨M, a٠⟩ ≡ ⟨N, b٠⟩.

که باشند شده یافت چنان b٠, . . . , bn−١ ∈ N اگر حال

b٠, . . . , bn−١ ≡ a٠, . . . , an−١ (∗)

که است موجود چنان bn ∈ N عنصرِ که ͬ دهیم م نشان آنگاه،

a٠, . . . , an ≡ b٠, . . . , bn.

از باشد. شده ایزوله ϕ(x٠, . . . , xn) فرمولِ توسط tpM(a٠, . . . , an) تایپِ کنیم فرض

که ͬ شود م نتیجه M |= ϕ(a٠, . . . , an)

M |= ∃x ϕ(a٠, . . . , an−١, x).

داریم (∗) به بنا

N |= ∃x ϕ(b٠, . . . , bn−١, x)

آنگاه N |= ϕ(b٠, . . . , bn) اگر که دهید نشان :٣۶ تمرین

⟨N, b٠, . . . , bn⟩ ≡ ⟨M, a٠, . . . , an⟩

است. مقدماتͬ ͬ برد، م bi به را ai هر که f :M → N نگاشت که دهید نشان :٣٧ تمرین

M,N اگر بنابراین ͬ نشیند. م مدلها سایر در مقدماتͬ طور به اول مدل هر تعریف، طبق که دیدیم

N و M بودنِ ایزومرف این از ولͬ ͬ نشیند؛ م دیͽری در مقدماتͬ طور به ͷی هر باشند، اول مدل دو

ͬ شود. نم نتیجه

یͺدیͽر در مقدماتͬ طور به ولͬ نیستند ایزومرف که بزنید M,N ساختارِ دو از مثالͬ :٣٨ تمرین

ͬ نشینند. م

است. برقرار مطلوب این شمارا، زبان در همه، این با
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.M ∼= N آنگاه باشند، T برای اول مدل دو M,N اگر که دهید نشان :٣٩ تمرین

پرداخته ایم. مثال چند بررسͬ به ادامه در

همه ی نتیجه در و است، متناهͬ Sn(T ) مجموعه ی T = DLO در که دیده ایم قبلا́ :۵۴ مثال

⟨Q,≤⟩ ویژه به هستند؛ ͷاتمی DLO مدلهای همه ی رو این از هستند. ایزوله تئوری این در تایپها

است. آن برای اول مدلِ یͽانه

شمارای مدلِ یͽانه و هستند ͷاتمی جازم ℵ٠ــ تئوریِ ͷی مدلهای تمام که کرد خواهیم ثابت بعداً

است. اول همواره تئوری ای، یͷ چنین

نیست. ایزوله ای تایپ هیچ شامل S١(T ) که دیدیم مستقل تک موضعͬ روابط تئوریِ در :۵۵ مثال

اول مدل دارای تئوری این ویژه به و نیستند، ͷاتمی یادشده تئوریِ مدلهای از ͷهیچی رو این از

نیست.

E که باشد این بیانگر که بͽیرید نظر در گونه ای به را T تئوریِ L = {E} زبانِ در :۵۶ مثال

است. نامتناهͬ نیز رابطه این از کلاس هر و کلاس نامتناهͬ با است هم ارزی رابطه ای

یعنͬ آخر (مورد است جازم  ــ ℵ٠ و سور، حذف دارای کامل، یادشده تئوری دهید نشان :۴٠ تمرین

ایزومرفند). هم با تئوری این از شمارا مدل دو هر

ͷی Ei هر که بͽوید که بͽیرید نظر در را آن در T تئوریِ و L = {E١, E٢, . . .} زبانِ حال

تظریف Ei+١ توسط Ei هر به علاوه و است نامتناهͬ آن کلاسهای همه ی و است هم ارزی رابطه ی

.Ei+١ ⊆ Ei یعنͬ ͬ شود؛ م

نیست. جازم  ــ ℵ٠ ولͬ است سور حذف دارای و کامل T دهید نشان :۴١ تمرین

فرمولِ و {Ei(x, y)}i∈ω فرمولهای از متشͺل Σ(x, y) جزئ̞ͬ تایپِ که دهید نشان :۴٢ تمرین

است. غیرایزوله x ̸= y

اول، مدل این در و است اول مدل دارای یادشده تئوری دهید نشان :۴٣ تمرین

x = y ↔
∧
i∈ω

Ei(x, y).

رابطه ی که کنید دقت

E∞ :=
∧

Ei(x, y)
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(در است. تساوی اول، مدل در آن تعبیر بالا، تمرین به بنا که است هم ارزی رابطه ی ͷی نیز خود

است). کلاس نامتناهͬ دارای یادشده رابطه ی تئوری، این اشباع مدلِ

ͬͺمح زیر در است. اول شمارا ِͷاتمی مدل هر که دانسته ایم و شده ایم آشنا اول مدل با اینجا تا

کرده ایم. ارائه مدلͬ چنین وجودِ برای

معادلند. هم با زیر موارد اول): مدل (وجود ۵٧ قضیه

است. اول مدل دارای T .١

است. ͷاتمی مدل دارای T .٢

است. چͽال Sn(T ) در ایزوله، کامل̞ تایپهای از متشͺل مجموعه ی n ∈ N هر برای .٣

دیدیم Th(N) در کمااینکه نیست؛ تایپها تعداد بودن کم متضمن اول، مدل وجود که کنید توجه

داریم و S١(T ) = ٢ℵ٠ که

است. یادشده تئوری برای اول مدلͬ ⟨N,+, ·, ٠, ١⟩ که دهید نشان :۴۴ تمرین
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نهم جلسه ی ١ . ٩

ایده ای اینجا در ولͬ گرفت، خواهد قرار بحث مورد کامل طور به آموختال جلسه ی در زیر تمرین

کرده ایم. ارائه آن حل برای

است؟ اول مدل دارای ⟨R,Q,≤⟩ ساختارِ تئوریِ آیا :۴۵ تمرین

اصلبندی بودن (کامل بنویسید یادشده ساختار برای کامل اصلبندی ͷی بالا، سوال به پاسخ برای

ساختارِ که ͬ کنیم م ادعا کنید). تحقیق رفت وبرگشتͬ سامانه ی ͷی به کارگیری با ͬ توانید م را نظر مورد

است. یادشده ساختار تئوریِ برای اول مدل ͷی شده، تعریف زیر صورت به P آن در که ⟨Q, P,≤⟩

P = {p
q
∈ Q|شود ͬ م عاد r٢k اولِ عدد ͷی توسط q}

که کرده ایم فرض p
q

نمایش̞ در نیز باشد. اول اعداد همه ی از شمارشͬ {rn} که کرده ایم فرض بالا در

جازم ــ ℵ٠ یادشده تئوری که دهید نشان برگشتͬ، و رفت سامانه ی ͷی کارگیری به با .(p, q) = ١

است. اول رو این از و آن، شمارای مدل تنها کرده ایم معرفͬ بالا در که مدلͬ رو، این از و است

زبانِ در متناهͬ مدل فاقد و کامل تئوری ͷی T کنید فرض ͬ گردیم. بازم درس ادامه ی به حال

معادلند: هم با زیر موارد باشد. L شمارای

است. اول مدل دارای T .١

است. اتمͬ مدلͬ دارای T .٢

است. چͽال Sn(T ) فضای در ایزوله تایپهای ــ n مجموعه ی n ∈ N هر برای .٣

.Sn(T ) در پایه ای بازی [ϕ(x١, . . . , xn)] و باشد اتمͬ M |= T کنید فرض .٢ → ٣ اثبات.

.M |= ϕ(ā) که است موجود چنان ā ∈M رو این از و است سازگار T ∪{ϕ(x̄)} که است معلوم

است. ایزوله tp(ā) تایپِ M مدلِ بودن ͷاتمی به بنا ϕ(x̄)؛ ∈ tp(ā) پس

در بیابیم. ͷاتمی و شمارا مدلͬ است کافͬ کردیم، ثابت قبل جلسه ی در آنچه بر بنا .٣ → ١

درجلسات گرفت. خواهیم بهره هنکین ساختمانهای پایه ی بر اما ،ͷتوپولوژی رهیافتͬ از کار این

بودیم. کرده ثابت مشابهͬ روش به را تایپ حذف قضیه قبل،

دهید قرار

X = {T (C)|دربردارد را T که است L ∪ C زبانِ در کامل تئوری ͷی T (C)}
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تعریف Γ١ مجموعه ی که) کنید (بررسͬ است. بئر ویژگ̞ͬ دارای و فشرده X استون، توپولوژی با

است. چͽال X در زیر، در شده

Γ١ = {T (C)|.است هنکینͬ T (C)}

است. چͽال زیر مجموعه ی که ͬ دهیم م نشان بئر ویژگͬ ͷکم با نیز

Γ٢ = {T (C)|است واقع T (C) در σ(c̄) چون کامل فرمولͬ c̄ ∈ C هر {برای

ایزوله تایپی که است فرمولͬ کامل، فرمولِ از منظور که) کرد خواهیم تعریف دقیق طور به ادامه (در

ͬ گیریم م نظر در زیر صورت به را آن Γ٢ بودنِ چͽال اثبات برای کند.

Γ٢ =
∩

c١,...,cn∈C

Γc١,...,cn
٢

آن در که

Γc١...cn
٢ = {T (C)| است. σ(c١, . . . , cn) چون کاملͬ فرمول شامل T (C)}

دیͽر بیان به

Γc١...cn
٢ =

∪
کامل فرمولͬ σ

{T (C)|σ(c١, . . . , cn) ∈ T (C)}

چͽال، و باز مجموعه های از شمارا اشتراکͬ Γ٢ پس .Γc١...cn
٢ =

∪
کامل فرمولͬ σ[σ(c١, . . . , cn)] یا

است. ͷاتمی و شمارا Γ١ ∩ Γ٢ در واقع مدلِ هر است. چͽال رو این از و

کنید. ثابت (ͷتوپولوژی روشهای از استفاده با نه (و هنکین روش با مستقیماً را ٣→ ١ :۴۶ تمرین

هرگاه ͬ خوانیم م ۵٧ کامل T تئوریِ به نسبت را θ(x١, . . . , xn) فرمولِ :۵٨ تعریف

.T |= ∃x̄ θ(x̄) .١

.T |= ∀x̄ (θ(x̄)→ ϕ(x̄)) Tآنگاه |= ∃x̄ (θ(x̄)∧ϕ(x̄)) ϕ(x̄)اگر فرمولِ هر برای .٢
۵٧complete

۵۵



فرمولͬ، چنین روی کند. ایزوله کاملͬ تایپ هرگاه ͬ شود، م خوانده کامل θ(x̄) فرمول دیͽر، عبارت به

سازگار T∪{θ∧ϕ} اگر ϕ(x̄) فرمولِ هر برای یعنͬ، زد؛ انشعاب دیͽری فرمول هیچ توسط ͬ توان نم

قضایای اثبات در درخت، ساخت ͷتکنی از عموماً است. ناسازگار لزوماً T ∪{θ∧¬ϕ} آنگاه باشد،

کاوید، خواهیم بیشتر آموختال جلسه های در را رویͺردی چنین ͬ شود. م استفاده تایپها تعداد به مربوط

کرده ایم. بسنده کاربرد نوع این از مثالͬ به تنها جا این در و

که است موجود چنان n ∈ N آنگاه باشد، نداشته اول مدل T تئوریِ اگر :۵٩ گزاره

.|Sn(T )| ≥ ٢ℵ٠

اول مدل دارای T آنگاه |Sn(T )| = ٢ℵ
٠ باشیم داشته n ∈ N هر برای اگر دیͽر، عبارت به

است.

در ایزوله تایپهای ــ n که طوری به است موجود n ∈ N نباشد، اول مدل دارای T اگر اثبات.

فرمولͬ پس ایزوله ای. تایپ هیچ فاقد است، موجود [ϕ(x̄)] چون بازی پس نیستند. چͽال Sn(T )

سازگار T ∪{ϕ}∪{¬θ} و T ∪{ϕ}∪{θ} مجموعه ی دو هر که است، موجود چنان θ(x̄) چون

باشند.

θ ¬θ

ϕ

^^<<<<<<<<

??~~~~~~~~

ϕ∧θ مثال، برای اگر که است این علت ناکاملند. ϕ∧¬θ و ϕ∧θ فرمولِ دو هر که کنید توجه حال

فرمولͬ بنابراین است. تناقض در فرض با این که ͬ شود، م واقع [ϕ] در تایپ این کند، ایزوله تایپی

سازگارند؛  دو هر T ∪ϕ∪{θ}∪{¬ξ} و T ∪ϕ∪{θ}∪{ξ} که طوری به است موجود ξ چون

سازگارند. T ∪ϕ∪{¬θ}∪{¬χ} و T ∪ϕ∪{¬θ}∪{χ} که است موجود چنان χ فرمول نیز

زد: انشعاب ͬ توان م بالا درخت گره ی دو هر بر پس

ξ ¬ξ χ ¬χ

θ

]]<<<<<<<<

??��������
¬θ

__@@@@@@@@

=={{{{{{{

ϕ

ggOOOOOOOOOOOOOOOO

77oooooooooooooo
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درختِ هر گره های تعداد که آنجا از رسید. نامتناهͬ درخت ͷی به و داد ادامه ͬ توان م را بالا فراروند

ͬ کند، م مشخص کامل تایپ ͷی درخت از شاخه هر و است ٢ℵ٠ آن شاخه های تعداد و ℵ٠ اینچنین

است. ٢ℵ٠ حداقل تایپها، تعداد
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درخت و تایپها تعداد

٢ℵ٠ آن شاخه های تعداد و ℵ٠ آن گره های تعداد آنگاه باشد، درخت ͷی (s)s∈٢<ω اگر که گفتیم

مانند فرمولها از درختͬ T تئوریِ در اگر بنابراین است.

ξ ¬ξ χ ¬χ

θ

]]<<<<<<<<

??��������
¬θ

__@@@@@@@@

=={{{{{{{

ϕ

ggOOOOOOOOOOOOOOOO

77oooooooooooooo

٢ℵ٠ با مساوی یا از بیشتر تئوری این در تایپها تعداد آنگاه یابد،  ادامه نامتناهͬ تا که باشد موجود

داشته وجود زدن شاخه برای علتͬ باید همواره درخت، ساخت برای که کردیم تأکید نیز است.

تایپ [ϕ] که بود این زد،  انشعاب ͬ شد م ϕ روی که این علت ۵٩ گزاره ی در مثال برای باشد.

منشعب ͬ توان نم آن روی کند، ایزوله تایپی ϕ اگر که کنید) (تحقیق همچنین برنداشت. در ایزوله ای

مواجهیم. انشعاب امͺان دلایل از دیͽری نوع با است، آمده زیر گزاره ی اثبات در که درختͬ در شد.

.|Sn(T )| ≥ ٢ℵ٠ آنگاه |Sn(T )| > ℵ٠ اگر :۶٠ گزاره

کلاس در (و زیر در بودیم. کرده ثابت ͷتوپولوژی روشͬ با درس کلاس در پیشتر را بالا گزاره ی

آورده ایم. آن برای واحد) ایده ی ͷی (با مستقیم اثبات دو آموختال)

واقع تایپ ناشمارا در که است موجود ϕ چون فرمولͬ باشد، ناشمارا تایپها تعداد اگر اول. اثبات

ͬ گذاریم. م ریشه  در را آن شود؛

که طوری به موجودند، ϕ شامل̞ p١, p٢ متفاوتِ تایپِ دو آنگاه باشد، ناشمارا [ϕ] اگر :۶١ ادعای

باشد. ناشمارا [ψ] مجموعه ی ψ ∈ pi هر برای

ͷی حداقل که تاپیهایی تعداد باشد. شمارا [ψ] هرگاه بخوانید ͷکوچ را ψ فرمولِ ادعا. اثبات

این برای کرانͬ زیر مجموعه ی اندازه ی و شماراست زبان زیرا شماراست؛ شاملند، را ͷفرمولِ کوچ

است: ∪تعداد
ͷکوچ ψ

[ψ]
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ندارند. ͬͺکوچ فرمول هیچ که ͬ شوند م یافت تایپهایی [ϕ] در پس

شامل̞ و ͷغیرکوچ فرمولهای از متشͺل تنها دو هر باشند، متمایز تایپ دو p١, p٢ که کنیم فرض

دوشاخه ͬ توان م نیز آنها روی باشند. یادشده شاخه ی سر دو ¬ψ ∈ p٢ و ψ ∈ p١ کنیم فرض .ϕ

غیرکوچͺند. فرمولهایی نیز آنها زیرا شد؛

زیر مجموعه ی که کنید تحقیق باشد. شده واقع تایپ ناشمارا در ϕ فرمولِ کنید فرض دوم. اثبات

است: کامل تایپ ͷی

p١ = {ψ|ناشماراست[ϕ ∧ ψ]}

شد. منشعب ψ,¬ψ توسط ϕ روی ͬ توان م پس ناشماراست. [ϕ∧¬ψ] آنگاه ψ ∈ p١ اگر بنابراین

کنید. اجرا ͬ آخر ال و ϕ ∧ ¬ψ و ϕ ∧ ψ فرمولهای برای را فراروند همین
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ک͑ندِگͬ آ دهم، جلسه ی ١ . ١٠

جلسه، این در کردیم. بحث حداقلͬ مدلهای چونان ،ͷاتمی و اول مدلهای درباره ی پیش جلسه ی در

پرداخت. خواهیم حداکثری مدلهای بمثابه اشباع، مدلهای به

از ذات شناخت درباره ی قبلا́ ͬ پردازیم. م کندگͬ آ فلسفه ی به کمͬ اصلͬ، بحث شروع از پیش

در موجود ͷی ذات گاهͬ گفتیم بودیم. کرده  گفتگو تایپها مفهوم با آن فلسفͬ تناظر و صفات روی

ممͺن مجموعه ی بزرگترین شناخت. صفاتش مجموعه ی روی از را آن ͬ توان م ولͬ نیست، دسترس

نظر در ͬͺی موجود آن خودِ با ͬ توان م را موجود ͷی سلبیه ی صفات نقیض̞  و ثبوتیه صفاتِ این از

صفات آن که هست موجودی صفات، از سازگار مجموعه ی هر برای اشباع، جهانهای در گرفت.

که صفاتͬ از مجموعه  هر و ͬ دهد م رخ باشد، ممͺن آمدنش پیش چه هر جهان این در اویند. وصف

است. بخصوص ذات ͷی صفات مجموعه ی حقیقت در نباشند، تناقض در هم با

است. تئوری این با سازگار فرمولهای از مجموعه ای T تئوریِ در کامل تایپ ͷی تعریف، طبق

تایپی p(x) ∈ SM(A) اگر واقع در ͬ شود. نم برآورده مدلͬ هر در لزوماً فرمولها از مجموعه این

عنصری آن در و N ≻ M چون مدلͬ آنگاه A پارامترِ مجموعه ی روی و M مدل در باشد کامل

را a عنصرِ باشد، به اندازه اشباع M مدلِ اگر .p(x) = tpN(a/A) که طوری به موجودند a چون

بازگردیم: دقیق زبان به جˀست. خودش در ͬ توان م

است L زبانِ از توسیعͬ LA زبانِ آن. از زیرمجموعه ای A و T از باشد مدلͬ M کنیم فرض

با ͬ توان م را M که است بدیهͬ ͬ شود. م حاصل a ∈ A هر برای ca ثابتِ ͷی افزودن با که

ͬ دهیم م قرار گرفت. نظر در ⟨M, a⟩a∈A ساختارِ  ــ LA ͷی عنوان به A عناصرِ طبیعͬ تعبیرِ

ͬ کنیم م تعریف و TA := Th⟨M, a⟩a∈A

SM
n (A) = Sn(TA).

ͷی p(x̄) اگر که است واضح ͬ خوانیم. م A در پارامتر با کامل تایپ ͷی را p(x̄) ∈ SM
n (A) هر

توسیع̧ ͷی در برآورده شدنͬ رو این از و سازگار TA ∪ p(x̄) آنگاه باشد، A در پارامتر با کامل تایپ

Diagel(M) ∪ p مجموعه ی p(x̄) تایپِ یͺچنین برای دیͽر، بیان به است. M از N مقدمات̞ͬ

است. سازگار

هر برای هرگاه ͬ خوانیم م ۵٨ اشباع ــ ω یا کنده آ ــ ω را M مدلِ کنده): آ (مدل ۶٢ تعریف
۵٨ω-saturated
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برآورده M در p(x̄) ∈ SM
n (A) کامل̞ تایپِ هر ،n ∈ N هر و A ⊆ M متناه̞ͬ زیرمجموعه ی

شود.

α١, . . . , αn ∈ Q کنید فرض است. کنده آ ــ ω مدلͬ ⟨Q,≤⟩ یعنͬ DLO اولِ مدلِ :۶٣ مثال

از استفاده با بͽیرید. نظر در p(x̄) ∈ Sn(T ) تایپِ و T = Th(⟨Q,≤, α١, . . . , αn⟩) تئوریِ و

است. جازم ــ ℵ٠ تئوریِ ͷی T که داد نشان ͬ توان م که) کنید (تحقیق برگشتͬ، و رفت سامانه ای

است. T تئوریِ اولِ مدل با ایزومرف شمارا مدل این شود. برآورده باید شمارا مدلͬ در p(x̄) تایپِ

هست. نیز اشباع تئوری، این شمارای مدل ایزومرفیسم)  پیمانه ی (به یͽانه یعنͬ

ــ ω هم) و است اول (هم جازم، ــ ℵ٠ تئوریِ ͷی شمارای مدل یͽانه که دهید نشان :۴٧ تمرین

پرداخت). خواهیم بدان بعداً و نیست آسان پرانتز داخل قسمت (اثبات است. اشباع

تایپ است. پئانو حساب تئوریِ برای اول مدلͬ ⟨N,+, ·, <, ٠, ١⟩ ساختارِ که دیدیم :۶۴ مثال

بͽیرید نظر در را زیر جزئͬ

π(x) = {x > ١, x > ١ + ١, x > ١ + ١ + ١, . . .}

برآورده N در p(x) که است واضح باشد. آن کامل شده ی p(x) کنید فرض و

که کرده ایم ثابت قبلا́ نیز نیست. کنده آ ــ ω مدلͬ ⟨N,+, ·, <, ٠, ١⟩ پس ͬ شود؛ نم

ندارد کنده ای آ شمارای مدل هیچ یادشده تئوری بنابراین ,+,Th(⟨N)S١|؛ ·, <, ٠, ١⟩)| = ٢ℵ٠

کرد). برآورده عنصر شمارا با را آنها ͬ توان نم رو این از و ناشماراست متفاوت تایپهای (تعداد

باشد. اشباع هم و شمارا هم هرگاه میخوانیم ۵٩ شمارای اشباع را M مدل :۶۵ تعریف

است این باشد داشته شمارای اشباع مدلͬ تئوری ͷی که این برای لازم شرط بالا، مثال مطابق̞

این عکس که) دید خواهیم بعد جلسات (در .|Sn(T )| ≤ ℵ٠ باشیم داشته n ∈ N هر برای که

دارد. شمارای اشباع مدل ͷی |Sn(T )| ≤ ℵ٠ آن در که T تئوری هر یعنͬ است. برقرار نیز گفته

کردیم ثابت (قبلا́ است اول مدلͬ دارای باشد، داشته شمارای اشباع مدل ͷی که تئوری ای هر پس

پس ناشماراست). آن تایپهای تعداد باشد، نداشته اول مدل تئوری ͷی اگر که

است. اول مدل دارای باشد شمارای اشباع مدل دارای T تئوریِ اگر :۶۶ گزاره

که است آن تحقیق نظریه ی مدل˂ در معمول رسم باشد، شده بیان تایپها حسب بر ͬ ای ویژگ هرگاه

برای ͬ دهد. م نتیجه کلͬ حالت در را آن برقراری متغیره، تک تایپهای برای ویژگͬ این برقراری آیا
۵٩countably saturated
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باشد، چͽال Sn(T ) در متغیره ، ــ n ایزوله ی تایپهای مجموعه ی n ∈ N هر برای اگر که گفتیم مثال

S١(T ) در تک متغیره  ایزوله ی تایپهای بودن چͽال آیا است. اول مدل دارای نظر مورد تئوری آنگاه

اشباع M مدلِ که گفتیم طرفͬ از است. منفͬ سوال این پاسخ است؟ کافͬ حͺم این برقراری برای

که داده ایم نشان زیر در شود. برآورده آن در p ∈ SM
n (A) تایپِ هر n ∈ N هر برای هرگاه است

بودن ساده برای گفته این (مشابه ͬ شود. م نتیجه نیز تک متغیره تایپهای تنها برآورده شدنِ از کندگͬ آ

نیست). درس این چارچوب جزو بدانها پرداختن که است، برقرار نیز تئوریها بودن وابسته یا

معادلند. هم با زیر موارد M |= T برای :۶٧ گزاره

است. اشباع ــ ω مدلͬ M .١

Th(⟨M, a⟩a∈A) در π(x̄) جزئ̞ͬ تایپِ ــ n هر A ⊆M مانند متناهͬ مجموعه ی هر برای .٢

ͬ شود. م برآورده M در

برآورده M در p(x) ∈ SM
١ (A) کامل̞ تایپِ هر A ⊆ M متناه̞ͬ مجموعه ی هر برای .٣

ͬ شود. م

تک متغیره. جزئͬ تایپهای برای ٣ شماره ی حͺم .۴

تایپِ و ͬ شود م برآورده M در p(x̄) ∈ SM
n (A) هر که بدانیم کنید فرض .٣ → ١ اثبات.

کنید تعریف باشد. شده داده p′(x١, . . . , xn+١) ∈ SM
n+١

∃yp′ = {∃yϕ(x١, . . . , xn, y)|ϕ(x١, . . . , xn+١) ∈ p′}.

α١, . . . , αn چون عناصری توسط M در پس است، جزئͬ تایپ ــ n ͷی ∃yp′ که) کنید (بررسͬ

فرمولهای از زیر مجموعه ی که ͬ کنیم م ادعا A ∪ {α١, . . . , αn} مجموعه ی روی ͬ شود. م برآورده

است. جزئͬ تایپی واحد متغیر ͷی دارای

p′(ᾱ, x) = {θ(α١, . . . , αn, x))|θ(x١, . . . , xn, xn+١) ∈ p′}.

برآورده αn+١ چون عنصری توسط M در استقراء فرض به بنا نیز جزئͬ تایپ این صورت این در

ͬ کنند. م برآورده را p′ تایپِ α١, . . . , αn+١ که دید ͬ توان م آسانͬ به و شد خواهد
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بͽیرید نظر در بالا مجموعه ی در را θi(α١, . . . , αn, x) فرمولهای ادعا، اثبات برای

داریم i هر برای .(i = ١, . . . , k)

∃y θi(x١, . . . , xn, y) ∈ ∃yp′

است، کامل تایپی p′ که آنجا از ∧و
i

θi(x١, . . . , xn, xn+١) ∈ p′.

بنابراین

∃y
∧
i

θi(x١, . . . , xn, y) ∈ ∃yp′.

ͬ شود. م برآورده M در استقراء فرض به بنا بالا فرمول

است: موجود لزوماً اشباع ــ ω مدلͬ T کامل̞ تئوریِ هر برای

مدلͬ N چنانکه است موجود N ≻ M مانند مقدماتͬ توسیعͬ آنگاه M |= T اگر :۶٨ گزاره

.|N | ≤ |M |ℵ٠ و اشباع ــ ω است

به |M |ℵ٠ با دقیقاً برابر اندازه ی با را N مدلِ ͬ توان م اسͺولم، لونهایم لم با بالا گزاره ی ترکیب با

آورد. دست

ͬ کنیم. م بسنده اثبات برای راهنمایی ͷی به جا این در دید؛ خواهیم بعد جلسه ی در را کامل اثبات

هر برای ثانیاً و |N | ≤ |M |ℵ٠ اولا˟ که بیابید چنان را N ≻ M مقدمات̞ͬ توسیع اول: قدم

شود. برآورده N در p ∈ SM
١ (A) تایپِ هر ،A ⊆M متناه̞ͬ زیرمجموعه ی

کنید. اعمال N مدلِ به را اول قدم دوم. ∪قدم
Ni آنگاه باشد، طریق بدین حاصل شده زنجیر N١ ≺ N٢ ≺ . . . اگر که کنید بررسͬ سوم. قدم

است. مطلوب مدل
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یازدهم جلسه ی ١ . ١١

کنید فرض آورده ایم. تایپ مفهوم برای معادل تعاریفͬ یادآوری برای زیر در بحث، به ورود از پیش

.A ⊆M و ā ∈M و M |= T

است، A روی M در کامل تایپ ͷی p(x̄) که ͬ گوییم م و ،p(x̄) ∈ SM
n (A) ͬ نویسیم م .١

Th(⟨M, c⟩)c∈A با که x̄ متغیرِ با باشد فرمولها از بیشینال سازگار مجموعه ی ͷی p(x̄) هرگاه

آنگاه M ≺ N اگر تعریف،  این طبق است. سازگار

p(x̄) ∈ SM
n (A)⇔ p(x̄) ∈ SN

n (A)

چون تایپی هرگاه a ≡A b ͬ نویسیم م و همتایپند، A روی a, b ∈ M عنصرِ دو ͬ گوییم م

توسیع هرگاه معادلا˟ کنند؛ برآورده را آن a, bدوی هر که باشد موجود چنان p(x) ∈ SM
n (A)

برآورند. را p(x) دو هر a, b که چنان باشد موجود p(x) ∈ SN
n (A) چون تایپی و N ≻M

.p(x) = tpM(a/A) = tpM(b/A) ͬ نویسیم م نیز صورت،  این در

صورت این در .b ∈ N و باشد M از مقدماتͬ توسیعͬ لزوماً نه N ⊇ A کنیم فرض

کنند. برآورده را p(x) ∈ SM
n (A) تایپِ ͷی b و a دوی هر هرگاه a ≡A b ͬ نویسیم م

هرگاه MرویAاست، در کامل تایپ ͷی p(x̄) که ͬ گوییم م و ،p(x̄) ∈ SM
n (A) ͬ نویسیم م .٢

که p(x̄) = tpN(b̄/A) که باشند موجود چنان b̄ ∈ N عنصر و N ≻M مقدمات̞ͬ توسیع̧

تعریف به بنا جا، این در

tpN(b̄/A) = {ϕ(x̄)|N |= ϕ(b̄)}.

ā ≡A b̄ ͬ کنیم م تعریف b̄ ∈ N و ā ∈M هر و A ⊆M,N که M,N مدلِ دو هر برای .٣

که باشند موجود چنان g : N → K و f : M → K مقدمات̞ͬ نگاشتهای و K مدلِ هرگاه

.tpM(ā/A) = tpN(b̄/A) ͬ نویسیم م صورت این در .f(ā) = g(b̄)

N ≻ M مقدمات̞ͬ توسیع ͷی هرگاه ā ≡A b̄ ͬ نویسیم م ā, b̄ ∈ M چندتایی̞ دو برای .۴

.σ(ā) = b̄ که چنان σ : N→ N اتومرفیسم̧ ͷی همراه به باشد موجود
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اگر است. مدل ͷی مقدماتͬ توسیعهای به بسته تایپ تعریف ͬ آید، برم بالا تعاریف از که گونه همان

داشتیم M نام به مثلا́ بزرگ)، بسیار معنͬ به تنها و اصطلاحیش معنای به نه (فعلا́ س˼تُرگ مدل ͷی

p(x̄) ∈ SM
n (A) تایپِ هر بͽوییم ͬ شد م راحتͬ به ͬ نشستند م آن در مقدماتͬ طور به مدلها همه ی که

پرداخت. خواهیم نکته بدین بعد جلسات در .ā ∈M ͷی برای tpM(ā/A) با است برابر واقع در

بودیم. کرده  موکول جلسه این به را اثباتش و بیان را زیر گزاره ی پیش جلسه ی پایان در

.|N | ≤ |M |ℵ٠ که چنان دارد N ≻M مانند اشباع ــ ω مدلͬ T آنگاه M |= T اگر :۶٩ گزاره

Mباشد. متناه̞ͬ زیرمجموعه های روی تایپهای همه ی از شمارشͬ ⟨pγ(x)⟩γ∈λ کنید فرض اثبات.

Diagel(M) ∪
∪
pγ(cγ) که) کنید (تحقیق است. |M | × ٢ℵ٠ حداکثر تایپها، چنین این تعداد

فشردگͬ، بر بنا گرفته ایم). نظر در ثوابت از مجموعه ای را (cγ)) است پذیر ارضاء متناهͬ طور به

برابر دقیقاً اندازه ی از اسͺولم لونهایم به بنا (و حداکثر اندازه ی از مدلͬ دارای یادشده مجموعه ی

برسیم. N١ مدلِ به تا ͬ کنیم م اعمال بدان را بالا روند و ͬ نامیم م N٠ را مدل این است. |M |ℵ٠ با)

اگر .Nω =
∪

Ni ͬ دهیم م قرار و است شده حاصل رهͽذر بدین که باشد زنجیری (Ni) گیریم

k < ω ͷی برای Nk چون مدلͬ آنگاه باشد، p(x) ∈ SNω(β١, . . . , βn) و β١, . . . βn ∈ Nω

ͬ شود. م برآورده (Nω در رو این از (و Nk+١ در p(x) بنابراین دربردارد. را ها βi همه ی

:٧٠ نکته

ω مدلͬ ⟨N, α١, . . . , αn⟩ آنگاه α١, . . . , αn ∈ N و باشد اشباع ــ ω مدلͬ N |= T اگر .١

است. Th(⟨N, α١, . . . , αn⟩) برای اشباع ــ

مجموعه ی n ∈ N هر برای آنگاه باشد،  شمارا Sn(Th(N))مجموعه ی n ∈ N هر برای اگر .٢

شماراست. نیز Sn(Th(⟨N, α١, . . . , αk⟩)

نگاشتِ .٢ شماره ی اثبات

Sn(Th(⟨N, α١, . . . , αn⟩)→ Sn+k(Th(N))

p(x١, . . . , xn, α١, . . . , αk) 7→ p(x١, . . . , xn, xn+١, . . . , xn+k)

ͬ شود. م نتیجه آن بˀردِ فضای بودن شمارا از آن دامنه ی فضای بودنِ شمارا است. ͷی به ͷی نگاشتͬ
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S٢(T ) ولͬ باشد شمارا S١(T ) مجموعه ی T تئوریِ ͷی در که است ممͺن زیر، تمرین به بنا

ناشمارا:

:۴٨ تمرین

دو با تایپهای تعداد و تاست دو متغیر، ͷی با تایپهای تعداد ⟨R,+, ٠⟩ در که دهید نشان .١

.ℵ٠ با برابر متغیر

دو با تایپهای تعداد و تاست سه متغیر، ͷی با تایپهای تعداد ⟨R,+, ٠, <⟩ در که دهید نشان .٢

.٢ℵ٠ با برابر متغیر

بودیم. کرده  وعده را زیر قضیه ی اثبات همچنین پیش جلسه ی در

شمارا n ∈ N هر برای Sn(T ) اگروتنهااگر است شمارای اشباع مدل ͷی دارای T تئوریِ :٧١ قضیه

باشد.

M در Sn(T ) در تایپِ هر n ∈ N هر برای باشد، M شمارای اشباع̧ مدل دارای T اگر اثبات.

.|Sn(T )| ≤ ℵ٠ بنابراین ͬ شود. م برآورده

α١, . . . , αn ∈ M هر برای بالا، نکته ی در دوم مورد بر بنا باشد، شمارا Sn(T ) هر اگر

هر که است موجود چنان N١ شمارای مدل پس شماراست. نیز S١(Th(⟨M, ᾱ⟩)) مجموعه ی

است موجود چنان N٢ چون شمارا مدلͬ نیز شود. برآورده آن در S١(Th(⟨M, ᾱ⟩)) به متعلق تایپِ

اجتماع ͬ شوند. م برآورده آن در ᾱ ∈ N هر برای S١(Th(⟨N١, ᾱ⟩)) به متعلق تایپهای همه ی که

است. مطلوب مدل ͬ شود،  م حاصل رهͽذر این از که هایی Ni زنجیرِ

تئوریِ ͷی T آنگاه باشد، اشباع ــ ω که باشد داشته اول مدل ͷی T اگر که دهید نشان :۴٩ تمرین

است. جازم ــ ℵ٠

.M ∼= N آنگاه باشند شمارای اشباع مدل دو M,N اگر :٧٢ گزاره

چنان را b چون عنصری است، اشباع N که آنجا از .N = (bi)i∈ω Mو = (ai)i∈ω گیریم اثبات.

که است شامل

b ≡ a٠

۶۶



که است شامل چنان را a چون عنصری است، اشباع M که آنجا از ترتیب همین به

b٠b ≡ aa٠

داریم پس ͬ شود. م برآورده b٠ توسط که باشد فرمولͬ ϕ(x, b) کنید فرض گفته، این اثبات برای

اگر رو، این از .N |= ∃x ϕ(x, a٠) داریم b ≡ a٠ که آنجا از .M |= ∃x ϕ(x, b)

N که آنجا از و ͬ شود م برآورده N در p(x, a٠) از متناهͬ بخش هر آنگاه p(x, b) = tp(b٠/b)

ͬ شود. م برآورده به کلͬ آن در تایپ این شماراست،

(این ͬ کنیم م تعریف .f٠(a) = b٠ و f٠(a٠) = b ضابطه ی با را f٠ مقدمات̞ͬ نگاشتِ پس

است شده ساخته fn مقدمات̞ͬ نگاشتِ کنیم فرض دارد). بˀرد در را b٠ و دامنه در را a٠ نگاشت،

بنا و p(x, c̄) = tp(an+١/ dom fn) ͬ دهیم م قرار دارد. بˀرد در را bi≤n و دامنه در را ai≤n که

به .b′ |= p(x, f(c̄)) که ͬ یابیم م چنان را b′ ∈ N چون عنصری fn نگاشتِ بودنِ مقدماتͬ به

ͬ یابیم م a′ ∈ N چون عنصری و q(x, b′f(c̄)) = tp(bn+١/b
′f(c̄)) ͬ دهیم م قرار ترتیب همین

ͬ برد م b′ به را an+١ که ͬ گیریم م fn از توسیعͬ را fn+١ مقدمات̞ͬ نگاشت .a′ |= q(x, an+١c̄) که

M,N بودنِ ایزومرف ضامن̞ و پوشا و ͷی و ͷی نگاشتͬ f =
∪
fi نگاشتِ .bn+١ به را a′ و

است.

π(x) هرگاه که جهت آن از ͬ خوانند، م نیز فشرده مدلهای گاهͬ را اشباع مدلهای :٧٣ نکته

M آنگاه ͬ شود، م برآورده M اشباع̧ مدلِ ͷی در متناهͬ طور به که باشد فرمولها از مجموعه ای

کند. برآورده را تایپ این که دارد عنصری

آنگاه .I روی فرافیلتری F و باشد T تئوریِ مدلهای از خانواده ای {Mi}i∈I کنیم فرض :٧۴ گزاره

اشباع.  ــ ω است مدلͬ
∏

F Mi

مدلͬ که ͬ دهیم م توجه نکته بدین آن از پیش کرد. خواهیم ثابت بعد جلسه ی در را بالا گزاره ی

تایپ هر که معنͬ بدین است؛ اشباع ــ ω١ حقیقت، در است، شده اشاره بدان بالا گزاره ی در که

ͬ شود. م برآورده آن در آن از شمارا زیرمجموعه ی ͷی روی
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دوازدهم جلسه ی ١ . ١٢

اشباع ــ κ را M مدلِ باشد. دلخواه نامتناه̞ͬ کاردینال ͷی κ ≥ ℵ٠ کنید فرض :٧۵ تعریف

در SM
n (A) به متعلق nتایپِ هر ،|A| < κ با A ⊆ M زیرمجموعه ی هر برای هرگاه ͬ خوانیم م

شود. برآورده M خودِ

شمارای زیرمجموعه های روی تایپهای همه ی هرگاه ͬ خوانیم م اشباع ــ ℵ١ را M مدلِ بنابراین

نیز اشباع ــ λ آنگاه باشد، اشباع ــ κ مدلͬ M هرگاه که است واضح نیز شوند. محقق آن در M

اشباع ــ ω نام به پیشتر که است همان دقیقاً نیز، ℵ٠اشباع مدلِ از منظور هست. λ < κ هر برای

بودیم. کرده  معرفͬ

باشد. اشباع  ــ |M | هرگاه ͬ خوانیم م اشباع را M مدلِ :٧۶ تعریف

ضروری باشد داشته κ از کمتر اکیداً اندازه ی پارامتر مجموعه ی که این کندگͬ، آ تعریفِ در

شدنش برآورده که Mاست پارامترِ مجموعه ی روی جزئͬ تایپ ͷی زیر مجموعه ی مثال برای است؛ 

نیست: میسر M در

p(x) = {x ̸= m|m ∈M}.

گزاره بیان به زیر در رو این از و بودیم کرده اثبات کندگͬ آ ــ ω بحثِ در زیر گزاره ی مشابه گزاره ای

ͬ کنیم. م بسنده

معادلند. هم با زیر موارد M |= T برای :٧٧ گزاره

است. اشباع ــ κ مدلͬ M .١

در π(x̄) جزئ̞ͬ تایپِ ــ n هر κ از کمتر اکیداً اندازه ی با A ⊆ M مجموعه ی هر برای .٢

ͬ شود. م برآورده M در Th(⟨M, a⟩a∈A)

p(x) ∈ SM
١ (A) کامل̞ تایپِ هر κ از کمتر اکیداً اندازه ی با A ⊆ M مجموعه ی هر برای .٣

ͬ شود. م برآورده M در

تک متغیره. جزئͬ تایپهای برای ٣ شماره ی حͺم .۴

موجود چنان N ≻ M چون اشباع ــ κ مدلͬ M |= T هر برای اشباع): مدل (وجود ۵٠ تمرین

.|N | ≤ |M |κ که است
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اجتماع به اینجا در که تفاوت این با ͬ شود م اثبات ۶٩ گزاره ی مشابه بالا قضیه ی  ــ تمرین

با ͬ توان م باشد، ۶٠ منتظم کاردینالͬ κ اگر که کنید بررسͬ است. نیاز κ+ طول با مدلها از زنجیری

رسید. مطلوب به نیز κ طول از زنجیری

.M ∼= N آنگاه |M | = |N | و باشند T برای اشباع مدل دو M,N اگر :۵١ تمرین

ℵ١ مدلͬ
∏

F M آنگاه باشد. N روی غیراصلͬ فرافیلترِ ͷی F و M |= T کنید فرض :٧٨ مثال

است. اشباع ــ

از خانواده ای {Mh}h∈N و باشد N روی غیراصلͬ فرافیلترِ ͷی F اگر ͬ تر): کلّ (حͺمͬ ٧٩ مثال

است. اشباع  ــ ℵ١ مدلͬ
∏

F M
h آنگاه مدلها، 

باشد خانواده ای {Mi}i∈I اگر که ͬ کنیم م یادآوری کنیم، اثبات را بالا مثال حͺم آنکه از پیش

هم ارزی رابطه ی هنگِ به هستند (ai)i∈I دنباله های
∏

F Mi عناصرِ آنگاه ،T تئوریِ ͷی مدلهای از

زیر:

(ai) ∼ (bi)⇔ {i| |= ai = bi} ∈ F.

آن (که ۶١ واش قضیه ی به بنا ͬ دهیم. م نمایش [(ai)] چون نمادی با را اینچنین هم ارزی کلاسهای

داریم کرد) خواهیم ثابت آموختال کلاس در ∏را
F

Mi |= ϕ([(ai)i∈I ], . . . , [(bi)i∈I ])⇔ {i ∈ I|Mi |= ϕ(ai, . . . , bi)} ∈ F.

شمارای پارامترِ مجموعه ی با باشد جزئͬ تایپی Σ(x) کنید فرض بالا. مثال حͺم اثبات

است، سازگار Th(
∏

F Mh) با Σ که آنجا از .ai = [(ahi )h∈ω] ͬ کنیم م فرض .A = (ai)i∈ω

،Di مجموعه های یعنͬ ؛
∏

F Mh |= ∃x ϕ٠(x, a٠)∧ . . .∧ ϕi(x, ai) داریم i ∈ ω هر برای

هستند. F از اعضایی همه  زیر، در تعریف شده

Di := {h ∈ ω|Mh |= ∃x ϕ٠(x, a
h
٠) ∧ . . . ∧ ϕi(x, ahi )}

چنان را x = [(xh)h∈ω] عنصر است کافͬ ͬ شود، م برآورده
∏

F Mh در Σ دهیم نشان که این برای

بهتر بیان به ؛
∏

F Mh |= ϕi(x, ai) ∧ . . . ∧ ϕ٠(x, a٠) باشیم داشته i ∈ ω هر برای که بیابیم

۶٠regular
۶١Łoś’s theorem
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که: چنان،

{h ∈ ω|Mh |= ϕi(x
h, ahi ) ∧ ϕi−١(x

h, ahi−١) ∧ . . . ∧ ϕ٠(x
h, ah٠)} ∈ F.

داریم تعریف طبق

D٠ = {h ∈ ω|Mh |= ∃x ϕ٠(x, a
h
٠)}

که باشد گونه ای به x٠ = (xh٠)h∈ω کنیم فرض

∀h ∈ D٠ Mh |= ϕ(xh٠ , a
h
٠).

داریم: تعریف طبق نیز

D١ = {h ∈ ω|Mh |= ∃x ϕ٠(x, a
h
٠) ∧ ϕ١(x, a

h
١)}

باشد: شده حاصل زیر رهͽذر از x١ = (xh١)h∈ω کنیم فرض

.(xh١)h≤minD٠ = (xh٠)h≤minD٠ •

شاهد که ͬ گیریم م عناصری از ͬͺی را xh١ آنگاه h ∈ D١ اگر h > minD٠ برای •

ͬ دهیم م قرار آنگاه h ∈ D٠ − D١ اگر هستند. Mh |= ∃x ϕ٠(x, a
h
٠) ∧ ϕ١(x, a

h
١)

ͬ زنیم. نم دست h > minD٠ سایرِ به .xh١ = xh٠

نیز .{h ∈ ω|Mh |= ϕ٠(x
h
١ , a

h
٠)} = D٠ ∈ F داریم اینجا تا

{h ∈ ω|Mh |= ϕ١(x
h
١ , a

h
١) ∧ ϕ٠(x

h
١ , a

h
٠)} (∗)

با است برابر یا و F؛ از است عضوی صورت این در که D١است با برابر یا نیست. خارج حال دو از

ͷی برداشتن است، اصلͬ غیر نظر مورد فیلتر که آنجا از کنیم. توجه نکته دو به .D١−{minD٠}

شامل غیراصلͬ فیلتر هر اولا˟ زیرا ͬ شود. نم فیلتر از شدن خارج موجب آن عناصر از ͬͺی از عضو

D٠ ∩ {i|i ≥ minD٠ + ١} ∈ F ثانیاً .{i|i ≥ minD٠ + ١} ∈ F پس است؛ فرشه فیلتر

است. (∗) همان

ͬ دهیم: م قرار (xh٢) تعریفِ برای ترتیب بدین

.(xh٢)h≤min(D١−{minD٠}) = (xh١)h≤min(D١−{minD٠}) •

٧٠



که ͬ گیریم م عناصری از ͬͺی را xh٢ آنگاه h ∈ D١ اگر h > min(D١−{minD٠}) برای •

هستند. Mh |= ∃x ϕ٠(x, a
h
٠) ∧ ϕ١(x, a

h
١) ∧ ϕ٢(x, a

h
٢) ضامن̞

ما مطلوب شرط در شود، حاصل استقرائͬ صورت به روند همین ادامه ی از (xhω)h∈ω اگر بدینسان

ͬ کند. م صدق

مقدماتͬ بودنِ هم ارز و سور حذف با آنها رابطه ی و رفت وبرگشتͬ سامانه های درباره ی پیشتر

رفت سامانه های که بودیم گفته درس). تارنمای در جانبی بحثهای (بخش بودیم کرده  صحبت

گاه جزئͬ. ایزومرفیسمهای از گاه و ͬ شوند م تشͺیل جزئͬ مقدماتͬ نگاشتهای از گاه برگشتͬ، و

مختلف. مدل دو زیرمجموعه های میان گاه ͬ شوند، م گرفته نظر در مدل ͷی زیرمجموعه های میان

ایزومرفیسم باشند، بسته اجتماعگیری تحت که آنجا و خیر،  گاه و بسته اند اجتماعگیری تحت گاه

تعریف، به بنا آنها، در  که ͬ شویم م آشنا همͽن مدلهای با زیر در ͬ دهند. م دست به اتومرفیسم یا

واقعند. رفت وبرگشتͬ سامانه های در ͷکوچ هم ارزیهای

هرگاه ͬ خوانیم م همͽن ــ ℵ٠ یا ͬ خوانیم م ۶٢ همͽن ــ ω را M مدل همͽن): (مدل ٨٠ تعریف

اگر b١, . . . , bn ∈M و a١, . . . , an ∈M هر برای

⟨M, a١, . . . , an⟩ ≡ ⟨M, b١, . . . , bn⟩

که شود یافت چنان d ∈M عنصر c ∈M هر برای آنگاه

⟨M, a١, . . . , an, c⟩ ≡ ⟨M, b١, . . . , bn, d⟩.

رفت وبرگشتͬ سامانه ی ͷی زیر در I مجموعه ی که است همͽن ــ ω وقتͬ M مدل دیͽر بیان به

باشد: جزئͬ مقدمات̞ͬ نگاشتهای از

{(ā, b̄) : |ā| = |b̄|, tpM(ā) = tpM(b̄)}.

سامانه ی ͷی در f : ā → b̄ جزئ̞ͬ مقدمات̞ͬ نگاشت هر همͽن، ــ ω مدلِ ͷی در دیͽر، بیان به یا

است. واقع مقدماتͬ جزئ̞ͬ نگاشتهای از رفت وبرگشتͬ

۶٢homogeneous
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و (ai)i<λ دنباله ی دو هر و λ < κ هر برای هرگاه ͬ خوانیم م همͽن ــ κ را M مدل :٨١ تعریف

اگر ،M عناصرِ از (bi)i<λ

⟨M, (ai)i<λ⟩ ≡ ⟨M, (bi)i<λ⟩

که باشد موجود چنان d ∈M عنصر c ∈M هر برای گاه آن

⟨M, (ai)i<λ, c⟩ ≡ ⟨M, (bi)i<λ, d⟩.

از رفت وبرگشتͬ سامانه ای در f : (ai)i<λ → (bi)i<λ جزئ̞ͬ مقدمات̞ͬ نگاشت هر دیͽر بیان به

شود. واقع M زیرمجموعه های میان جزئͬ مقدماتͬ نگاشتهای

باشد. همͽن ــ |M | هرگاه ͬ خوانیم م همͽن را M مدلِ :٨٢ تعریف

دنباله ی دو برای چنانچه λ < κ هر برای هرگاه ͬ خوانیم م همͽن ــ κ قویˁاً را M مدلِ :٨٣ تعریف

باشیم داشته M عناصرِ از (bi)i<λ و (ai)i<λ

⟨M, (ai)i<λ⟩ ≡ ⟨M, (bi)i<λ⟩

که باشد موجود چنان f ∈ Aut(M) اتومرفیسم̧ آنگاه

∀i < λ f(ai) = bi.

قابل κ از کوچͺتر اندازه ی با زیرمجموعه های میان جزئͬ مقدماتͬ نگاشتِ هر هرگاه دیͽر بیان به

باشد. قویاً همͽن ــ |M | هرگاه ͬ خوانیم م همͽن قویˁاً را M مدل باشد. اتومرفیسم ͷی به گسترش

است. قویاًهمͽن باشد، همͽن M اگر :٨۴ گزاره

اگر که نکرده ایم ادعا بالا در که کنید توجه کرد. خواهیم ثابت بعد جلسه ی در را بالا قضیه ی

است. همͽن قویاً ــ κ آنگاه باشد، همͽن ــ κ مدلͬ،
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سیزدهم جلسه ی ١ . ١٣

اگر |ā|, |b̄| < κ با b̄ و ā هر برای هرگاه خواندیم همͽن ــ κ را M مدلِ :٨۵ یادآوری

که طوری به باشد، موجود d ∈M عنصر c ∈M هر برای آنگاه tpM(ā) = tpM(b̄)

tpM(ā, c) = tpM(b̄, d).

کمتر اندازه ی از زیرمجموعه ای دو میان مقدماتͬ نگاشت هر همͽن ــ κ مدلِ ͷی در دیͽر، بیان به

ͬ شود. م واقع جزئͬ مقدماتͬ نگاشتهای از رفت وبرگشتͬ سامانه ای در κ از

مقدماتͬ نگاشت هر اگرچنانچه که کرد)  خواهیم ثابت زیر در (و گفتیم قبل جلسه ی پایان در

به ͬ توان م را مقدماتͬ نگاشت هر آنگاه شود، واقع مقدماتͬ نگاشتهای از رفت وبرگشتͬ سامانه ای در

گستراند: اتومرفیسم ͷی

است. همͽن قویاً باشد، همͽن M اگر :٨۶ گزاره

و tpM(ā) = tpM(b̄) کنید فرض گرفته نظر در M برای را M = (mi)i<|M | شمارش̞ اثبات.

ͬ سازیم. م زیر طریق به جزئͬ مقدماتͬ نگاشتهای از را ⟨fi|i < |M |⟩ دنباله ی .|ā| = |b̄| < |M |

ساخته (fλ)λ<i دنباله ی i < |M | ͷی برای اگر .f٠ = {(at, bt) : t < |ā|} ͬ دهیم م قرار

آنگاه باشد، شده

.fi =
∪
λ<i fλ ͬ دهیم م باشد، قرار حدی i اگر •

حاصل اطمینان fi بردِ و دامنه در mλ قرارگرفتن̞ از زیر، طریق به آنگاه i = λ + ١ اگر •

ͬ کنیم: م

دامنه ی در mλ اگر .fi = fλ ͬ دهیم م قرار آنگاه باشد، fλ برˀدِ در هم و دامنه در هم mλ اگر

ͬ گیریم: م نظر در را زیر هم ارزی آنگاه نباشد، fλ

dom(fλ) ≡ range(fλ).

که یافت چنان را d عنصرِ ͬ توان م است، همͽن M که آنجا از

dom(fλ)mλ ≡ range(fλ)d.
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fi = f ′
λ ͬ دهیم م قرار mλآنگاه ∈ range(f ′

λ) اگر .f ′
λ = fλ∪{(mλ, d)} ͬ دهیم م قرار

هم ارزیِ از صورت، این غیر در و

dom(fλ)mλ ≡ range(fλ)d

که ͬ یابیم م چنان را d′ عنصرِ کرده استفاده M همͽن̞ͬ و

dom(fλ)mλd
′ ≡ range(fλ)dmλ

.fi = f ′
λ ∪ {(d′,mλ)} ͬ دهیم م قرار و

است. M از اتومرفیسمͬ f =
∪
λ<|M | fλ که دهید نشان :۵٢ تمرین

آن اندازه ی که نشاند اشباع ــ ω مدل ͷی در ͬ توان م را M مدلِ هر که بودیم کرده  ثابت پیشتر

است. دست یافتنͬ M اندازه ی همان در همͽنͬ که دید خواهیم زیر در نباشد. |M |ℵ٠ از بزرگتر

.|N | = |M | که ͬ نشیند م M ⪯ N چون همͽن ــ ω مدلͬ در M مدلِ هر :٨٧ گزاره

دنباله ی دو هر برای و |N | = |M | که است موجود چنان N مدل که ͬ کنیم م ادعا نخست اثبات.

d ∈ N عنصرِ c ∈ M هر برای آنگاه tpM(ā) = tpM(b̄) اگرچنانچه M اعضای از ā, b̄ متناه̞ͬ

که موجودند چنان

tpM(āc) = tpN(b̄d).

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را I مجموعه ی ادعا ، اثبات برای

I = {⟨ā, b̄, c⟩ : |ā| = |b̄|, ā, b̄, c ∈M, tpM(ā) = tpM(b̄)}.

دهید قرار بͽیرید. نظر در I برای را {⟨āi, b̄i, ci⟩} شمارش و |I| = |M | که کنید دقت

(چرا؟ است سازگار
∪
Σi(b̄i, yi) ∪ Diagel(M) که کنید توجه و Σi(x̄, yi) = tpM(āi, ci)

ͬ شود). م برآورده M خودِ در ها b̄i با ها āi همتایپی̞ به بنا آن، متناهͬ بخش هر که کنید توجه ـــ

که موجودند چنان آن در di عناصرِ و N چون M از مقدماتͬ گسترشͬ بنابراین

⟨ai, ci⟩ ≡ ⟨bi, di⟩ ∀i < |M |.
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ͬ شود، م حاصل بالا روند اعمال و M مدلِ از شروع با که را مدلͬ بحث،  ادامه ی شدن راحت برای

ͬ دهیم. م نشان H(M) با

دست به N′
i مدلهای از زنجیری اجتماع از را N مدلِ بالا، ادعای اثبات برای ͬ شد م :٨٨ یادآوری

است. موجود ci با همتایپ di چون عنصری N ′
i هر در که آورد

کنید. ثابت گالواتایپها تعریفِ از مستقیم استفاده ی با را بالا ادعای :۵٣ تمرین

و N٠ = N دادنِ قرار با و استقرا با مدلها، از را ⟨Ni⟩i∈ω زنجیرِ اثبات. ادامه ی

است. مطلوب مدل Nω =
∪

Ni که) کنید (بررسͬ ͬ سازیم. م Ni+١ = H(Ni)

است. همͽن اول، مدلِ هر بویژه پس است؛ همͽن ــ ω ،ͷاتمی مدلِ هر :۵۴ تمرین

است. همͽن اشباع، مدل هر ویژه به است؛ همͽن ــ κ اشباع، ــ κ مدلِ هر :۵۵ تمرین

|N | < κ اگر N |= T هر برای هرگاه ͬ خوانیم م جهانͬ ــ κ را M مدل جهانͬ): (مدل ٨٩ تعریف

یافت. f : N→M مانند مقدماتͬ نگاشتͬ بتوان آنگاه

است. جهانͬ ــ κ+ آنگاه باشد، اشباع ــ κ مدلͬ M اگر :۵۶ تمرین

کرد. خواهیم ثابت بعد جلسه ی در را زیر قضیه ی

باشد. جهانͬ κ+ و همͽن ــ κ اگروتنهااگر است اشباع ــ κ مدلͬ M مدلِ :٩٠ قضیه

اعضای نشانش ≥نوعͬ آن در که باشیم داشته مدلها از (K,≤) خانواده ی ͷی اگر کلͬ حالت در

گالواتایپها، درنظرگرفتن با آنگاه همنشانͬ، و ادغام چون مطلوبی ویژگیهای دارای باشد خانواده این

درس پروژه های از ͬͺی در باره این در است. معادل بودن جهانͬ و همͽن با بودن اشباع بالا مشابه

شد. خواهد صحبت
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٢ فصل

مˀرلͬ قضیه ی

رمزی لم چهاردهم،  جلسه ی ٢ . ١

برای را لازم ورزیدگͬ مدلͬ، نظریه ی پیشنیازهای یادگیریِ با آموختال، جلسات در و قبل فصل در

به پیشرفته تری مقدمات یادگیریِ با بعد به درس نقطه ی این از کرده ایم. کسب اصلͬ بحث به ورود

ترکیباتͬ ابزار تبیین به خلاصه طور به نخست، رفت. خواهیم پیش مˀرلͬ قضیه ی اثبات و بیان سمت

ͬ پردازیم. م رمزی قضیه ی یعنͬ خود، نظر مورد

 ــ اردوش قضیه ی نام به آن، از تعمیمͬ از یا و ١ رمزی قضیه ی از مدل، نظریه ی در عموماً

جلسات در که بازنشناختنͬ، دنباله های ͬ شود. م استفاده بازنشناختنͬ دنباله های یافتن برای ٢ رادو

ترتیب به بسته اعضایشان، از تعداد هر که هستند دنباله هایی پرداخت، خواهیم بدانها مفصلا́ بعد

دنباله ای، چنین این یافتن برای هستند. هم ارزش نظر، مورد تئوری منظرِ از دنباله، در قرارگیریشان

و ͬ کنیم م «رنگ آمیزی» فرمولها، به نسبت بودنشان هم ارزش به بسته  را،  دلخواه دنباله ی ͷی عناصر

ͬ کنیم. م استخراج دنباله این از «تک رنگ» زیرمجموعه ای رمزی، لم  از استفاده با

١Ramsey
٢Erdös - Rado
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رمزی لم ٢ . ١ . ١

ͬ کنیم: م تعریف k طبیع̞ͬ عدد و X دلخواه˼ مجموعه ی برای

[X]k = {Y ⊆ X : |Y | = k}.

تابع̧ هر n ≥ ١، طبیع̞ͬ عددِ هر برای

f : [X]k → n = {٠, ١, . . . , n− ١}

مجموعه ی ͬ خوانیم. م رنگ nتوسطX مجموعه ی عضویِ k زیرمجموعه های از رنگ آمیزی ͷی را

عضوی k زیرمجموعه های همه ی هرگاه ͬ خوانیم م تکرنگ)  (یا همͽن f رنگ آمیزیِ برای را Y ⊆ X

مجموعه ای Y اگر پس باشد. ثابت f |[Y ]k هرگاه دیͽر، بیان به باشند؛ داشته یͺسان رنگ f تحتِ آن،

|Z| = n با Z ⊆ Y هر برای که است موجود چنان i < n عددِ باشد، f رنگ آمیزیِ برایِ تکرنگ

.f(Z) = i داریم

برای باشند. شده داده k, n ≥ ١ اعدادِ و X نامتناه̞ͬ مجموعه ی کنید فرض (رمزی): ٩١ قضیه

است. موجود Y ⊆ X نامتناه̞ͬ تکرنگِ مجموعه ی ͷی f : [X]k → n رنگ آمیزیِ هر

این متناهͬ صورت نخست ترکیبیات، در عموماً است. رمزی لم̧ نامتناهͬ صورت بالا، قضیه ی

بر را ما مدلͬ، نظریه ی طرزفکرِ اما ͬ گیرند، م نتیجه  را نامتناهیش صورت آن از و ͬ کنند م ثابت را لم

کنیم. استفاده فشردگͬ قضیه ی از نامتناهͬ و متناهͬ میان رابطه یافتن برای همواره که ͬ دارد م آن

ͬ شود: م خلاصه زیر نمادگذاری در بالا قضیه ی حͺم :٩٢ یادآوری

ℵ٠ → (ℵ٠)
n
k

ͬ پردازیم. م آن از آشنا مصداق چند بیان به قضیه اثبات از پیش

در عنصر نامتناهͬ اگر است: کبوتری لانه ی اصل همان رمزی قضیه ی k = ١ حالتِ در :٩٣ مثال

است. گرفته جای عنصر نامتناهͬ جایͽاه، ͷی در باشند، حداقل گرفته قرار جایͽاه متناهͬ

زیر صورت به رنگ آمیزی ͷی [V ]٢ روی باشد. نامتناهͬ گرافͬ (V,R) کنید فرض :٩۴ مثال

کنید: تعریف

f({x, y}) =

١ V |= R(x, y)

٠ V |= ¬R(x, y).
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دوبه دو آن رأسهای همه ی که است موجود V گرافِ از نامتناهͬ زیرگرافͬ یا رمزی، قضیه ی به بنا

آن رأسهای میان یالͬ هیچ که است موجود نامتناهͬ زیرگرافͬ یا و کامل)، (زیرگراف متصلند هم به

ندارد. وجود

خطͬ مرتبِ مجموعه ی ͷی (X,≤) هرگاه که کنید ثابت رمزی قضیه ی از استفاده با :٩۵ مثال

نامتناهͬ نزولͬ دنباله ی ͷی شامل یا و نامتناهͬ صعودی دنباله ی ͷی شامل Xیا آنگاه باشد، نامتناهͬ

است.

کرده ایم. ثابت k روی استقراء با را رمزی قضیه ی ادامه، در

کنیم فرض است. کبوتری لانه ی اصل همان رمزی قضیه ی آنگاه k = ١ اگر رمزی. قضیه ی اثبات

باشیم: داشته n هر برای یعنͬ باشد؛ برقرار k برای قضیه ی حͺم

ℵ٠ → (ℵ٠)
n
k .

باشد نامتناهͬ مجموعه ای X که کنیم فرض کنیم. تحقیق k + ١ برای را آن درستͬ ͬ خواهیم م

کلیت، از شدن کاسته بدون رنگ. n با آن عضوی k + ١ زیرمجموعه های از رنگ آمیزی ͷی f و

(yi)i∈ω دنباله ی دو ادامه در ͬ کنیم. م فرض x١ < x٢ < . . . ترتیبِ دارای و شمارا Xرا مجموعه ی

میان از را نظر مورد مجموعه ی و ساخت خواهیم {٠, ١, . . . , n}اعضای از (ni)i∈ω Xو عناصرِ از

.y١ = x١ ͬ دهیم م قرار ͬ کنیم. م استخراج اول دنباله ی عناصر

نظر در f١(Z) = f(Z ∪ {x١}) ضابطه ی با را f١ : [X − {x١}]k → n رنگ آمیزی

قرار است. Y١ نام̧ به همͽن مجموعه ی ͷی دارای رنگ آمیزی این استقراء، فرض به بنا ͬ گیریم. م

ͬ کنیم. م فرض Y١ عضویِ k زیرمجموعه های همه ی مشترکِ رنگ را n٢ و y٢ = minY١ ͬ دهیم م

f٢(Z) = f(Z ∪{y٢}) آمیزیِ رنگ Y١−{y٢} عضویِ k زیرمجموعه های روی ترتیب همین به

k زیرمجموعه های مشترک رنگ n٣ و آن همͽن̞ مجموعه ی Y٢ که ͬ کنیم م فرض گرفته نظر در را

عناصرِ به داده ادامه را بالا فراروند .y٣ = minY٢ ͬ دهیم م قرار نیز باشند. Y٢ عضویِ

y١ < y٢ < . . .

داریم نیز ͬ رسیم. م

Y١ ⊆ Y٢ ⊆ . . . .
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n٢ رنگِ به باشد، y١ شامل̞ اگر Y ′ از عضوی k+١ زیرمجموعه ی هر .Y ′ = {y١, . . .} دهید قرار

بی نهایت رنگها از ͬͺی است، متناهͬ رنگها تعداد که آنجا از .ni+١ رنگ به باشد yi شامل̞ اگر و است

ماست. مطلوب مجموعه ی همان رنگ، این متناظر های yi مجموعه ی و ͬ شود م تکرار بار

r(n,m, k) چون طبیعͬ عددی n,m, k دلخواه˼ طبیع̞ͬ اعداد برای متناهͬ): (رمزی ٩۶ قضیه

که طوری به است،  موجود

r(n,m, k)→ (m)kn;

از رنگ آمیزی ͷی f و باشد r(n,m, k) حداقل اندازه ی با مجموعه ای X اگر که گونه بدان یعنͬ

m حداقل اندازه ی با X از زیرمجموعه ای آنگاه رنگ، n از استفاده با آن عضوی k زیرمجموعه های

هستند. همرنگ آن عضوی k زیرمجموعه های همه ی که ͬ شود م یافت

هیچ اندازه ی با مجموعه ای که باشند موجود چنان m,n, k اعدادِ گیریم خلف، برهان به اثبات.

m و همͽن زیرمجموعه ای کنیم رنگ n را آن عضوی k زیرمجوعه های اگر که نشود یافت متناهͬ

با آن در را T تئوری و L = {R١(v١, . . . , vk), . . . , Rn(v, . . . , vk)} زبانِ شود. پیدا عضوی

بͽیرید: نظر در زیر اصول

∀x١, . . . , xk Ri(x١, . . . , xk)→
∧

l ̸=k∈{١,...,k}

xl ̸= xt i ∈ {١, . . . , n}

∀x١, . . . , xk Ri(x١, . . . , xk)→ Ri(xσ(١), . . . , xσ(k)) σ ∈ ,(k)جایͽشت i ∈ {١, . . . , n}

∀x١, . . . , xk

(∧
xl ̸= xt →

n∨
i=١

Ri(x١, . . . , xk)

)
∀x١, . . . , xk ¬ (Ri(x١, . . . , xk) ∧Rj(x١, . . . , xk)) i ̸= j.

رنگ ͷی کلاس̞ در R١, . . . , Rn رابطه های توسط آن از عنصر k هر آنگاه M |= T اگر بنابراین

بͽیرید: نظر در را زیر جمله  ی داده ایم). قرار کلاس ͷی در را رنگ هم (عناصر ͬ گیرند م قرار

ψm := ¬

[
∃Y |Y | ≥ m ∧

∨
i

(∀y١, . . . , yk ∈ Y Ri(y١, . . . , yk))

]
.

T∪{ψm} تئوریِ ندارد. mوجود حداقل اندازه ی از همͽنͬ مجموعه ی هیچ که ͬ گوید ψmم جمله ی

نامتناهͬ مدلͬ دارای فشردگͬ، به بنا و به اندازه ی دلخواه بزرگ، متناه̞ͬ مدلهای دارای فرض، به بنا
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k زیرمجموعه های از رنگ آمیزی ͷی وجود معادل تئوری، این برای نامتناهͬ مدل وجود است.

نشود،  یافت برایش ͬ ای نامتناه همͽن زیرمجموعه ی هیچ که است نامتناهͬ مجموعه ی ͷی عضوی

ͬ کند. م نقض را نامتناهͬ رمزی لم̧ این و

هست ٣ آن از پیشرفته تر صورتͬ لیͺن است؛ شدنͬ اثبات پئانو حساب از متناهͬ رمزیِ قضیه ی

قابل پئانو حساب از است،  درست طبیعͬ اعداد در آنکه با ۴ هرینگتون و پاریس از قضیه ای به بنا که

است. بوده ناتمامیت برای عینͬ مثال اولین واقع در صورت˂ این نیست. اثبات

ͬ شود. م گذاشته |Y | > minY قیدِ Y همͽن̞ مجموعه ی روی صورت این ٣در

۴Paris, Harrington
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بازنشناختنͬ دنباله های پانزدهم،  جلسه ی ٢ . ٢

که: کردیم ثابت قبل جلسه ی در

همه ی گردایه ی [X]n و باشد متناهͬ مجموعه ی ͷی X کنیم فرض (رمزی): ٩٧ یادآوری

تعداد که داریم [X]n روی هم ارزی رابطه ای ͷی که کنیم فرض نیز آن. عضویِ n زیرمجموعه های

که است موجود چنان Y ⊆ X چون نامتناهͬ زیرمجموعه ای آنگاه است. متناهͬ آن کلاسهای

باشند. واقع کلاس ͷی در [Y ]n اعضای همه ی

انگاشته ایم. شمارا را زبانْ و کامل را T تئوریِ

خطͬ مرتب مجموعه ی ͷی (I,≤) که ͬ کنیم م فرض و A ⊆ M و M |= T گیریم :٩٨ تعریف

ͬ خوانیم م بازنشناختنͬ ∆ ⊆ LA مجموعه ی به نسبت را M اعضای از (ai)i∈I دنباله ی باشد.

و i١ < i٢ < . . . < in ∈ I دنباله ی دو هر برای هرگاه ͬ خوانیم) م بازنشناختنͬ ∆ را آن (یا

باشیم داشته ϕ(x١, . . . , xn) ∈ ∆ فرمولِ هر و j١ < j٢ < . . . < jn ∈ I

M |= ϕ(ai١ , . . . , ain)↔ ϕ(aj١ , . . . , ajn).

۵ ͬ خوانیم. م (A (روی بازنشناختنͬ را یادشده دنباله ی آنگاه ∆ = LA اگر

i١ < . . . < in هر برای آن در که است رویAبازنشناختنͬ وقتͬ (ai)i∈I دنباله ی دیͽر، بیان به

باشیم داشته j١ < . . . < jn و

tpM(ai١ . . . ain/A) = tpM(aj١ . . . ajn/A).

tpM(ai١ . . . ain/A) تایپِ هر که است Aبازنشناختنͬ روی وقتͬ یادشده دنباله ی دیͽر، بیان به باز

A روی (ai)i∈ω اگر مثلا́ پس باشد. داشته بستگͬ qftpDLO(i١, . . . , in) سورِ بدون تایپِ به تنها

داریم باشد، بازنشناختنͬ

a٠ ≡A a١ ≡A a٢ . . .

a٠a١ ≡A a٠a٢ ≡A a٠a٣ . . . ≡A a١a٢ ≡A a١a٣ . . . a٢۴٠a٨٩٧ . . .

a٠a١a٢ ≡A a٠a١a٣ ≡A a١a٢a٣ . . . ≡ a١٠a۵٠a۶٢ ≡A . . .

است. بازنشناختنͬ واژه ی همان من ترجیح خواند. هم «تشخیص ناپذیر» یا «تمییزناپذیر» ͬ توان م را دنباله ای چنین ۵

ͬ شوند. نم بازشناخته هم از تئوری توسط که است شده تشͺیل اعضایی از چنین˂ این دنباله ی ͷی درواقع
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هر باشد. آن از زیرمیدانͬ k ⊆ F و F |= ACF٠ کنیم فرض جبری): بسته ی (میدانهای ٩٩ مثال

است. بازنشناختنͬ k روی متعالیند، k روی که F عناصرِ از (ai)i∈ω دنباله ی

بودنِ متعالͬ به بنا i١ < i٢ < . . . < in هر برای که کنید توجه فوق، گفته ی اثبات برای

سور، حذف به بنا .k(a١, . . . , an) ∼= k(ai١, . . . , ain)
∼= k(X١, . . . , Xn) داریم دنباله عناصر

روی را ai١ . . . ain و a١ . . . an همتایپی̞ که است واقع رفت وبرگشتͬ سامانه ای در ایزومرفیسم این

ͬ شود. م ضامن k

تنها و وقتͬ ai٠ . . . ain و a٠ . . . an دنباله ی دو سور، حذف به بنا که کنید توجه ساده تر، زبان به

باشیم داشته p(x٠, . . . , xn) ∈ k[X٠, . . . , Xn] چندجمله ایِ هر برای که همتایپند A روی وقتͬ

p(a٠, . . . , an) = ٠⇔ p(ai٠, . . . , ain) = ٠;

ما دنباله ی برای بالا عبارت برقراری باشند. هم نظر آنها درباره ی چندجمله ای ها همه ی وقتͬ یعنͬ

چنان، چندجمله ایِ هر و i٠, . . . , in هر برای دنباله، عناصرِ بودن متعالͬ به بنا زیرا است؛ واضح

داریم

p(ai٠, . . . , ain) ̸= ٠.

از ͬ ای مقدمات (نااستانداردِ) توسیع R∗ گیریم حقیقͬ): بسته ی (میدانهای ١٠٠ مثال

اگروتنهااگر tp(a/Q) = tp(b/Q) داریم سور حذف به بنا باشد. ⟨R,+, ·, ٠, ١,≤⟩

از .f(x) ∈ Q[X] که کنند صدق f(x) > ٠ شͺل̞ به یͺسانͬ نامساوی های در a, b

چون عبارتͬ با است معادل f(x) > ٠ که داد نشان ͬ توان م جبری دستکاریهای با طرفͬ،

به ͬ توان م را بازه ها پایانͬ نقاط آن در که x ∈ (a١, b١) ∪ . . . ∪ (an, bn) ∪ {c١, . . . , cm}

این کرد. محاسبه f ضرایبِ حسب بر جمله ای) چند صورت به تنها (حتͬ تعریف پذیر صورت

از یͷ بعدی تعریف پذیرِ زیرمجموعه ی هر ترتیب کمینگͬ، به بنا دارد. نام ۶ ترتیب کمینگͬ ویژگͬ،

Q روی R∗ عناصرِ از (ai)i∈ω دنباله ی ͷی پس نقطه ها. و باز ها از متناهͬ است اجتماعͬ R∗

اکیداً یادشده دنباله ی و باشند واقع Q از شͺاف ͷی در همه آن عناصرِ هرگاه است بازنشناختنͬ

باشد. نزولͬ اکیداً یا و صعودی
۶o-minimality
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اگر یافت. تهͬ مجموعه ی روی حتͬ یازنشناختنͬ دنباله ای ͬ توان نم R خودِ در که کنید توجه

در a
b

صورت به ͬ توان م را α که آنجا از α ∈ Q هر برای باشد، بازنشناختنͬ (an) که باشد قرار

جمله ی دو هر برای که است حالͬ در این .ai < α ⇔ aj < α باشیم داشته باید نوشت، تئوری

.ai < α < aj که ͬ شود م یافت α ∈ Q چون عنصری نظر، مورد دنباله ی در ai < aj

صعودی دنباله ی هر ͬ کند، م حذف را سورها DLO که آنجا از چͽال): خطͬ (ترتیبهای ١٠١ مثال

در تنها دنباله ͷی A داده شده ی مجموعه ی ͷی روی است. بازنشناختنͬ تهͬ روی آن، مدل هر در

یͺسانͬ شͺاف در همه اعضایش و باشد نزولͬ اکیداً یا صعودی اکیداً که است بازنشناختͬ صورتͬ

باشند. شده  واقع

جبری اول جمله ی اگر واقع در باشند. جبری ͬ توانند نم بازنشناختنͬ دنباله ی ͷی اعضای :١٠٢ مثال

تایپ نیز دنباله بقیه ی همه ی طرفͬ از ͬ شود. م برآورده عنصر متناهͬ تعداد توسط تنها آن تایپِ باشد،

فرض نامتناهͬ را بازنشناختنͬ (دنباله های باشد متناهͬ باید یادشده دنباله ی پس ͬ آورند. برم را آن

کرده ایم).

چون اتومرفیسمͬ تحت آن تصویر هر باشد بازنشناختنͬ A روی (ai) دنباله ی اگر :١٠٣ مثال

است. بازنشناختنͬ A روی نیز f ∈ Aut(M/A)

دنباله ای a آنگاه آن، از نامتناهͬ پایه ای a = (ai)i∈ω و باشد برداری فضای ͷی K اگر :١٠۴ مثال

است. بازنشناختنͬ

ــ ∆ که داده ایم نشان زیر در ͬ پردازیم. م بازنشناختͬ دنباله های وجود مسئله ی به ادامه، در

است. حاصل شدنͬ آسانͬ به فرمولها، از ∆ متناه̞ͬ مجموعه ی ͷی برای بودن،  بازنشناختنͬ

و خطͬ مرتبِ مجموعه ای (I,≤) و فرمولها از باشد متناهͬ مجموعه ای ∆ گیریم :١٠۵ گزاره

(مانند بازنشناختنͬ ــ ∆ زیردنباله ای Xدارای آنگاه .M مدلِ ͷی در دلخواه Xدنباله ای = (ai)i∈I

است. ((bj)j∈ω

ͬ دهیم م قرار و هستند، x١, . . . , xn آزاد˂ متغیرهای آن در که ∆ = {ϕ١, . . . , ϕk} گیریم اثبات.

A = {ψ(x̄)|ψ =
k∧
i=١

θi, θi ∈ {ϕi,¬ϕi}}.

طوری به است موجود ψ ∈ A چون یͺتایی فرمول ᾱ ∈M هر برای و است متناهͬ A مجموعه ی

رنگ آمیزیِ [X]n = {{aj١ < . . . < ajn}|j١ < . . . < jn ∈ I} روی .|= ψ(ᾱ) که
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بنا ͬ گیریم. م نظر در را f({aj١ < . . . , ajn}) = {ψ(x̄)| |= ψ({aj١ < . . . < ajn})}

آن عضوی n زیرمجموعه های همه ی که دارد Y چون متناهͬ زیرمجموعه ای X رمزی، قضیه ی به

است. نظر مورد دنباله ی همان Y دنباله ی همرنگند.

ͬ کنیم: م تعریف را زیر هم ارزی رابطه ی [X]n روی اثبات. برای دیͽری بیان

{a١ < . . . < an} ∼= {b١ < . . . < bn} ⇔ tp∆(ā) = tp∆(b̄).

رمزی لم اعمال از که X از زیرمجموعه ای است. متناهͬ رنگها) (تعداد بالا رابطه ی کلاسهای تعدادِ

است. نظر مورد دنباله ی ͬ شود، م حاصل

تعداد به نسبت بازنشناختنͬ دنباله ی ͷی شمارا، دنباله ی ͷی اندرون از ͬ توان م بالا، گزاره ی به بنا

در و رمزی از است ͬ تر کل صورتͬ (که رادو ــ اردوش قضیه ی به بنا کشید. بیرون فرمول متناهͬ

اندازه ی اگر فرمولها از ∆ متناهͬ) لزوماً (نه مجموعه ی هر برای پرداخت) نخواهیم بدان درس این

آن دلِ از ͬ توان م باشد، بزرگ ∆ اندازه ی به نسبت کافͬ قدر به ͬ کنیم م شروع آن با که دنباله ای

کشید. بیرون بازنشناختنͬ ــ ∆ حال عین در و شمارا اندازه ی با دنباله ای

بازنشناختنͬ،  دنباله های یافتن برای رادو) ــ اردوش لم از استفاده روش از (غیر دیͽر معمول روش

در کرده ایم. ارائه را روش این اعمال از ساده صورتͬ زیر در است. فشردگͬ لم و رمزی لم آمیختن

دنباله ی ͬ های ویژگ آن در که کرد خواهیم بررسͬ را زیر قضیه ی از کارگشاتر صورتͬ آینده جلسات

آورد. درخواهیم بیشتری کنترل تحت فرمول) هر حول موضعͬ صورت (به را موردنظر بازنشناختن̞ͬ
٧

آن در و M |= T مدلِ صورت آن در خطͬ. مرتب باشد مجموعه ای I کنیم فرض :١٠۶ قضیه

موجودند. (ai)i∈I چون بازنشناختنͬ دنباله ای

تئوریِ بͽیرید. نظر در جدید ثوابت توسط L از را L′ = L ∪ {ci}i∈I زبان̞ͬ بسط نخست اثبات.

بͽیرید: نظر در را زیر

T ′ = T ∪ است} بازنشناختنͬ دنباله ای (ci)i∈I}

لم و رمزی لم از حاصل دنباله های تفاوت دانستن برای را دوم نویسنده ی تألیف ساده»  زبان به «سادگͬ ٧جزوه ی

بفرمایید. مطالعه رادو اردوش
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است: شده حاصل جملات از زیر مجموعه های با T اجتماع̧ از T ′ دقیقتر، بیان به

{ϕ(ci)↔ ϕ(cj)}i,j∈I,ϕ(x)∈L
...

{ϕ(ci١, . . . , cin)↔ ϕ(cj١, . . . , cjn)}ϕ(x١,...,xn)∈L,i١<...<in,j١<...<jn∈I

متناهͬ بخش هر داشتن مدل است کافͬ آن برای و است، مدل دارای T ′ که دهیم نشان است کافͬ

بیانگرِ که گستراند جملات از مجموعه ای به ͬ توان م را T ′ از متناهͬ بخش هر کنیم. ثابت را T ′ از

گزاره ی هستند. فرمولها از ∆ متناه̞ͬ مجموعه ی ͷی برای متناهͬ، دنباله ی ͷی بودن بازنشناختنͬ ∆

ͬ آورد. م فراهم را نظر مورد مدل ١٠۵
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کردن ا˚س˂ͺول˼میزه و اسͺولمͬ توابع شانزدهم، جلسه ی ٢ . ٣

زیرساختار ،⟨A⟩ که ͬ دانیم م آن. از زیرمجموعه ای A و باشد ساختار L ͷی M که کنید فرض

لزوماً مجموعه،  این هاست. tM(a١, . . . , an) همه ی از متشͺل مجموعه ی ،A توسط˼ تولیدشده

⟨Q,+,−, ·⟩ ساختارِ در ١ توسط˼ شده تولید زیرساخت مثال برای نیست؛ مقدماتͬ زیرساخت ͷی

را f ١
n
(x) = x

n
توابع̧ زبان در اگر یادشده، مثال در همه، این با .⟨Z,+,−, ·⟩ با است برابر

مسلماً که ،Q,+,−, ·⟩ خودِ با ͬ شد م برابر ١ عنصر توسط تولیدشده زیرساخت آنگاه ͬ داشتیم، م

است. یادشده ساختار از مقدماتͬ زیرساختͬ

سور بدونِ فرمولِ هر برای اگروتنهااگر M ≺ N آنگاه M ⊆ N اگر ،ͬͺتارس لم̧ به بنا

آنگاه N |= ∃x ϕ(x, ā) اگر ،ϕ(x, ā) ∈ LM

N |= ∃x ∈M ϕ(x, ā).

از چنانکه داشتیم، زبان در t مانند ترمهایی اگر

N |= ∃x ϕ(x, ā)

ͬ شد م نتیجه

N |= ϕ(t(ā), ā),

ͬ داشتند. م را ͬͺتارس لم لوازم نظر، مورد ساختار دو آنگاه

هر برای هرگاه ،٨ شده اند تعبیه اسͺولم توابع T تئوری در گوئیم اسͺولم): (ویژگͬ ١٠٧ تعریف

که باشد موجود چنان tϕ(ȳ) ترم̧ ϕ(x, ȳ) فرمولِ

T |= ∀ȳ (∃x ϕ(x, ȳ)→ ϕ(tϕ(ȳ), ȳ)) .

یعنͬ باشد؛ ثابت ͷی باید نظر مورد ترم آنگاه |ȳ| = ٠ اگر که کنید توجه

T |= ∃xϕ(x)→ ϕ(cϕ).

٨T has built-in Skolem functions.
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شامل̞ آن در T ′ تئوری و L شامل L′ زبانِ باشد، L زبانِ در سازگار تئوری ͷی T اگر :١٠٨ گزاره

است. تعبیه شده اسͺولم̞ͬ توابع دارای T ′ که موجودند چنان T

فرمولِ L٠ هر برای آن در که باشد زبانͬ L١ کنید فرض و T٠ = T و L٠ = L دهید قرار اثبات.

جمله های همه ی با بͽیرید T٠ اجتماع̧ را T١ تئوریِ نیز داریم. fϕ تابع̞ͬ نماد ͷی ϕ(x, ȳ) سورِ بدون

∀ȳ (∃xϕ(x, ȳ)→ ϕ(fϕ(ȳ), ȳ))

fϕ(ȳ) هر است کافͬ f تابع̧ تعبیر برای است؛ مدل دارای T١ تئوریِ .∃xϕ(x, ȳ) ∈ T٠ آن در که

از که ͬ گیریم م زبانͬ را Ln+١ زبانِ ترتیب، بدین باشد. ∃x ϕ(x, ȳ) ضامن̞ که بͽیریم عنصری را

تئوریِ ͬ کنیم م فرض و است شده حاصل ϕ(x, ȳ) ∈ Ln هر برای fϕ تابع̞ͬ نمادهای با Ln اجتماع̧

باشد: شده حاصل زیر جملات با Tn اجتماع̧ از Tn+١

∀ȳ (∃xϕ(x, ȳ)→ ϕ(fϕ(ȳ, ȳ)) .

نظر مورد تئوریِ Lω =
∪
i<ω Li زبانِ در Tω =

∪
i<ω Ti تئوریِ .ϕ(x, ȳ) ∈ Ln هر برای

ماست.

Tskolem با را آن و ͬ خوانیم م T ٩ اسͺولمیزه شده ی) یا ) اسͺولمیزش̞ را Tω تئوریِ :١٠٩ تعریف

ͬ دهیم. م نشان

:۵٧ تمرین

ͬ کند. م حذف را سورها Tskolem که دهید نشان .١

دارای تنها (معادلͬ عمومیند معادل دارای جمله ها همه ی Tskolem هنگِ به که دهید نشان .٢

است. عمومͬ اصل بندی دارای تئوری این خاص، طور به عمومͬ). سور

اثباتͬ گزاره ها، منطق به اول مرتبه ی منطق تقلیل بدینسان و اسͺولمیزه سازی، استفاده با .٣

کنید. ارائه فشردگͬ قضیه ی برای ͷتوپولوژی

خط̞ͬ مرتبِ مجموعه ی هر برای که دیدیم باشد. اسͺولمͬ توابع دارای T تئوریِ که کنیم فرض

ai توسط˼ تولیدشده  مدل یافت. T از مدلͬ در (ai)i∈ω چون بازنشناختنͬ دنباله ای ͬ توان م ⟨I,≤⟩

دنباله این ١٠ اسͺولم̞ͬ) غلاف (یا ِ اسͺولمͬ پوش را آن و ͬ دهیم م نشان SEM(ai|i ∈ I) با را ها
٩Skolemization

١٠Skolem hull
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داریم که) دهید نشان اسͺولمͬ توابع نقش به توجه (با ͬ خوانیم. م

SEM(ai|i ∈ I) ≺M

ويژه به و

SEM(ai|i ∈ I) |= T.

دهید نشان باشد. ترتیبی اتومرفیسم ͷی f : I → I کنید فرض :۵٨ تمرین

ضابطه ی با f̂ : SEM(ai|i ∈ I) → SEM(ai|i ∈ I) نگاشتِ که

است. اتومرفیسم ͷی f̂(t(ai١ , . . . , ain) = f̂(t(af(i١), . . . , af(in))
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هفدهم جلسه ی ۴ . ٢

در که بازنشناختنͬ، دنباله های توسط تولیدشده ̞ͬͺموستفس اهغن فُیشت مدلهای سودمندیهای از ͬͺی

ͬ شوند. نم برآورده زیادی تایپهای آنها در که است این آمد، خواهد کارمان به بسیار بعدی اثباتهای

مدلِ M و بازنشناختنͬ، دنباله ای (ai)i∈I باشد، خوشترتیب مجموعه ای I که کنید فرض :١١٠ لم

تعدادِ حداکثر ،A ⊆ M شمارای مجموعه ی هر برای یادشده. دنباله ی توسط تولیدشده اسͺولمͬ

ͬ شوند. م محقق M در ،A تایپِ روی شمارا

نخست نیز ͬ کنیم. م اثبات A = (ai)i∈I٠ ⊆ (ai)i∈I خاص̞ حالت در را بالا لم نخست اثبات.

حالت این در که ͬ کنیم م ادعا

|{tpM(ai/A)|i ∈ I}| ≤ ℵ٠.

ai, aj آنگاه باشند، داشته I٠ به نسبت یͺسانͬ ترتیبی̞ وضعیت i, j ∈ I٠ اگر که کنید توجه

آنگاه qftpDLO(i/I٠) = qftpDLO(j/I٠) اگر دیͽر بیان به دارند؛ A روی یͺسانͬ تایپ

وضع اگر i٠, . . . , ik ∈ I٠ هر برای است؛ ساده امر این علت .tpM(ai/A) = tpM(aj/A)

و i, i٠, . . . , ik دنباله ی دو ترتیبی وضعیت آنگاه باشد، یͺسان دنباله این به نسبت i, j ترتیبی̞

ͬ دهد م نتیجه (ai)i∈I دنباله ی بودنِ بازنشناختنͬ به بنا این که است؛ یͺسان نیز ،j, i٠, . . . , ik
که

M |= ϕ(ai, ai٠ , . . . , aik)↔ ϕ(aj, ai٠ , . . . , aik)

است. زیر صورت به باشد، داشته ͬ تواند م I٠ به نسبت ترتیبی لحاظ از i که مخلتفͬ حالات

حالت). (شمارا باشد I٠ در •

حالت) ͷی) باشد. بزرگتر I٠ عناصرِ تمام از •

حالت). ͷی) باشد کوچͺتر I٠ عناصرِ تمام از •

شماراحالت) (ادعا: بزرگتر دیͽر برخͬ از و باشد کوچͺتر I٠ عناصرِ از برخͬ از •

تعداد با است برابر حالات آن تعداد طبیعتاً ͬ پردازیم. م آخر مورد در حالات تعداد محاسبه ی به حال

ͷی در شͺافها تعداد که ͬ دارد وام تصور بدین را ما عموماً ما شهود .I٠ مجموعه ی در شͺافها
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بودن خوشترتیب فرض و ͬ کند نم کار اینجا در شهود این ناشماراست. شمارا، مرتبِ  مجموعه ی

ͬ آید. م کار به اینجا در I مجموعه ی

هر برای است. موجود min I i خوشترتیبی، به بنا .I i = {k ∈ I٠|k > i} دهید قرار

به بنا اینچنین، شͺافهای تعداد پس .min I i = min Ij اگروتنهااگر I i = Ij داریم i, j ∈ I

شماراست. I٠ بودنِ شمارا

شماراست. حداکثر tpM(ai/A)صورت به متغیره ی تک تایپهای تعداد که کرده ایم ثابت اینجا تا

ترتیبی̞ حالات تعداد با برابر نیز تایپها این تعداد است. برقرار نیز تایپهایnمتغیره درباره ی گفته همین

j٠, . . . , jn و i٠, . . . , in اگر دیͽر بیان به .I٠ به نسبت است I اعضای از i٠, . . . , in مجموعه های

آنگاه باشند داشته I٠ به نسبت یͺسانͬ ترتیبی وضعیت

tpM(ai٠ , . . . , ain) = tpM(aj٠ , . . . , ajn).

ترتیبی حالات تعداد زیرا شماراست؛ نیز I٠ به نسبت i٠, . . . , in برای متصو̮ر ترتیبی حالات تعداد

اینجا تا پس شماراست. I٠ به نسبت ͷی هر ترتیبی حالات تعداد و است، متناهͬ هم به نسبت آنها

شماراست. tpM(ai٠ , . . . , ain)/A) شͺل̞ به تایپهای تعداد که کرده ایم ثابت

زیر شͺل به M عناصر که ͬ دانیم م بیابیم. را M در شونده برآورده تایپهای تعداد ͬ خواستیم م

هستند:

M = {tM(ai٠ , . . . , ain)|i٠, . . . , in ∈ I, اسͺولمͬ ترمͬ t }

آنگاه qftpDLO(i٠, . . . , in/I٠) = qftpDLO(j٠, . . . , jn/I٠) اگر که است معلوم دوباره

tpM(tM(ai٠ , . . . , ain)/A) = tpM(tM(aj٠ , . . . , ajn)/A)

شماراست. A ⊆ (ai)i∈I که حالتͬ در A روی تایپها تعداد پس

ͬ کند. م کار شماراست A ⊆ M هر روی تایپهای تعداد که این اثبات برای بالا بحث همان

کنیم فرض

A = {tM(ai٠ , . . . , aik)|i٠, . . . , ik ∈ I٠, t ∈ T}

کمتر A روی M در شونده برآورده تایپهای تعداد .I٠ ⊆ I و ترمها از است مجموعه ای T آن در که

شماراست. آنْ و است؛ A′ = {ai|i ∈ I٠} مجموعه ی روی تایپها تعداد مساوی یا
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مˀرلͬ قضیه ی جدید، بحث

ͷی κ > ℵ٠ کنید فرض کرده ایم. فرض متناهͬ مدل فاقد و کامل شمارا، را T تئوریِ همچنان

باشد. نامتناهͬ کاردینال

ایزومرف هم با κ اندازه ی از آن مدلِ دو هر هرگاه ͬ خوانیم م ١١ جازم κ را T تئوریِ :١١١ تعریف

به را T تئوریِ ͬ خوانیم. م جازم ℵ٠ را یادشده شرط دارای تئوری κ = ℵ٠ که حالتͬ در باشند.

باشد. جازم κ ناشمارای کاردینالِ ͷی در هرگاه ͬ خوانیم م ͬ نامتناهͬ جازم درکاردینال

است: زیر قضیه ی اثبات درس این نهایی هدف گفته ایم، بارها که همانگونه

،κ ≥ ℵ٠ کاردینالهای تمام̧ در آنگاه باشد، ͬ ناشمارا جازم در کاردینال T اگر (مˀرلͬ): ١١٢ گزاره

است. جازم

پایه ی ͷی دارای V اگر شمارا. میدان ͷی روی باشد برداری فضای ͷی V کنید فرض :١١٣ مثال

ایزومرف هم با لزوماً شمارا برداری فضای دو رو، این از شماراست. V آنگاه باشد، شمارا یا متناهͬ

ناشمارا V اندازه ی که این برای mباشد). ̸= n بعد دارای دیͽری و n بعد دارای ͬͺی (شاید نیستند

واقع در هستیم. ناشمارا پایه ای نیازمند شود،

|V | = ℵ٠ × dim(V ) = max{ℵ٠, dim(V )}.

از برداریِ فضای دو هر پس ایزومرفند. هم با مساوی بˀعدِ دارای برداریِ فضای دو هر طرفͬ، از

ایزومرفند. هم با همبˀعدند که آنجا از κ > ℵ٠ اندازه ی

١١κ-categorical
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هیجدهم جلسه ی ۵ . ٢

پایدار تئوری های ١ . ۵ . ٢

بازنشناختن̞ͬ دنباله ی ͷی توسط اسͺولمیزه، زبان ͷی در که مدلͬ هر در که گفتیم قبل جلسه ی در

که تایپهایی تعداد شمارا، مجموعه ی هر روی شود، تولید خوشترتیب مجموعه ی ͷی در اندیس با

شماراست. حداکثر ͬ شوند م برآورده

|M | = κ که طوری به است M چون مدلͬ دارای T تئوریِ κ دلخواه˼ کاردینالِ هر برای :١١۴ لم

حداکثر ͬ شوند،  م محقق M در که A روی تایپهای تعداد A ⊆ M شمارای مجموعه ی هر برای و

شماراست.

دنباله ای (ai)i∈I و باشد خوشترتیب (I,≤) اگرچنانکه که کردیم ثابت قبل جلسه ی در اثبات.

تایپ شمارا حداکثر شمارا مجموعه ی هر روی M = SEM(ai|i ∈ I) در آنگاه بازنشناختنͬ، باشد

.|SEM(ai|i ∈ I)| = κ صورت این در .I = (κ,≤) دهیم قرار است کافͬ ͬ شوند. م برآورده

تئوریهای

پایدار
مجموعه ی M |= T شمارای مدلِ هر برای هرگاه ͬ خوانیم م ١٢ پایدار ω را T تئوریِ :١١۵ تعریف

باشد. شمارا (M در پارامتر با تایپهای همه ی (=مجموعه ی S١(M)

قبلا́ است. ℵ٠ با برابر حداقل M در پارامتر با تاپیهای تعداد باشد، شمارا M اگر :١١۶ یادآوری

است. ٢ℵ٠ با برابر آنگاه باشد، بیشتر ℵ٠ از تایپها تعداد اگر که کرده ایم ثابت

است. پایدار ω تئوریِ ͷی ACF که دهید نشان :۵٩ تمرین

پایدار ω تئوریِ ͷی F شمارای میدانِ ͷی روی برداریِ فضاهای تئوری که دهید نشان :۶٠ تمرین

است.

پایدار ω جازم، ℵ١ تئوریِ هر که کرد خواهیم بعداً ثابت و هستند جازم ℵ١ بالا، مثالِ دو هر

است.

نیست. پایدار ω تئوری این باشد، تعریف قابل ترتیب˂ ͷی T تئوریِ در اگر که دهید نشان :۶١ تمرین
١٢ω-stable
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با M |= T مدلِ هر برای هرگاه ͬ خوانیم م پایدار κ را T تئوریِ κ > ℵ٠ برای :١١٧ تعریف

موجود κ ≥ ℵ٠ هرگاه ͬ خوانیم م پایدار را T تئوری .|S١(M)| = κ باشیم داشته |M | = κ

باشد. پایدار κ تئوری این که طوری به باشد،

ک͒د آن در ترتیبی هیچ (یعنͬ نباشد ترتیبی ویژگͬ دارای اگروتنها است پایدار T تئوریِ :۶٢ تمرین

کرد). خواهیم صحبت آموختال کلاس در باره این در نشود؛

است. پایدار κ تئوری این κ > ℵ٠ هر برای آنگاه باشد، پایدار ω تئوریِ ͷی T اگر :۶٣ تمرین

است. برقرار زیر حالات از ͬͺی شلاخ، از قضیه ای به بنا کلͬ طور به بحث. از انحراف

نیست. پایدار κ ،T تئوریِ κ کاردینالِ هیچ برای .١

است.) پایدار ω یادشده تئوری (معادلا˟ است. پایدار κ ،T تئوریِ κ ≥ ℵ٠ هر ازای به .٢

پایدار فوق تئوری، این دیͽر، بیان (به است پایدار κ ،T تئوری κ ≥ ٢ℵ٠ هر ازای به .٣

است).

پایدار محدود، طور (به است پایدار λ ،T تئوریِ λℵ٠ = λ که λ کاردینالِ هر ازای به .۴

است).

طور به

ناشمارا

⇐ جازم

ωپایدار.

است. پایدار ω باشد،  جازم ناشمارا کاردینالِ ͷی در T تئوریِ اگر :١١٨ قضیه

که خلف برهان به کنید فرض نیز است. جازم κ یادشده تئوری و κ ≥ ℵ١ که کنید فرض اثبات.

مدلͬ ادغام،  ویژگͬ به بنا و لونهایم اسͺولم لم̧ به بنا .|S١(M)| ≥ ℵ١ داریم M شمارایِ مدلِ برای

عنصر ℵ١ تعدادِ به حداقل N در و |N | = κ که طوری به است موجود M ≺ N |= T چون

به بنا طرفͬ از کنید). ثابت را گفته (این متمایزند دو به دو M روی آنها تایپهای که است موجود

زیرمجموعه ی هر روی که طوری به N′ مانند κ اندازه ی از است مدلͬ دارای یادشده تئوری ١١۴ لم̧

است بودن جازم κ خلافِ این که ،N ̸∼= N′ پس است. موجود تایپ شمارا حداکثر آن شمارای

ͬ شود). م حفظ نیز دوم مرتبه ی ͬ های ویژگ ایزومرف مدل دو (در
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مˀرلͬ مرتبه ی و متعالͬ کاملا́ تئوری های ٢ . ۵ . ٢

نیست. وابسته خاصͬ فرمول به تعریف، در حداقل یعنͬ، است؛  جهانͬ مفهومͬ بودن پایدار ω مفهوم̧

معادل آن با یا دهد نتیجه را موضعͬ مفهومͬ جهانͬ،  مفهومͬ که ͬ آید م پیش بسیار مدل نظریه ی در

از مصداقͬ آن که ͬ دهد، م نتیجه را بودن متعالͬ کاملا́ بودن، پایدار ω که دید خواهیم زیر در شود.

است. موضعͬ مفاهیم

تعریف پذیر مجموعه ی هر به شده اند، تعریف دقیق طور به زیر در که کاملا́ متعالͬ، تئوریهای در

مدیریت «استقلال» مفهوم و تایپها رتبه، این ͷکم با داد. نسبت اردینالͬ مقادیر با «رتبه» ͷی ͬ توان م

ͬ شوند. م

هرگاه ͬ خوانیم م پارامتر با تعریف پذیرِ را A ⊆ Mk مجموعه ی ،M |= T اگر :١١٩ یادآوری

که باشد موجود چنان ϕ(x̄, b̄) فرمولِ

A = {c̄ ∈Mk|M |= ϕ(c̄, b̄)}.

مقادیر است. تعریف پذیر مجموعه های همه   ی روی مˀرلͬ مرتبه ی تعریف هدفمان ادامه ، در

مرتبه ی دهد، رخ ابهامͬ بی آنکه معمولا˟ بود. خواهند Ord ∪ {∞} ∪ {−١} در یادشده مرتبه ی

یا RMM(ϕ(x̄, ā)) با ͬ شود، م تعریف ϕ(x̄, ā) چون فرمولͬ با که را A چون مجموعه ای مر˂ل̞ͬ

خواهیم ͬ کنیم. م تعریف M مشخص̞ مدلِ ͷی در را مˀرلͬ مرتبه ی فعلا́ نیز، ͬ دهیم. م نشان RM(A)

است، کافͬ پس .RMM(A) ̸≥ α + ١ و RM(A)M ≥ α هرگاه RM(A)M = α گفت

ͬ القاعده عل تعریفͬ، چنین ماهیت کنیم. تعریف زیر در α دلخواه˼ اردینالِ هر برای را RM(A) ≥ α

تعریف 

مرتبه ی

مˀرلͬ

هستند. M مدلِ در پارامتر با تعریف پذیر اشاره،  مورد مجموعه های زیر، در بود. خواهد استقرائͬ

:١٢٠ تعریف

.A ̸= ∅ اگروتنهااگر RMM(A) ≥ ٠ .١

.α < β هر RMM(A)برای ≥ α RMM(A)هرگاه ≥ β آنگاه باشد، حدی اردینالͬ β اگر .٢

باشند موجود چنان (Ai)i∈ω دوبه دومجزای مجموعه های اگروتنهااگر RMM(A) ≥ α+١ .٣

.RMM(Ai) ≥ α و Ai ⊆ A ،i هر برای که
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:١٢١ تعریف

RMM(A) =

α α = min{β|RMM(A) ̸≥ β + ١}

∞ ∀β RMM(A) ≥ β.

فرمولِ هر و M |= T مدلِ هر برای هرگاه ͬ خوانیم م متعال١٣ͬ کاملا́ را T تئوریِ :١٢٢ تعریف

.RMM(ϕ(x̄, ā)) ∈ Ord باشیم داشته ā ∈M آن در که ϕ(x̄, ā)

است. مˀرلͬ مرتبه ی دارای فرمول˂ هر متعالͬ، کاملا́ تئوری ͷی در دیͽر، بیان به

باشد. برقرار اشباع ω مدلِ ͷی برای بالا شرط است کافͬ بودن متعالͬ کاملا́ برای :۶۴ تمرین

کلاس˂ هر و کلاس، نامتناهͬ دارای هم ارزیِ رابطه ی ͷی تئوریِ L = {E} زبانِ در :١٢٣ مثال

بنامید. T را نامتناهͬ

.RM(x = a) = ٠ •

.RM(E(x, a)) = ١ •

.RM(x = x) = ٢ •

.RM(x = x) = α آن در که کنید معرفͬ T تئوریِ ͷی α ∈ Ord هر برای :۶۵ تمرین

١٣totally transcendental
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نوزدهم جلسه ی ۶ . ٢

کردیم. تعریف را مˀرلͬ مرتبه ی مفهوم شمارا، زبان ͷی در متناهͬ مدل فاقد تئوریِ ͷی برای

ͬ گوید م که بͽیرید نظر در را T تئوریِ L = {E١, E٢} زبانِ در :١٢۴ مثال

است. نامتناهͬ آن کلاس هر و کلاس نامتناهͬ با است هم ارزی رابطه ی ͷی E١ •

کلاس̞ هر (یعنͬ ͬ کند م تظریف را نامتناهͬ طور به E١ که است هم ارزی رابطه ی ͷی E٢ •

است. نامتناهͬ آن کلاس̞ هر و است)،  E٢ کلاس̞ نامتناهͬ از اجتماعͬ E١

.RM(x = x) = ٣ و است جازم ω و سور حذف دارای کامل، T که) کنید (بررسͬ

نوشت هم ارزی روابط از تئوری ͷی ͬ توان م L = {E١, E٢, E٣} زبانِ در مشابه طور به :١٢۵ مثال

.RM(x = x) = ۴ آن در که

ͷی Ei هر آن طبق که بͽیرید نظر در آن در را T تئوریِ و L = {E١, E٢, . . .} زبانِ :١٢۶ مثال

از است تظریفͬ Ei+١ و است نامتناهͬ آن کلاس هر و کلاس نامتناهͬ با است هم ارزی رابطه ی

{ϕ(x̄, b̄τ )}τ∈ω<ω فرمولهای تئوری، این در که ͬ کنیم م ادعا نیست. جازم ℵ٠ یادشده تئوری .Ei
i هر برای و است ناسازگار {ϕ(x̄, bτ⌢i)}i∈ω هر که موجودند چنان انشعابی، ω درختͬ شͺل̞ به

زیرمجموعه های از شده ساخته است درختͬ ω<ω که کنید توجه .ϕ(x̄, b̄τ )→ ϕ(x̄, b̄τ⌢i) داریم

٠, ١, ٢, . . . شاخه های تهͬ روی ͬ گیرد، م قرار ∅ مجموعه ی آن ریشه ی در که طوری به ω متناه̞ͬ

طور به درخت و گرفته اند جای ٠٠, ٠١, ٠٢, . . . شاخه های ٠ روی ترتیب بدین و ͬ گیرند، م قرار

ͬ یابد. م ادامه مشابه

ͬ سازیم: م زیر صورت به را یادشده درخت

x = x

E١(x, a١)

88qqqqqqqqqq
E١(x, a٢)

ffMMMMMMMMMM

E١(x, a٣)

kkXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
. . .

mmZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ

E٢(x, a١١)

77ppppppppppp
E٢(x, a١٢)

OO

. . .

eeLLLLLLLLLLLL

درخت) (پارامترهای شمارا مجموعه ی ͷی روی تایپها تعداد بالا، درخت وجود به بنا که کنید توجه

پایداری ω که داد خواهیم نشان بعد جلسات در نیست. پایدار ω بالا، تئوری پس است. ٢ℵ٠ با برابر
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فرمولِ بالا تئوری در پس است. اردینالͬ مرل̞ͬ مرتبه ی داشتن یعنͬ بودن، متعالͬ کاملا́ با معادل

کلͬ، طور به ∞است؛ مرل̞ͬ مرتبه ی دارای x = x

قرار بالا سان به انشعابی ω درختͬ در {ϕ(x̄, b̄τ )}τ∈ω<ω فرمولهای T تئوریِ ͷی اگر :١٢٧ ادعای

است. بی نهایت درخت، بالای در نشسته فرمول مرلͬ مرتبه ی تئوری، این در بͽیرند،

α اردینالِ از بالا در نشسته فرمول مرتبه ی اگر این چنین، درخت ͷی در که کنید توجه اثبات.

فرمولِ هر در درخت تصویر زیرا است؛ بیشتریامساوی نیز α + ١ از آنگاه باشد، بیشتریامساوی

است. بیشتر n ∈ ω هر از ϕ∅ فرمولِ مرˀلͬ مرتبه ی که کنید توجه حال است. شده تکرار زیرین

میان از زیرا ͬ دهد؛ م نتیجه را انشعابی ω درخت وجود نیز شونده دوشاخه درخت وجود :١٢٨ توجه

٢n ترتیب بدین و شونده شاخه ۴ درخت ͬ شود م شاخه ها برخͬ حذف با شونده شاخه دو درخت

رسید. انشعابی ω درختͬ به فشردگͬ به بنا و درآورد، شونده شاخه

که کرد خواهیم ثابت بعد جلسه ی در

باشد. متعالͬ کاملا́ اگروتنهااگر است پایدار ω تئوریِ ͷی T تئوریِ :١٢٩ گزاره

مˀرلͬ): مرتبه ی ͬ های (ویژگ ١٣٠ لم

.ϕ(M) ̸= ∅ اگروتنهااگر RM(ϕ) ≥ ٠ •

باشد. نامتناهͬ ϕ(M) اگروتنهااگر RM(ϕ) ≥ ١ •

اگر •

M |= ∀x̄ (ϕ(x̄, m̄)→ ψ(x̄, b̄))

.RM(ψ) ≥ RM(ϕ) آنگاه

.RM(ϕ ∨ ψ) = max{RM(ϕ),RM(ψ)} •

α اردینالِ هر برای که ͬ کنیم م ثابت آن برای و ͬ کنیم، م ثابت را آخر مورد تنها اثبات.

RM(ϕ ∨ ψ) ≥ α⇔ max{RM(ϕ),RM(ψ)} ≥ α.
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.RM(ϕ∨ψ) ≥ α+١ کنیم فرض است. آسان حدی، اردینالهای و α = ٠ برای بالا گفته ی اثبات

داریم .RM(γi) ≥ α که موجودند چنان γi ⊆ ϕ ∨ ψ فرمولهای آنگاه

(ϕ ∧ γi) ∨ (ψ ∧ γi) ≡ γi.

داریم RM(γi) ≥ α که آنجا از استقراء، فرض به بنا

max{RM(ϕ ∧ γi),RM(ψ ∧ γi)} ≥ α.

برای شده ذکر مورد دو از ͬͺی .RM(ψ ∧ γi) ≥ α یا RM(ϕ ∧ γi) ≥ α یا i هر برای پس

.i نامتناهͬ برای RM(ϕ ∧ γi) ≥ α کنیم فرض کلیت از شدن کاسته بی ͬ دهد؛ م رخ i نامتناهͬ

.RM(ϕ) ≥ α + ١ که ͬ شود م نتیجه این از
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بیستم جلسه ی ٢ . ٧

فرمول مˀرل̞ͬ مرتبه ی شدنِ  بی نهایت موجب انشعابی، ω درختِ ͷی وجود که دیدیم قبل جلسه ی در

ͬ شود. م درخت) در نشسته فرمولهای همه ی بدینسان (و گره بالاترین در نشسته

را تعریف ͬ خواهیم م ادامه در کرده ایم. تعریف خاص مدلِ ͷی در را مˀرلͬ مرتبه ی اینجا، تا

برطرف برای کامل) تئوریِ (در عموماً شود. برطرف مدلها به آن وابستگͬ که دهیم گسترش طوری

دارد: وجود رهیافت دو خاص مدل ͷی به تعریف وابستگͬ کردن

ویژگͬ این که کنیم ثابت و کنیم تعریف خاص مدلِ ͷی در را نظر مورد ویژگͬ اول. رویͺرد

مجموعه ای کامل، تایپ از منظور که گفتیم قبلا́ مثلا́ ͬ شود. م حفظ مقدماتͬ توسیعهای تحت

با باشد، سازگار M تئوریِ با p اگر سازگارند. M مدلِ ͷی تئوری با که فرمولهاست از بیشینال

است. سازگار نیز آن از مقدماتͬ توسیع هر تئوریِ

که کنیم فرض گرفته نظر در مطالعه تحت تئوریِ از را بزرگ بسیار مدل ͷی دوم. رویͺرد

کنیم. تعریف مدل آن در را نظر مورد ویژگͬ سپس ͬ نشینند. م آن در مقدماتͬ طور به مدلها همه ی

شده ثابت آموختال کلاس در ͬ خوانیم، م هیولا مدل یا ١۴ سترگ مدل را آن که مدلͬ، چنین وجود

است.

ͬ های پیچیدگ از جلوگیری برای را آن سپس و دهیم، ادامه اول رویͺرد با را بحث فعلا́ بͽذارید

بͽیریم. پی سترگ مدل ͷی در مصنوعͬ،

کردیم: حل آموختال کلاس در را زیر تمرین

آنگاه ā ≡ b̄ هرگاه که دهید نشان باشد. ωاشباع مدلͬ M که کنید فرض :۶۶ تمرین

.RMM(x̄, ā) = RMM(x̄, b̄)

هر و N ≻ M مقدمات̞ͬ توسیع̧ هر برای آنگاه باشد، ωاشباع مدلͬ M |= T اگر :١٣١ گزاره

داریم ā ∈M با ϕ(x̄, ā) فرمولِ

RMM(ϕ(x̄, ā)) = RMN(ϕ(x̄, ā)).

.RMM(ϕ(x̄, ā)) =∞ آنگاه RMN(ϕ(x̄, ā)) =∞ اگر ويژه به
١۴monster model
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توسیع) بودن مقدماتͬ به (بنا که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به اثبات.

RMM(ϕ(x̄, ā)) ≤ RMN(ϕ(x̄, ā)).

پرداخته ایم. بالا نامساوی عکس اثبات به ادامه در

.RMM(ϕ(x̄, ā)) ≥ α آنگاه RMN(ϕ(x̄, ā)) ≥ α هرگاه که بدانیم که کنید فرض

فرمولهای پس .RMN(ϕ(x̄, ā)) ≥ α + ١ گیریم کنیم. ثابت α + ١ برای را همین ͬ خواهیم م

نیز و N |= ∀x̄ (ψi(x̄, b̄i) → ϕ(x̄, ā)) و b̄i ∈ N که موجودند چنان {ψi(x̄, b̄i)}i∈ω
دنباله ی بودن، اشباع ِͷکم به ندارند. اشتراکͬ هم با N در i ̸= j برای ψj(x̄, b̄j) و ψi(x̄, b̄i)

n ∈ ω هر برای که ͬ سازیم م گونه ای به M اعضای از را (b̄′i)i∈ω

b̄′٠ . . . b̄
′
n ≡a b̄٠ . . . b̄n. (∗)

ضامن ψi(x̄, b̄
′
i) فرمولهای که ͬ شود م نتیجه گزاره) این از پیش تمرین̞ ͷکم با (و (∗) معادله ی از

.RMM(ϕ(x̄, ā) ≥ α + ١ که اینند

مرتبه ی n ∈ N هر برای M |= T اشباع̧ مدلِ ͷی در اگروتنهااگر است متعالͬ کاملا́ T تئوریِ

نباشد): بینهایت (یعنͬ باشد اردینال Mn مˀرل̞ͬ

معادلند: هم با زیر موارد :١٣٢ نتیجه

است. متعالͬ کاملا́ T تئوریِ .١

داریم ā ∈ M پارامترِ با ϕ(x̄, ā) فرمولِ هر و M ωاشباع̧ مدلِ هر برای .٢

بی نهایت) نه و (اردینالͬ مˀرلͬ مرتبه ی دارای فرمول هر یعنͬ ,RMM(ϕ(x̄؛ ā)) ∈ Ord

است.

ā ∈ M پارامترِ با ϕ(x̄, ā) فرمولِ هر برای که است موجود چنان M مانند ωاشباع مدلͬ .٣

.RMM(ϕ(x̄, ā)) ∈ Ord باشیم داشته

داریم n ∈ ω هر برای که طوری به است موجود M مانندِ ωاشباع مدلͬ .۴

مرتبه ی دارای x١ = x١ ∧ . . . ∧ xn = xn فرمولِ دیͽر بیان به RMM(Mn)؛ ∈ Ord

است. مˀرلͬ

١٠٠



لحاظ را x = x تک متغیره ی فرمولِ مˀرل̞ͬ مرتبه ی است کافͬ آخر مورد در واقع در :١٣٣ توجه

نیست. برنامه مان در فعلا́ گفته این اثبات کنیم.

فرمولͬ و N |= T چون مدلͬ حال، عین در و باشد برقرار ۴ که کنید فرض .١ به ۴ گزاره. اثبات

اشباع̧ ω مدلِ در که ͬ دانیم م .RMN(x̄, ā) = ∞ که باشند موجود چنان ϕ(x̄, ā) ∈ LN چون

ویژگͬ به بنا است. بی نهایت از کمتر فرمولها همه ی مرلͬ مرتبه  ی ͬ نامیم، م M را آن که ،۴ مورد

را مدل این ͬ نشینند. م آن در مقدماتͬ طور به M,N دوی هر که است موجود Q چون مدلͬ ادغام

.RMQ(ϕ(x̄, ā)) =∞ که ͬ گیریم م نتیجه RMN(ϕ(x̄, ā)) =∞ از ͬ کنیم. م فرض اشباع ω نیز

پس .a′ ≡ a که است موجود a′ چون عنصری آن در است، اشباع ω مدلͬ M که آنجا از

است ωاشباع مدلͬ M که آنجا از دوباره .RMQ((ϕ(x̄, ā′)) = RMQ(ϕ(x̄, ā)) =∞

RMM((ϕ(x̄, ā′)) = RMQ(ϕ(x̄, ā′)) =∞;

است. تناقض در ۴ با این که (x̄ = x̄ ⊇ ϕ(x̄, ā) بوضوح RMM(x̄(زیرا = x̄) پس∞=

ͬ توان م کلاسها و مجموعه ها برای مناسب نظریه ی ͷی در که کردیم ثابت آموختال کلاس در

در Mα مدلِ هر در تایپها همه ی که طوری به ساخت، مدلها از (Mα)α∈Ord چون مقدماتͬ زنجیری

و مجموعه ای) نه (و کلاسͬ اندازه ی با است مدلͬ M =
∪
Mi مدلِ شوند. برآورده Mα+١ مدل

ͬ نشینند. م مقدماتͬ صورت به آن در T مجموعه ایِ مدلهای همه  ی نیز .κ کاردینالِ هر برای κاشباع

از ͬ خوانند. م T تئوریِ مدلِ هیولای یا سترگ، مدلِ را آن و یͺتاست ایزومرفیسم پیمانه ی به مدل، این

زیرمجموعه یا مقدماتͬ زیرمدلͬ منظور شود، عنصری یا مجموعه مدل، از صحبت وقتͬ پس این

برای جا هر نیز داده ایم. نشان M با پس این از را مدل این است. سترگ مدل آن از عنصری یا و

همان است. سترگ مدل همان نظر مورد مدلِ باشد، نشده اشاره محیط مدلِ به تایپ یا مˀرلͬ مرتبه ی

مقدماتͬ توسیع های تحت که ͬ ای ویژگ هر یعنͬ مقدماتͬ، ͬ های ویژگ کنترل برای گفتیم، که گونه

است. راحتتر سترگ مدل در کار ͬ شود، م حفظ

داده ایم. گسترش تایپها به را مرلͬ تعریفِ مرتبه ی زیر در

ͬ کنیم م تعریف p(x̄) ∈ Sn(A) تایپِ و A مجموعه ی برای مˀرلͬ): (مرتبه ی ١٣۴ تعریف

RM(p(x̄)) = min(RM(ϕ(x̄, ā))|ϕ(x̄, ā) ∈ p)
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اگر .RM(p(x̄)) ∈ Ord داریم p(x̄) تایپِ هر برای باشد، متعالͬ کاملا́ T اگر

پس .RM(ā/A) ͬ نویسیم م گاهͬ RM(p(x̄)) جای به p(x̄) = tp(ā/A)

RM(ā/A) = min(RM(ϕ(x̄, b̄)|M |= ϕ(ā, b̄), b̄ ∈ A).

و A ⊆ B مجموعه های برای ͬ دهد. م دست به استقلال از تعبیری مرلͬ، مرتبه ی :١٣۵ توجه

متعالͬ، کاملا́ تئوریهای در .RM(ā/A) = RM(ā/B) هرگاه a |⌣A
B ͬ نویسیم م a عنصرِ

دارد: را استقلال برای تعبیر ͷی از انتظار مورد خوش رفتاری های استقلال این

آنگاه A ⊆ B ⊆ C اگر تعدی و )همنوایی
ā |⌣

A

B ∧ ā |⌣
B

C

)
⇔ ā |⌣

A

C.

اتومرفیسمها تحت ناوردایی

ā |⌣
A

B ⇔ f(ā) |⌣
f(A)

f(B) ∀f ∈ Aut(M).

تقارن

ā |⌣
A

b̄⇔ b̄ |⌣
A

ā.

چنان A′ ⊆ A چون متناهͬ زیرمجموعه ای ā عنصرِ و A مجموعه ی هر برای تناهͬ ویژگͬ

.ā |⌣A′ A که است موجود

باشند: برقرار زیر شرایط اگر استقلال ویژگͬ

a |⌣
A

a′, b |⌣
A

b′, a′ |⌣
A

b′

a ≡A b

که است موجود چنان c عنصرِ آنگاه

c |⌣
A

a′b′, c ≡Ma′ a, c ≡Mb′ b.
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:١٣۶ مشاهدات

برای آنگاه RM(ϕ(x̄, ā)) = α باشیم داشته T تئوری اگر که کردیم ثابت تمرین، کلاس در .١

یعنͬ RM(θ)؛ = β و ⊢ θ → ϕ که است موجود چنان θ(x̄, b̄) چون فرمولͬ β < α هر

ͬ کند. م اتخاذ پیوسته صورت به را مقادیر مرلͬ، مرتبه ی

باشد، متعالͬ کاملا́ T تئوریِ اگر است. برقرار x̄ = x̄ فرمولِ برای بالاخص بالا، گفته ی .٢

صورت این در .RM(x̄ = x̄)) = RM(Mn) = α کنیم فرض .RM(x̄ = x̄) < ∞

است. موجود β با برابر مرل̞ͬ مرتبه ی با فرمولͬ β < α هر برای

است؛ بسته tp(ā) به RM(ϕ(x̄, ā)) که گفته ایم قبلا́ .RM(ϕ(x̄, ā)) < α کنیم فرض .٣

مقادیرِ تعدادِ بنابراین .RM(ϕ(x̄, ā)) = RM(ϕ(x̄, b̄)) آنگاه tp(b̄) = tp(ā) اگر یعنͬ

با برابر یعنͬ است؛ متغیره n تایپهای تعداد با برابر حداکثر RM(ϕ(x̄, ā)) برای متصو̮ر

است. ٢ℵ٠ با برابر حداکثر مقادیر این تعداد پس .|Sn(T )|

ͬ  آمیزیم: م هم به را بالا گفته های .۴

|{RM(ϕ(x̄, ā))|ā ∈M}| ≤ ٢ℵ٠ ٣ به بنا

|{RM(ϕ(x̄, ā))|ā ∈M}| = α ١و٢ به بنا

.α < (٢ℵ٠)+ بنابراین .|α| < ٢ℵ٠ پس

.α١ < ℵ١ ͬ داشتیم م بود، پایدار ω نظر مورد تئوریِ اگر .۵

(٢ℵ٠)+ از حتماً نباشد، بی نهایت فرمول، ͷی مرلͬ مرتبه ی اگر ωپایدار تئوریِ ͷی در پس .۶

است. کمتر

ͬ سازد: م آماده زیر قضیه ی اثبات برای را ما بالا مشاهده ی

است. متعالͬ کاملا́ پایدار، ω تئوریِ هر :١٣٧ قضیه

بالا مشاهدات در .RM(x̄ = x̄) = ∞ باشیم داشته پایدار ω تئوریِ ͷی در کنیم فرض اثبات.

که آنجا از است. کمتر (٢ℵ٠)+ از حتماً نباشد، بی نهایت فرمول، ͷی مرلͬ مرتبه ی اگر که گفتیم
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مرتبه ی که باشند موجود باید {ψi}i∈ω مجزای دو به دو فرمولهای RM(x̄ = x̄) ≥ (٢ℵ٠)+ + ١

دو است. بی نهایت نیز فرمولها این از ͷی هر مرلͬ مرتبه ی پس است. (٢ℵ٠)+ حداقل ͷی هر مرلͬ

RM(ψ٠) =∞ که آنجا از ͬ دهیم. م قرار x̄ = x̄ زیرِ در درختͬ در را، ψ٠, ψ١ مثلا́ اینچنین، فرمولِ

ͬ توان م بدینسان و بردارد؛ در را آنها ψ٠ که ͬ شوند م یافت ψ٠٠, ψ٠١ مجزای فرمولِ دو مشابه، طور به

وجود بی نهایت. مˀرل̞ͬ مرتبه ی با و افقͬ، طبقه ی هر در مجزا دو به دو فرمولهای از رسید درختͬ به

ͬ شود. م بودن پایدار ω نقض̞ و تایپها تعداد افزایش موجب درختͬ، چنین

x̄ = x̄

ψ٠

55llllllllllllllll
ψ١

iiRRRRRRRRRRRRRRRR

ψ٠٠

>>||||||||
ψ٠١

``BBBBBBBB

ψ١٠

>>||||||||
ψ١١

``BBBBBBBB

ͬ کنیم. م ثابت را بالا قضیه ی عکس بعد جلسه ی در
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بیست ویͺم جلسه ی ٢ . ٨

را گفته این عکس̞ اثبات است. متعالͬ کاملا́ پایدار، ω تئوریِ هر که کردیم ثابت پیش جلسه ی در

ͬ کنیم: م یادآوری را زیر قضیه ی آن از پیش بودیم. کرده  وعده جلسه این برای

آنگاه باشد، ͬ پذیر جدائ کامل̞ ͷمتری فضای ͷی (X, d) اگر بندیͺسون): (کانتور ١٣٨ یادآوری

و هستند) حدی آن عناصرِ همه ی (یعنͬ است تام بسته ی زیرفضای ͷی A آن در که X = A ∪ B

اگر ویژه به ͬ خوانیم.). م X فضای پراکنده ی نقاط˼ مجموعه ی را B) شمارا. بازِ زیرفضای ͷی B

.A ̸= ∅ باشد، ناشمارا X

بندیͺسون  ــ کانتور مرتبه ی با معادل مˀرلͬ، مرتبه ی مناسب، تعبیری با که دهید نشان :۶٧ تمرین

ͬ افتند. م شمارا بازِ قسمت در نقاط همه ی باشد، پایدار ω نظر تئوریِ مورد اگر ویژه به است.

باشد. ωپایدار اگروتنهااگر است متعالͬ کاملا́ T تئوریِ اصلͬ): (قضیه ی ١٣٩ قضیه

که طوری به دارد،  M |= T چون شمارا مدلͬ نباشد پایدار ω ،T تئوری اگر اثبات.

برای کانتوربندیسͺون قضیه ی تام̧ بسته ی زیرمجموعه ی A که کنیم فرض .|Sn(M)| = ٢ℵ٠

که بͽیرید نظر در چنان را [θ(x̄, m̄)] پایه ایِ باز .p(x̄) ∈ A گیریم باشد. Sn(M)

چون تایپی است، نامتناهͬ رو این از و ناتهͬ،  A ∩ [θ(x̄, m̄)] که آنجا از .p(x̄) ∈ [θ(x̄, m̄)]

یعنͬ باشد؛ p١, p جداکننده ی فرمولهای از ψ که کنید فرض است. موجود آن در p١(x̄) ̸= p(x̄)

که ͬ کنیم م توجه ͬ دهیم. م قرار θ فرمولِ زیرِ گ˼رِهͬ در را θ ∧ ψ فرمولِ .ψ ∈ p,¬ψ ∈ p١ مثلا́

فرض است. p٢ ̸= p١ شامل̞ رو ازاین و نامتناهͬ، [θ∧¬ψ]∩A مشابه، دلیل̞ به .p١ ∈ [θ∧¬ψ]

پس .¬ψ٢ ∈ p٢ و ψ٢ ∈ p١ که ͬ کنیم م فرض باشد؛ p١, p٢ جداکننده ی فرمول ψ١ که ͬ کنیم م

θ ∧ ¬ψ ∧ ψ٢ فرمولِ بالا مشابه  .p٢ ∈ [θ ∧ ¬ψ ∧ ¬ψ٢] ∩ A و p١ ∈ [θ ∧ ¬ψ ∧ ψ٢] داریم

ادامه p٣ ∈ [θ ∧ ¬ψ ∧ ¬ψ٢] ∩A و p٣ ̸= p٢ یافتن̞ را کار همین و ͬ دهیم م قرار θ زیرِ گره در را

را درخت گره  هر طرفͬ از ͬ رسیم. م ١ ارتفاع با ولͬ انشعابی ω درختͬ به روند این در ͬ دهیم. م

درخت ͷی تئوریمان در یعنͬ زد. آن زیر به انشعاب ω بدینسان و داد قرار بالا فراروند در ͬ توان م

نیست. متعالͬ کاملا́ ما تئوریِ دیͽر بیان به داریم؛ انشعابی ω نامتناه̞ͬ

θ
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دوم و بیست جلسه ی ٢ . ٩

نامتناهͬ ͬ توان نم ϕ(x̄, ā)) داخل̞ در آنگاه RM(ϕ(x̄, ā)) = α وقتͬ دانسته ایم، که طور همان

.(α+١ ͬ شد م مˀرلͬ مرتبه ی صورت، این غیر (در کرد پیدا α با برابر مˀرلͬ مرتبه ی با مجزای فرمولِ

نتیجه را ϕ(x̄, ā)) کدامشان هر که α با برابر مرˀل̞ͬ مرتبه ی با مجزای فرمولهای تعداد دیͽر، بیان به

است. متناهͬ ͬ دهند م

به n ∈ N هر برای بشود است ممͺن آیا باشد، α با برابر فرمولͬ مˀرلͬ مرتبه  ی اگر :١۴٠ سوال

دهد؟ نتیجه را ϕ ͷی هر که یافت α با برابر مرلͬ مرتبه ی با مجزا فرمولِ n تعدادِ

آنگاه RM(ϕ(x̄, ā)) = α هرگاه است؛ منفͬ بالا سوال پاسخ که کرد خواهیم ثابت ادامه در

آن داخل̞ در ϕ نتیجه دهنده ی مجزای فرمولهای تعداد که است موجود چنان d ∈ ω چون عددی

با را آن و نامید خواهیم ϕ(x̄, ā) فرمول ١۵ مˀرل̞ͬ درجه ی را عدد این است. d با برابر حداکثر

داد. خواهیم نشان deg(ϕ(x̄, ā))

ͬ آغازیم. م مجموعه ای نظریه ی لم ͷی با را بحث

ͬ شود. م یافت نامتناهͬ مسیری ͬ شاخه زننده به طور متناه نامتناه̞ͬ درختِ هر در ١۶ :(͹کونی) ١۴١ لم

موجود چنان d ∈ ω طبیع̞ͬ عدد RM(ϕ(x̄, ā)) = α با ϕ(x̄, ā) فرمولِ برای :١۴٢ قضیه

مرˀلͬ مرتبه ی با دوبه دومجزای فرمولِ d حداکثر از اجتماعͬ صورت به ͬ توان م را ϕ(x̄, ā) که است

و RM(ψi) = α که موجودند چنان ψ١, . . . , ψd فرمولهای دیͽر، بیان به نوشت. α با برابر

طوری به شوند یافت α با برابر مˀرلͬ مرتبه ی با ψ′
i چون دیͽری فرمولهای اگر و ϕ =

∨
i=١,...,d ψi

.k ≤ d آنگاه ϕ =
∨
i=١,...,k ψ

′
i که

اگر نیز ͬ خوانیم. م ١٧ تحویل ناپذیر را ϕ(x̄, ā) فرمولِ d = ١ بالا در اگرچنانکه :١۴٣ تعریف

ͬ خوانیم. م ١٨ بسیار کمینال را ϕ(x̄, ā) فرمولِ آنگاه RM(ϕ(x̄, ā)) = deg ϕ(x̄, ā) = ١

اعداد، نظریه ی از زیر قضایای به را خواننده «تحویل ناپذیر» تسمیه  ی وجه توجیه برای :١۴۴ توجه

ͬ دهیم: م توجه جبری هندسه ی و جبر

:١۴۵ گزاره
١۵Morley degree
١۶König
١٧irreducible
١٨strongly minimal
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نوشت. اول اعداد از متناهͬ حاصلضربی صورت به ͬ توان م را طبیعͬ عدد هر .١

مستقیم جمعͬ از) ͷایزومرفی (تصویری صورت به ͬ توان م را تولیدشده متناهیاً آبلͬ گروه هر .٢

نوشت. اولیه گروه های از

اولیه ایده آلهای از متناهͬ اشتراکͬ صورت به ͬ توان م نوتری، حلقه ی ͷی در را ایده آل هر .٣

نوشت.

تحویل ناپذیر چندگوناهای از متناهͬ اجتماعͬ صورت به ͬ توان م را جبری مجموعه ی هر .۴

نوشت.

با سره ای فرمول هیچ ϕ داخل̞ اگر .RM(ϕ(x̄, ā)) = α که کنید فرض .١۴٢ قضیه ی اثبات

α با برابر مˀرلͬ مرتبه ی با ψ فرمولِ ͷی تنها اگر هیچ؛ که نشود، یافت α با مساوی مˀرل̞ͬ مرتبه ی

برای افرازی ψ١, ψ٢ که ͬ کنیم م فرض وگرنه ͬ دهیم؛ م قرار ϕ از زیرشاخه ای در را همان شود، یافت

پردازش همین حال .ψ١ ∩ ψ٢ = ∅ که طوری به و α با برابر مˀرلͬ مرتبه ی با باشد فرمول دو به ϕ

یادشده درخت اگر برسیم. شاخه زننده متناهیاً درختͬ به تا ͬ دهیم م انجام ها ψi از ͷی هر برای را

مرلͬ مرتبه ی با تعریف پذیر مجموعه های از را زیر زنجیر ͬ توان م ͹ک͒نی لم بر بنا آنگاه باشد، نامتناهͬ

یافت: α با برابر

ϕ = ϕ٠ ⊋ ϕ١ ⊋ ϕ٢ ⊋ . . .

داریم i هر برای بالا زنجیر در

RM(ϕi − ϕi+١) = α.

α با برابر مˀرلͬ مرتبه ی ناقض این که ͬ شود م پدیدار ϕ داخل̞ در {ϕi−ϕi+١} نامتناه̞ͬ گردایه ی پس

زیرمجموعه های بر شاخه زدن با درخت سازی روند RM(ϕ) = α با ϕ فرمولِ هر برای پس است.

ͬ رسد. م پایان به مرحله متناهͬ از پس α با برابر مˀرل̞ͬ مرتبه ی با دوبه دومجزای سره ی

فرمولهای از {ψi}i=١,...,k متناه̞ͬ گردایه ی به ϕ برای روند این پیمایش از پس که کنید فرض

که کنید توجه باشیم. رسیده شاخه ها تمام انتهایی گره های بر نشسته

.RM(ψi) = α .١

.ψi ∩ ψj = ∅ داریم i ̸= j برای .٢

١٠٨



.
∨k
i=١ ψi = ϕ .٣

دست به α مˀرل̞ͬ مرتبه ی دارای تحویل ناپذیرِ فرمولهای به ϕ برای تجزیه ای یادشده فرمولهای پس

.ϕ =
∨
i=١,...,d ψi(x̄, c̄i) ͬ دهند: م

اجتماع̧ صورت به (ϕ =
∪
i=١,...,k ξi(x̄, ēi) صورت (به دیͽری گونه ی به بتوان را ϕ اگر حال

آنگاه نوشت، α با برابر مرلͬ مرتبه ی با فرمول k∨
i=١,...,d

ψi(x̄, c̄i) =
∨

i=١,...,k

ξi(x̄, ēi)

از ͷبه ی ͷی نگاشتͬ زیر، ادعای ͷکم با کار، این برای .k ≤ d که کنیم ثابت ͬ خواهیم م

ͬ کنیم. م پیدا {١, . . . , d} به {١, . . . , k}

بͽیرید. نظر در زیر صورت به را ≃ رابطه ی α مˀرل̞ͬ مرتبه ی با فرمولهای روی α ∈ Ord برای

ϕ(x̄, ā) ≃ θ(x̄, b̄)⇔ RM(ϕ∆θ) < α.

.ϕ∆θ = (ϕ ∧ ¬θ) ∨ (θ ∧ ¬ϕ) آن در که

طرفͬ از نیز و ،RM(ϕ ∨ θ) = max(RM(ϕ ∧ θ),RM(ϕ∆θ)) که کنید توجه

آنگاه RM(ϕ∆θ)) < α اگرچنانکه پس .RM(ϕ ∨ θ) = max(RM(ϕ),RM(θ))

هم بر تقریباً ϕ, θ فرمولِ دو صورت این در تعبیری، به RM(ϕ؛ ∨ θ) = RM(ϕ ∧ θ) = α

منطبقند.

که است موجود چنان ١ ≤ j ≤ d یͺتای عدد ١ ≤ i ≤ k هر برای :١۴۶ ادعای

ξi(x̄, ēi) ≃ ψj(x̄, c̄i).

اثبات را آن وجود ادامه در است. واضح تابعͬ چنین بودن ͷبه ی ͷی و یͽانگͬ وجود، صورت در

کرده ایم.

بنابراین .ξi ⊆
∨
j=١,...,d ψj داریم

ξi ∧ ϕ =
∨

j=١,...,d

(ξi ∧ ψj)

رو این از و α = RM(ξi) = max١≤j≤d(RM(ξi ∧ ψj)) پس مجزاست. بالا، اجتماع که

.RM(ξi ∧ ψj) = α که است موجود چنان ١ ≤ j ≤ d

١٠٩



زیرا RM(ψj؛ − ξi) < α داریم است، تحویل ناپذیر ψj فرمولِ که آنجا از

ͬ شود. م ψjنقض تجویل ناپذیریِ آنگاه RM(ψj−ξi) = α اگر ψjو = (ψj ∩ ξi) ∪ (ψj − ξi)

.ξi ≃ ψj یعنͬ RM(ξi∆ψj)؛ < α نتیجه در .RM(ξi − ψj) < α مشابه، طور به

١١٠



سوم و بیست جلسه ی ٢ . ١٠

است. κپایدار نیز κ ≥ ω هر برای آنگاه باشد، ωپایدار تئوریِ ͷی T اگر :١۴٧ قضیه

.|S١(M)| ≤ κ که دهیم نشان ͬ خواهیم م .|M | = κ و M |= T کنید فرض اثبات.

تئوریِ هر کرده ایم، ثابت قبل جلسات در آنچه بر بنا بͽیرید. نظر در را p(x) ∈ S١(M) تایپِ

.RM(p) = α < ∞ که طوری به است موجود α ∈ Ord پس است. متعالͬ کاملا́ ωپایدار،

فرمولهای میان از است. α با برابر آن مˀرلͬ مرتبه ی که که است موجود چنان p در فرمولͬ بنابراین

هر برای و RM(ϕ) = α پس ͬ کنیم. م انتخاب مˀرلͬ درجه ی کمینه ی با را ϕ فرمولِ این  چنین،

.degψ ≥ deg ϕ آنگاه RM(ψ) = α اگر ψ ∈ p

ψ ∈ p هر برای که کنید توجه

α ≤ RM(ϕ ∧ ψ) ≤ α

و

d ≤ deg(ϕ ∧ ψ) ≤ d,

بنابراین .deg(ϕ ∧ ψ) = d و RM(ϕ ∧ ψ) = α پس

RM(ϕ ∧ ¬ψ) < α

است، ϕ برای افرازی ϕ ∧ ψ, ϕ ∧ ¬ψ که آنجا از آنگاه RM(ϕ ∧ ¬ψ) = α ͬ داشتیم م اگر زیرا

ͬ بود. م d از بیشتر باید ϕ مˀرل̞ͬ درجه ی

که طوری به است، موجود A ⊆ M مانند متناهͬ مجموعه ای که کنید توجه همچنین

فرمولهایی همه ی مجموعه ی p|A از (منظور .deg(p) = deg(p|A) و RM(p) = RM(p|A)

را A است کافͬ گفته این اثبات برای دارند.) قرار A مجموعه ی در آنها پارامترهای که است p از

تایپ) در درجه و مرتبه مینیموم̧ دارای فرمولِ (همان ϕ فرمولِ در که بͽیریم پارامترهایی مجموعه ی

شده اند. ظاهر

روی تایپهای تعداد است کافͬ M روی تایپهای تعداد دانستن برای که ͬ کنیم م ادعا

p, q ∈ اگر واقع در بدانیم. را آنها مˀرلͬ درجه ی و مرتبه  و M از متناهͬ زیرمجموعه های

و RM(p|A) = RM(p) = RM(q) و p|A = q|A و A ⊆ M و S١(M)

١١١



p ̸= q و باشند برقرار ادعا خواسته های اگر .p = q آنگاه deg(p|A) = deg(q|A) = deg(q)

فرمولِ ϕ کنید فرض .¬ψ١ ∈ q و ψ١ ∈ p که طوری به است موجود ψ١ چون فرمولͬ آنگاه

داریم ϕ ∧ ψ١ ∈ p که آنجا از باشد. p|A = q|A در مرلͬ درجه ی و مرتبه کمینه ی با

به .RM(ϕ ∧ ψ) = α که ͬ گیریم م نتیجه ϕ ∧ ¬ψ ∈ q از مشابهاً .RM(ϕ ∧ ψ١) = α

است. deg ϕ = d ناقض̞ این و deg(ϕ ∧ ψ١) = deg(ϕ ∧ ¬ψ١) = d مشابه دلیل

κ نیز ̞ͬ ممͺن مˀرل مرتبه های تعداد است. κ با برابر حداکثر M متناه̞ͬ زیرمجموعه های تعداد

مجموعه های تعداد وقتͬ کند؛ اتخاذ را مقداری هر باید پیوسته صورت به مˀرلͬ مرتبه ی (زیرا است

نیز کرد). تصور مˀرلͬ مرتبه ی برای ͬ توان م متفاوت مقدار κ حداکثر است، κ حداکثر نظر مورد

تایپهای تعداد حداکثر بالا) ادعای بر (بنا پس شماراست. مرˀلͬ درجه ی برای ممͺن حالات تعداد

است. κ ممͺن،

آن در تایپها همه  ی است، متعالͬ بسیار نظر مورد تئوری که جا آن از بالا: اثبات خلاصه ی

مرتبه  ͬ شود. م تعیین آن در فرمولͬ مˀرل̞ͬ درجه ی و مرتبه  توسط تایپی هر مˀرلیند. مرتبه ی دارای

از کمتر ممͺن، حالات تعداد است. تایپ از متناهͬ بخشͬ به بسته  فرمول، این مرلͬ درجه ی و

است. κ

کردیم. اشاره زیر نکته ی به بالا اثبات خلال در

باشد تایپی p ∈ Sn(M) و M |= T باشد، متعالͬ کاملا́ تئوریِ ͷی T گیریم :١۴٨ مشاهده

قاموسͬ، ترتیب با ،(RM(ϕ), deg ϕ) زوج̧ که باشد گونه ای به ϕ ∈ p فرمولِ کنیم فرض کامل.

باشد: زیر مجموعه ی در عنصر کوچͺترین

{(RM(ψ), degψ)|ψ ∈ p}.

کرد: تحقیق p در را دلخواه فرمول ͷی نشدن یا شدن واقع ͬ توان م زیر معادله ی از استفاده با آنگاه

ψ ∈ p⇔ RM(ϕ ∧ ¬ψ) < α.

λ ≤ κ و دلخواه باشد کاردینالͬ κ باشد، ωپایدار تئوریِ ͷی T که کنید فرض :١۴٩ قضیه

با است λاشباع مدلͬ دارای T تئوریِ آنگاه (.cof(λ) = λ که آنگونه (یعنͬ باشد منتظم کاردینالͬ

است. κ اندازه ی با اشباع مدلͬ دارای T تئوریِ باشد، منتظم κ اگر ويژه به .κ اندازه ی

١١٢



از را ⟨Mi|i < λ⟩ مانند مقدماتͬ زنجیری و بͽیرید نظر در را M |= T دلخواه˼ مدل اثبات. طرح

که بسازید چنان استقراء با T مدلهای

.M٠ = M .١

.|Mi| < λ باشیم داشته i < λ هر برای .٢

.Mα =
∪
β<αMβ آنگاه باشد، حدی α < λ اگر .٣

شود. برآورده Mα+١ در S١(Mα) به متعلق تایپِ هر .۴

λ مدلͬ N که دهید نشان λ بودنِ منتظم فرض̞ از گرفتن ͷکم با و N =
∪
i<λMi دهید قرار

است. اشباع

جازم κ تئوریِِ ͷی T که کنیم فرض و κ ≥ ℵ١ گیریم جلسه): این اصل̞ͬ (قضیه ی ١۵٠ قضیه

است. اشباع ،κ اندازه ی از ایزومرفیسم) پیمانه (به T مدلِ یͽانه ی آنگاه باشد.

است، پایدار ω ناشمارا، کاردینالِ ͷی در جازم تئوریِ هر که آنجا از آنگاه باشد، منتظم κ اگر اثبات.

آنگاه باشد، ١٩ تکین κ اگر است. κ اندازه ی با اشباع مدلͬ دارای نظر مورد تئوری قبل قضیه ی به بنا

است مدلͬ κ اندازه ی با T مدلِ یͽانه ی بنابراین است. منتظم λ+ < κ کاردینالِ λ < κ هر برای

مدل، این پس است. اشباع λ′+ نیز λ′ < κ هر برای یادشده، مدل استدلال، همین با اشباع. λ+

ͬ بود). م اشباع قبل قضیه ی به بنا نظر مورد تئوری ͬ بود م منتظم κ اگر (و است اشباع

١٩singular
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چهارم و بیست جلسه ی ٢ . ١١

ͬ نشیند، م مدلها بقیه ی در مقدماتͬ صورت به که مدلهایی عنوان به اولیه، مدلهای درباره ی پیشتر

در که دادیم نشان ایزوله اند. تایپها آنها در که کردیم معرفͬ را ͷاتمی مدلهای نیز کرده ایم. صحبت

شمارا، زبان در که است این علتش و یͺتاست ایزومرفیسم پیمانه ی به اولیه، مدل شمارا، زبان ͷی

ͷی اولیه، مدل دو میان ͬ توان م آسانͬ به ایزوله اند، تایپها که آنجا از یعنͬ اتمیͺند. اولیه، مدلهای

شمارا را زبان آنجا در شد، اشاره که گونه همان حال، این با کرد. برقرار رفت  وبرگشتͬ سامانه ی

زبان بودن شمارا فرض̞ زدودن با مشابهͬ تئوری بسط به نیاز بحث ادامه ی برای بودیم. کرده  فرض

ͬ آوریم: م زیر یادآوری قالب در شد گفته که را آنچه نخست هستیم.

مقدماتͬ نشاندنͬ N |= T هر برای هرگاه ͬ خوانیم م اول را M |= T مدلِ :١۵١ یادآوری

داریم همواره لون هایم اسͺولم، از کاربردی به بنا باشد. موجود f : M → N مانند

هر برای tp(c١, . . . , cn) هرگاه ͬ خوانیم م ͷاتمی را M مدلِ .|M | ≤ ∥T∥ := |T |+ |L|

است؛ ͷاتمی اول مدل هر آنگاه باشد، شمارا نظر مورد زبان اگر باشد. ایزوله c١, . . . , cn ∈ M

در است) برقرار شمارا زبانهای در هم آن (که تایپ حذف قضیه ی به بنا غیرایزوله، تایپِ هر زیرا،

شود. حذف باید نیز اول مدل در پس ͬ شود، م حذف مقدماتͬ توسیعͬ

پاسخ برای است؟ اول مدلͬ M آنگاه آیا |M | ≤ ∥T∥ و باشد ͷاتمی مدلͬ M اگر :١۵٢ سوال

زبان که حالتͬ در که کنید توجه بͽیرید. نظر در را ناشمارا و شمارا زبان حالتِ دو سوال، این به

به برگشت)، به نیاز (بدون رفت سامانه ی ͷی توسط ͬ توان م و است مثبت سوال پاسخ شماراست،

رسید. حͺم

است. بحث محورهای از ͬͺی بالا پرسش ادامه، در

ساخته شدنͬ مدلهای ٢ . ١٢

باشد. ωپایدار تئوریِ ͷی T که ͬ کنیم م فرض
٢٠ ساخته شدنͬ A مجموعه ی روی M مدلِ گوییم .A ⊆ M و M |= T گیریم :١۵٣ تعریف

که باشد موجود چنان (bα)α<γ چون دنباله ای هرگاه است
٢٠constructible

١١۴



.M = A ∪ {bα|α < γ} .١

مجموعه ی b<α از منظور که باشد، ایزوله Ab<α روی bα تایپِ α < γ هر ازای به .٢

است. {bi|i < α}

آنگاه که دهید نشان باشد، ساخته شدنͬ A روی M اگر :۶٨ تمرین

است. Th(M, a)a∈A تئوریِ برای اول مدلͬ M .١

کنید). استفاده زیر لم (از است Th(M, a)a∈A تئوریِ برای ͷاتمی مدلͬ M .٢

داشت: خواهید نیاز زیر لم به بالا، تمرین دوم قسمت حل برای

است. ایزوله نیز tp(ab/A) آنگاه باشند، ایزوله دو هر tp(b/Aa) و tp(a/A) اگر :١۵۴ لم

ادعا باشند. شده ایزوله ψ(y, a) توسط tp(b/Aa) و ϕ(x) توسط tp(a/A) کنید فرض اثبات.

ͬ شود. م ایزوله ϕ(x) ∧ ψ(y, x) فرمولِ توسط tp(ab/A) صورت این در که ͬ کنیم م

دهیم نشان باید منظور این برای ͬ کند. م ایزوله تایپ˂ یادشده فرمول که دهیم نشان است کافͬ

دهد: رخ ͬ تواند م زیر موارد از ͬͺی فقط ξ(x, y) شده ی داده فرمولِ هر برای که

T |= ∃x, y ξ(x, y) ∧ ϕ(x) ∧ ψ(y, x).

T |= ∃x, y¬ξ(x, y) ∧ ϕ(x) ∧ ψ(y, x).

با هم ϕ(x) فرمولِ صورت آن در باشند. داده رخ آنها دوی هر کنیم فرض خلف برهان به

فرمولِ که آنجا از .∃y(¬ξ(x, y) ∧ ψ(y, x)) با هم و است سازگار ∃y(ξ(x, y) ∧ ψ(y, x))

داریم ͬ کند م تایپ˂ ایزوله ϕ(x)

T |= ϕ(x)→ ∃y (ξ(x, y) ∧ ψ(y, x))

T |= ϕ(x)→ ∃y (¬ξ(x, y) ∧ ψ(y, x)).

یعنͬ برقرارند؛ هم x = a برای بالا عبارات

T |= ϕ(a)→ ∃y (ξ(a, y) ∧ ψ(y, a))

T |= ϕ(a)→ ∃y (¬ξ(a, y) ∧ ψ(y, a)).

ͬ کند. م ایزوله تایپ˂ ψ(y, a) که اینند ناقض̞  بالا، راست سمت عبارات

١١۵



Q روی گویا، اعداد جبری بستارِ یعنͬ ،Qalg که دهید نشان ACF٠ تئوریِ در :۶٩ تمرین

است. ساخته شدنͬ

کنید. تحلیل هم ارزی روابط تئوریهای در را ساخته شدنͬ مدلهای :٧٠ تمرین

شمارا و ωپایدار همچنان نظر مورد تئوریِ کرد. خواهیم ثابت را زیر قضیه ی بعد جلسه ی در

است.

A روی ساخته شدنͬ M ≺ N مانند مدلͬ آنگاه .A ⊆ N و N |= T کنید فرض :١۵۵ قضیه

است. موجود
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پنجم و بیست جلسه ی ٢ . ١٣

آنگاه آن. از شده داده Aزیرمجموعه ای ⊆ N و باشد T از دلخواه مدلͬ N کنید فرض :١۵۶ قضیه

است. ساخته شدنͬ A روی که است A شامل̞ M مقدمات̞ͬ زیرمدل ͷی دارای N

آورده ایم: تمرین عنوان به را ساده لمͬ قضیه، اثبات از پیش

ساخته شدنͬ A روی M آنگاه باشد. M از زیرمجموعه ای A و M |= T کنید فرض :٧١ تمرین

توسط که است M از زیرساختاری ⟨A⟩ از منظور باشد. ساخته شدنͬ ⟨A⟩ روی اگروتنهااگر است

است. شده تولید A

در ͬ ماند. نم باقͬ اثبات برای چیزی باشد، زیرساختِ مقدماتͬ ͷی جهانِ خود˂ A اگر قضیه. اثبات

ϕ(x) چون فرمولͬ زیرساختها) بودن مقدماتͬ تشخیص (برای ͬͺتارس ِͷمح به بنا صورت، این غیر

که طوری به است موجود A در پارامتر با

N |= ∃x ϕ(x) و ∀a ∈ A N |= ¬ϕ(a). (∗)

(RM, deg) مقادیرِ میان در (RMϕ, deg ϕ) = (α, d) که باشد چنان بالا در ϕ فرمولِ کنید فرض

باشد. ͬ موم مین قاموسͬ، ترتیب با ͬ کنند، م صدق (∗) در که فرمولهایی در

ͬ کند. م ایزوله کامل تایپِ ͷی ،Th(N, a)a∈A تئوریِ در یعنͬ است؛ کامل ϕ فرمولِ :١۵٧ ادعای

شود. نتیجه ϕ از ϕ با سازگار فرمولِ هر که است این معادل ϕ فرمولِ بودنِ کامل که کنید توجه

آنگاه Th(N, a)a∈A |= ∃x ϕ(x) ∧ ψ(x) باشیم داشته اگر ψ(x) فرمولِ هر برای دیͽر بیان به

.Th(N, a)a∈A |= ∀x (ϕ(x)→ ψ(x))

طوری به است موجود چنان A در پارامتر با ψ(x) فرمولِ آنگاه نباشد، کامل ϕ فرمولِ اگر

.Th(N, a)a∈A |= ∃x (ϕ(x) ∧ ψ(x)) و Th(N, a)a∈A |= ∃x (ϕ(x) ∧ ¬ψ(x)) که

طرفͬ از ͬ کنند. م صدق (∗) در دو هر ϕ ∧ ¬ψ و ϕ ∧ ψ فرمولهای پس

ناقض̞ این و deg(ϕ؛ ∧ ψ) = deg(ϕ ∧ ¬ψ) = d و RM(ϕ ∧ ψ) = RM(ϕ ∧ ¬ψ) = α

است. deg ϕ = d

،A روی ϕ(x) بودنِ فرمولِ کامل به بنا .N |= ϕ(b٠) که باشد چنان b٠ ∈ M کنید فرض

این اگر ͬ گیریم. م نظر در را b٠ و A توسط شده تولید زیرساخت حال است. ایزوله tp(b٠/A)

ایزوله tp(b١/Ab٠) که یافت چنان را b١ ∈ M ͬ توان م مشابه طور به نباشد، مقدماتͬ زیرساخت،

١١٧



دست به (با سرانجام روند این است، خود˂ از مقدماتͬ زیرساختͬ واضح، طور به N که آنجا از باشد.

ͬ پذیرد). م پایان A شامل̞ و مقدماتͬ زیرساختͬ دادن

تئوریِ از است اول مدلͬ آنگاه باشد، ساخته شدنͬ A روی M اگر که گفتیم :١۵٨ توجه

.∥L∥+ |A| با است برابر حداکثر آن اندازه ی بنابراین .Th(M, a)a∈A

دنباله ای ͬ توان م κاشباع مدلِ ͷی در که کرده ایم ثابت تمرین) و درس کلاس (در قبلا́

از مدل، در دنباله گرفتن قرار و ͬ آمد م رمزی از بودنْ بازنشناختنͬ کرد. پیدا κ اندازه ی با بازنشناختنͬ

کاملا́ و کامل شمارا، (که ما مفروض تئوریِ برای که داده ایم نشان زیر در ͬ شد. م نتیجه بودن اشباع

یافت. بازنشناختنͬ دنباله ای ͬ توان م ناشمارا مدل هر در است)، متعالͬ

که است این (RM, deg)(p) = (α, d) از منظورمان p کامل̞ تایپِ برای :١۵٩ نمادگذاری

است برابر مرلͬ درجه ی کمینه ی RM(ϕ) = α که ϕ ∈ p فرمولهای میان در و RM(p) = α

.d با

طوری به باشد M از نامتناهͬ زیرمجموعه ای A و T از باشد ناشمارا مدلͬ M گیریم :١۶٠ قضیه

است. A روی (ai)i∈ω بازنشناختن̞ͬ دنباله ی ͷی حاوی M آنگاه .|A| < |M | که

دارای M در x = x فرمولِ که است واضح .|A| = λ < κ و |M | = κ گیریم اثبات.

ناتهͬ جواب، λ از بیش دارای فرمولهای از متشͺل A مجموعه ی پس است. جواب λ از بیش

دارای ،A در موجود فرمولهای میان در که بͽیرید نظر در چنان را ϕ(x, b̄) ∈ LM فرمولِ است.

که ͬ کنیم م فرض A به b̄ پارامترهای افزودن با باشد. (RM, deg) = (α, d) قاموس̞ͬ کمینه مقدارِ

.ϕ(x, b̄) ∈ LA

و |= ϕ(a٠, b̄) که است موجود چنان a٠ ∈ M چون عنصری :١۶١ ادعای

A روی کامل تایپی به ͬ توان م را ϕ فرمولِ دیͽر، بیان به .(RM, deg) tp(a٠/A) = (α, d)

قرار a٠ تایپِ در ψ(x) فرمولِ بهتر،  بیان به باز باشد. داشته را ϕ مرتبه ی و درجه  همان که گستراند

.(RM, deg)ψ ∧ ϕ = (α, d) اگروتنهااگر ͬ گیرد م

باشیم داشته |= ϕ(a, b̄) که a ∈ M هر برای یعنͬ باشد، صورت این غیرِ که کنیم فرض

بزرگتری ،ϕ ∈ tp(a/A) که آنجا از که کنید (توجه .(RM, deg)(tp(a/A)) < (α, d)

است موجود چنان ψa(x) ∈ tp(a/A) فرمولِ a ∈ ϕ(M, b̄) هر برای پس دهد). رخ ͬ تواند نم
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طور این (اگر ψa ⊆ ϕ که ͬ کنیم م فرض کلیت از شدن کاسته بی  .(RM, deg)ψa < (α, d) که

ͬ گیریم). م نظر در را ψ′
a = ψa ∧ ϕ فرمولهای نبود

آنها همه ی که جا آن از پس است. ℵ٠ + |A| = |A| با برابر حداکثر ها ψa تعدادِ که کنید توجه

ψ فرمولِ دیͽر، بیان به است. λ از بیش اندازه ی دارای آنها از ͬͺی حداقل هستند، ϕ زیرمجموعه ی

نحوه ی ناقض̞ این که ،(RM, deg)ψ < (α, d) و است جواب λ از بیش دارای که یافته ایم چنان را

است. ϕ انتخابِ

.(RM, deg)(tp(a٠/A)) = (α, d) که باشد گونه ای به a٠ ∈M که کنید فرض پس

که ͬ یابیم م چنان را a١ ∈ M بالا، استدلال همان با حال

در که ͬ شود م حاصل (ai)i∈ω دنباله ی بدینسان .(RM, deg)(tp(a١/Aa٠)) = (α, d)

.(RM, deg)(tp(an+١/Aa٠ . . . an)) = (α, d) آن

داد خواهیم نشان ادعا، اثبات برای است. بازنشناختنͬ بالا، در (ai) دنباله ی که ͬ کنیم م ادعا

ثابت n = ٠ برای را حͺم نخست .a٠ . . . an ≡ ai٠ . . . ain داریم i٠ < . . . < in هر برای که

.ai, a٠ ∈ ϕ(M) که کنید توجه .ai ≡ a٠ داریم i هر برای که ͬ دهیم م نشان یعنͬ ͬ کنیم؛ م

آنگاه ¬ψ ∈ tp(a٠/A) و ψ ∈ tp(ai/A) که طوری به باشد موجود ψ چون فرمولͬ اگر

روش به بنا ψ ∈ tp(ai/Aa٠ . . . ai−١) که آنجا از طرفͬ از .(RM, deg)ϕ ∧ ¬ψ = (α, d)

هستند. (RM, deg)ϕ = (α, d) ناقض̞ دو این .(RM, deg)ϕ∧ψ = (α, d) داریم دنباله  ساخت

بͽیریم نتیجه آن از ͬ خواهیم م .a٠ . . . an ≡ ai٠ . . . ain باشیم داشته که ͬ کنیم م فرض حال

داریم .a٠ . . . anan+١ ≡ ai٠ . . . ainain+١ که

ψ(x, a٠, . . . , an) ∈ tp(an+١/Aa٠ . . . an)⇔ (RM, deg)(ψ(x, a٠, . . . , an) ∧ ϕ) = (α, d).

ψ(x, ai٠ , . . . , ain) ∈ tp(ain+١/Aai٠ . . . ain)⇔ (RM, deg)(ψ(x, ai٠ , . . . , ain) ∧ ϕ) = (α, d).

که ͬ شود م نتیجه a٠ . . . an ≡ ai٠ . . . ain از طرفͬ از

(RM, deg)(ψ(x, a٠, . . . , an) ∧ ϕ) = (RM, deg)(ψ(x, ai٠ , . . . , ain) ∧ ϕ) = (α, d)

ͬ دهد. م نتیجه را حͺم این و
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کردیم. استفاده مˀرلͬ دنباله های از کنیم، اشاره نامشان به آنکه بی بالا اثبات در :١۶٢ توجه

این در .an |⌣A
a٠, . . . , an−١ آن در که است (ai)i∈ω چون بازنشناختنͬ دنباله ای منظور˂ 

توسیع بودن آزاد از استقلال˂ این عموماً  باشد. استقلال از درکͬ هر ͬ تواند م |⌣ نمادگذاری،

tp(a/Ab) هرگاه a |⌣A
b ͬ نویسیم م عموماً یعنͬ ͬ شود؛ م حاصل مناسب تعبیری در تایپها

.tp(a/A) از باشد «آزاد» توسیعͬ

گفته ایم کردیم: استفاده گسترشها در مرلͬ درجه ی و مرتبه  تغییر عدم̧ تعبیر از بالا اثبات در

دنباله ای تعبیر، این در .(RM, deg)(tp(a/Ab) = (RM, deg) tp(a/A) هرگاه a |⌣A
b

آمده اند. زیر در دقیقتر تعاریف بود. مˀرلͬ ساختیم، اثبات در که

دنباله ایAبازنشناختنͬ هرگاه ͬ شود م مجموعه یAبخش روی که گوییم را ϕ(x, b) فرمولِ

یادشده فرمول ͬ گوییم م باشد. ناسازگار {ϕ(x, bi)}i∈ω و b٠ = b که شود یافت (bi)i∈ω چون

کامل، تایپ ͷی دهد. نتیجه را شونده بخش فرمولهای از فصلͬ هرگاه ͬ شود م منشعب A روی

منشعب مجموعه آن روی آن از فرمولͬ هرگاه ͬ شود، م منشعب مجموعه ͷی روی تعریف به بنا

شود.

به tp(a/A)؛ از باشد غیرانشعابی توسیعͬ tp(a/Ab) هرگاه a |⌣A
b کنید تعریف :٧٢ تمرین

کاملا́ متعالͬ) تئوری ͷی (در که دهید نشان نشود. رویAمنشعب tp(a/Ab) هرگاه دیͽر بیان

.RM(tp(a/Aa) = RM(tp(a/A)) اگروتنهااگر a |⌣A
b داریم

n ∈ ω هر برای بعلاوه و باشد بازنشناختنͬ هرگاه بخوانید مˀرلͬ را (ai)i∈ω دنباله ی :٧٣ تمرین

ساخته  زیر روش با که آنهاییند دقیقاً  مˀرلͬ دنباله های که دهید نشان .an |⌣ a<n باشیم داشته

(ai)i∈ω دنباله ی هر .a |⌣∅M که ͬ کنیم م پیدا p = tp(a/M) جهان̞ͬ تایپ ͷی ͬ شوند: م

است. مˀرلͬ دنباله ی ͷی ،an |= p|a<n آن در که

نشان (تنها است. مˀرلͬ شد،  ساخته بالا قضیه ی اثبات در که دنباله ای دهید نشان :٧۴ تمرین

است). بازنشناختنͬ یادشده دنباله ی که دهید

بسیارکمینال. تئوریهای در مˀرلͬ دنباله های درباره ی بحث آموختال: کلاس به مربوط :٧۵ تمرین
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ششم و بیست جلسه ی ١۴ . ٢

ثابت را قضیه این جلسه این در آمد. فراهم مˀرلͬ از زیر قضیه ی اثبات برای مقدمات همه ی سرانجام

ͬ کنیم. م

باشد. جازم به طورناشمارا شمارای کامل̞ تئوریِ ͷی T که کنیم فرض مˀرلͬ): (قضیه ی ١۶٣ قضیه

است. جازم ،κ ≥ ℵ١ کاردینالِ هر در T آنگاه

ͬ شود: م نتیجه آسانͬ به زیر لم از بالا قضیه ی

تمام که کنیم فرض ناشمارا. کاردینالͬ κ و باشد ωپایدار تئوریِ ͷی T که کنیم فرض :١۶۴ لم

دارای مدلهای همه ی λناشمارای کاردینال هر برای آنگاه باشند. اشباع T از κاندازه ی دارای مدلهای

اشباعند. T از λ اندازه ی

ناشمارا، کاردینالِ ͷی در T اگر که کرده ایم ثابت قبلا́ بالا. لم نتیجه ی عنوان به مˀرلͬ قضیه ی اثبات

ناشمارای کاردینال هر برای اشباعند. κ اندازه ی با آن مدلهای) (همه ی مدلِ تنها آنگاه باشد،  جازم

سامانه های ͷکم (با رو این از اشباعند. ،λ اندازه ی از T مدلهای تمام بالا، لم̧ به بنا نیز λ دلخواه˼

است. λجازم یادشده، تئوری یعنͬ ایزومرفند؛ هم با T از λ اندازه ی با مدلهای همه ی رفت وبرگشتͬ)

بنابراین نباشد. اشباع که ،λ اندازه ی دارای باشد داشته M چون مدلͬ T که کنید فرض لم. اثباتِ

ثابت قبلا́ ͬ شود. نم برآورده M در p که موجودند چنان p(x) ∈ S١(A) و |A| < λ با A ⊆ M

است. موجود M در A روی I = (ai)i∈ω چون بازنشناختنͬ دنباله ی که کرده ایم

بود، ایزوله (اگر نیست ایزوله A ∪ I روی p(x) ویژه به ͬ شود، نم برآورده M در p که آنجا از

که طوری به نیست، موجود M با سازگار ϕ(x) ∈ LA∪I چون فرمولͬ هیچ بنابراین ͬ شد). م برآورده

با که ϕ(x) ∈ LA∪I فرمولِِ هر برای پس .M |= ϕ(x)→ θ(x) باشیم داشته θ(x) ∈ p هر برای

.M |= ∃x (ϕ(x)∧¬θ(x)) که است موجود چنان θ(x) ∈ p چون فرمولͬ باشد، سازگار M

شماراست. A مجموعه ی که کرد فرض ͬ توان م کلیت از شدن کاسته بدون :١۶۵ ادعای

مجموعه ی صورت، این در باشد. شمارا A٠ ⊆ A که کنیم فرض بالا، ادعای توجیه برای

باشد، سازگار M با که ϕ(x) ∈ LA٠∪I فرمولِ هر برای که است موجود چنان A١ ⊇ A٠ شمارای

ترتیب بدین .M |= ∃x (ϕ(x)∧¬θ(x)) و θ(x) ∈ LA١ که شود یافت θ(x) ∈ p(x) فرمولِ
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فرمولͬ ϕ ∈ LAn∪I فرمولِ هر برای که یافت چنان را A٠ ⊆ A١ ⊆ . . . مجموعه های ͬ توان م

دهیم قرار ͬ توانیم م .M |= ∃x (ϕ(x) ∧ ¬θ(x)) که طوری به شود یافت θ ∈ LAn+١ چون

این به متعلق θ فرمول هر برای صورت این در بͽیریم. نظر در را p′ = p|A′ تایپِ و A′ =
∪
nAn

.M |= ∃x (ϕ(x) ∧ ¬θ(x)) که طوری به است موجود ϕ مانند LA′∪I در فرمولͬ تایپ،

I ′ = (bi)i∈κ مانند A روی بازنشناختنͬ دنباله ی آن در و N ≻M چون مدلͬ فشردگͬ، به بنا

به بنا سوئͬ، از .bi١ . . . bin ≡A a١ . . . an داریم i١ < . . . < in هر برای که موجودند چنان

است. ساخته شدنͬ A ∪ I ′ روی که است M′ چون مقدماتͬ زیرمدلͬ دارای N گذشته، قضایای

توسط آن در p تایپِ پس است)؛ κ اندازه اش (چون است اشباع مدلͬ M′ قضیه، فرض طبق

tp(c/A ∪ I ′) است، ساخته شدنͬ A ∪ I ′ روی M′ که جا آن از ͬ شود. م برآورده c چون عنصری

پس کند. ایزوله را آن ψ(x, bi١ , . . . , bin , ā) ∈ tp(c/A ∪ I ′) فرمولِ کنیم فرض است؛ ایزوله

داریم θ(x) ∈ p(x) فرمولِ هر برای

N |= ψ(x, bi١ , . . . , bin , ā)→ θ(x).

پس

∀x(ψ(x)→ θ(x)) ∈ tp(bi١ , . . . , bin/A) = tp(a١, . . . , an/A).

تناقض. M؛ |= ψ(x, a١, . . . , an, ā)→ θ(x) داریم θ(x) ∈ p(x) هر برای پس

داشته مدلͬ ولͬ باشند اشباع κ اندازه ی از مدلهای همه ی کنیم فرض اثبات. خلاصه ی

اگر است. موجود I بازنشناختن̞ͬ دنباله ی ͷی مدل این در نباشد. اشباع که λ اندازه ی از باشیم

نیست. ایزوله AI روی نشود، برآورده M در که باشد تایپی p

اندازه اش که داریم I با همتایپ I ′ مانند دنباله ای M از مقدماتͬ توسیع ͷی در طرفͬ از

توسط مدل این در p تایپِ ͬ گیریم. م نظر در ساخته شدنͬ مدلͬ A و دنباله این روی است. κ

همتایپ A روی I دنباله ی با I ′ دنباله ی که آنجا بنابراین،از ͬ شود؛ م ایزوله LA∪I′ در فرمولͬ

قبل. بند انتهای با تناقض ͬ شود؛ م ایزوله نیز LA∪I در فرمولͬ توسط تایپ این است،
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٣ فصل

تمرینها

مدلͬ نظریه ی اولیه ی مفاهیم ٣ . ١

بهمن ٢٣ شنبه تحویل: تاریخ

سامانه های

رفت وبرگشتͬ
Γ ناته̞ͬ مجموعه ی ͷی هرگاه ͬ خوانیم، م ͬ ایزومˀرف به طور جزئ را B و A ساختارِ دو :٧۶ تمرین

رفت و برگشتͬ ویژگͬ که باشد، Bموجود زیرساختارهایAو برخͬ میان ایزومرفیسمهای برخͬ شامل

یعنͬ دارد؛

دامنه اش در a عنصر که باشد موجود Γ در f تابع̧ از توسیعͬ آنگاه ،a ∈ A و f ∈ Γ هرگاه •

بیفتد.

بˀردش در B عنصرِ که باشد موجود Γ در f تابع̧ از توسیعͬ آنگاه ،b ∈ B و f ∈ Γ هرگاه •

شود. واقع

ساختارِشمارای دو و هم ارزمقدماتیند، ͬ ایزومرف، به طور جزئ ساختارِ دو که دهید نشان

ایزومرف جزئͬ طور به اشباع ساختارِ دو نیز اطلاع: (برای ایزومرفند هم با ͬ ایزومرف، به طورجزئ
١ ایزومرفند). هم با برابر اندازه ی دارای و

کنید. مشاهده دوم جلسه ی تمرینهای برگه ی در را تمرین این ادامه ی ١
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:٧٧ تمرین

همه ی کلاس̞ با برابر هرگاه ͬ خوانیم، م دارای اصلبندی متناهͬ را ساختارها ــ L از C کلاس̞ .١

اگروتنهااگر است، دارای اصلبندی متناهͬ C که دهید نشان باشد. متناهͬ تئوریِ ͷی مدلهای

باشند. مقدماتͬ کلاسهایی آن، متمم̧ هم و C هم

نیست. متناهͬ اصلبندی دارای صفر، مشخصه ی دارای میدانهای تئوری که دهید نشان .٢

زنجیرهایی

از

ساختارها،

قضیه ی

ͬͺتارس

یعنͬ باشد؛ جهتدار جزئ̞ͬ ترتیب ͷی (I,≤) کنید فرض • :٧٨ تمرین

∀i, j ∈ I ∃k ∈ I i, j ≤ k.

باشیم داشته i ≤ j هر برای هرگاه ͬ خوانیم، م جهتدار را ساختارها از (Ai)i∈I خانواده ی

A =
∪
i∈I Ai آنگاه باشد، جهتدار خانواده ای (Ai)i∈I هرگاه که دهید نشان .Ai ⊆ Aj

به را ها Ai همه ی که ͬ شود) م تعیین یͺتا طور به (که است ساختار ــ L ͷی زمینه ی جهانِ

داد. خواهیم نشان A =
∪
i∈I Ai با را ساختار این ͬ گیرد. م بر در زیرساختار عنوان

باشیم داشته i ≤ j هر برای هرگاه ͬ خوانیم، م مقدماتͬ را (Ai)i∈I جهتدارِ خانواده ی •

مقدماتͬ است گسترشͬ مقدماتͬ، جهتدارِ خانواده ی ͷی اجتماع که دهید نشان .Ai ≺ Aj

خانواده. این اعضای از ͷی هر از

چون زوجͬ گراف، از (منظور نیست. مقدماتͬ همبند، گرافهای کلاس̞ که دهید نشان :٧٩ تمرین

چنین غیرانعکاسͬ. و تقارنͬ دوتایی̞ است رابطه ای R و مجموعه ͷی V آن در که است (V,R)

گونه ای به x٠ = x, . . . , xn = y دنباله ی ͷی x, y ∈ V هر برای هرگاه ͬ خوانیم م همبند را گراف

(.i = ١, . . . , n برای ،(xi−١, xi) ∈ R که باشد موجود

آنالیز

تک متغیره.نااستاندارد است تابعͬ f آن در که بͽیرید، نظر در را A = (R, ٠, <, fA) ساختارِ :٨٠ تمرین

طبیع̞ͬ عدد هر برای ،− ١
n
< x < ١

n
هرگاه ͬ خوانیم م ͷبی نهایت کوچ را x ∈ A∗ ≻ A عنصرِ

توسیع̧ هر در اگروتنهااگر است پیوسته ٠ نقطه ی در fA آنگاه ،fA(٠) = ٠ هرگاه دهید، نشان .n

ببرد. بی نهایت کوچͺها به را بی نهایت کوچͺها fA∗ تابع ،A∗ ≻ A مقدمات̞ͬ
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(که کرد تعریف خطͬ ترتیب ͷی ͬ توان م (G,+) آبلͬ گروه هر روی که دهید نشان :٨١ تمرین

.(a+ c < b+ d آنگاه a < b, c ≤ d هرگاه یعنͬ است، جمع حافظ البته

رابطه ی

فشردگͬ

نظریه ی

با مدلͬ

فشردگͬ

ͷتوپولوژی

بͽیرید: نظر در را زیر مجموعه ی L ثابتِ زبان ͷی برای :٨٢ تمرین

S٠ = {Th(A)|است ساختار  ــ L ͷی A}.

ͬ دهند. م S٠ روی توپولوژی ͷی برای پایه ای تشͺیل [ϕ] = {Th(A)|A |= ϕ} مجموعه های

است. S٠ فشردگ̞ͬ معادل فشردگͬ، لم چرا که بیاورید توجیهͬ

تایپها ٣ . ٢

٩۵/١١/٣٠ شنبه تحویل: تاریخ

یعنͬ ͬ کنیم؛  م خودداری M چون نمادهایی از استفاده از نرود، ابهام بیم که هرگاه پس، این از توجه.

بود. خواهد آنها زمینه ی جهان نشانگر هم و ساختارها و مدلها نشانگرِ هم M نماد

اصلبندیِ

∀∃:٨٣ تمرین

فُرم̧ به جمله هایی با بتوان را آن هرگاه ͬ خوانیم م صورت∃∀ به اصل بندی دارای را T تئوریِ .١

است. سور بدون فرمولͬ ϕ آنها در که کرد اصلبندی ∀v١, . . . vn∃w١, . . . wmϕ(v̄, w̄)

(Mi)i∈I و خطͬ،  باشد ترتیبی (I,<) باشد، صورت∃∀ به  اصلبندیِ دارای T کنید فرض
٢ است. T از مدلͬ

∪
Mi دهید نشان .T مدلهای از باشد زنجیری

.M٠ ≺M١ که دهید نشان .M١ ≺M٢ و M٠ ≺M٢ ،M٠ ⊆M١ ⊆M٢ گیریم .٢

حذف سور

تایپها و
:٨۴ تمرین

دید. خواهیم بعد جلسه ی تمرینهای در را عکس ٢جهت
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یعنͬ شود؛ نتیجه سورش بدون نتیجه های همه ی از ϕ(x̄) فرمولِ ،T تئوریِ در کنید فرض .١

دهد: نتیجه را ϕ(x̄) زیر، در تعریف شده ،Γ گردایه ی

Γ = {ψ(x̄)|T |= ϕ(x̄)→ ψ(x̄)}.

فرمولͬ یعنͬ است؛ T به نسبت سور بدون معادلͬ دارای ϕ صورت، این در که دهید نشان

که طوری به است، موجود ψ(x̄) چون سور بدون

T |= ∀x̄ (ϕ(x̄)↔ ψ(x̄)) .

معادلͬ دارای بدان نسبت فرمولͬ هر یعنͬ است، سور حذف دارای T تئوریِ که دهید نشان .٢

نتیجه خود سورِ بدون بخش از ،T به نسبت کاملͬ تایپِ هر اگروتنهااگر است، سور بدون

باشیم داشته a, b هر برای اگروتنهااگر ͬ کند، م حذف را سورها T تئوریِ دیͽر، بیان (به شود.

qftp(a) = qftp(b)⇔ tp(a) = tp(b).)

سامانه های

رفت وبرگشتͬ
سامانه ای کنید فرض .b̄ ∈ M٢ و ،ā ∈ M١ ،M١,M٢ |= T گیریم :٨۵ تمرین

ایزومرفیسمͬ شامل باشد، موجود M٢ و M١ زیرساختارهای میان ایزومرفیسمهای از رفت وبرگشتͬ

تولید ā توسط که است M١ از زیرساختاری ⟨ā⟩ از منظور .f(ā) = b̄ که f : ⟨ā⟩ → ⟨b̄⟩ چون

شود). مقایسه ٧۶ تمرین̞ (با .tpM١(ā) = tpM٢(b̄) صورت این در که دهید نشان است. شده

داد نشان ͬ توان م ٨۵ و ٨۴ تمرینهای ͷکم با رفت وبرگشتͬ. سامانه های و سور حذف

M١,M٢ |= T باندازه اشباع̧ مدلِ دو هر برای اگروتنهااگر ͬ کند م حذف را سورها T تئوری که،

زیرساختار با M١ در ā توسط تولیدشده زیرساختار اگر ،ā ∈ M١, b̄ ∈ M٢ چندتایی های و

میان ایزومرفیسمهای از رفت وبرگشتͬ سامانه ای آنگاه باشد، M٢ایزومرف در b̄ توسط تولیدشده

است. شامل را ایزومرفیسم این که باشد موجود M٢ و M١ زیرساختارهای

دهید نشان .ā, b̄ ∈ M و A ⊆ M باشد، ساختار ــ L ͷی M گیریم :٨۶ تمرین

چون اتومرفیسمͬ و M از N مقدماتͬ توسیع̧ اگروتنهااگر tpM(ā/A) = tpM(b̄/A) که
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مجموعه ی Aut(N/A) از منظور .f(ā) = b̄ که طوری به باشند، موجود f ∈ Aut(N/A)

حافظند. نقطه وار را A که است N اتومرفیسمهای همه ی

بازنوشت: رو پیش̞ گونه ی به ͬ توان م هیولا، مدل با آشنایی صورت در را بالا قضیه ی حͺم

با ببرد. b̄ به را ā که باشد موجود Aut(M/A) در اتومرفیسمͬ اگروتنهااگر همتایپند، b̄ و ā

داده ایم. نشان را هیولا مدلِ ،M

فرافیلتر اصلبندی ، ٣ . ٣

اصلبندی

به

صورت

∀∃

از (Mi)i∈I زنجیرِ هر برای که باشد چنان T تئوریِ کنید فرض :(٨٣ تمرین̞ (ادامه ی ٨٧ تمرین

به اصلبندی ͷی دارای T صورت این در که دهید نشان باشد. T از مدلͬ نیز
∪
Mi آن، مدلهای

٣ است. ∀∃ صورتِ

همه ی مجموعه ی T ∀∃ با کنید: تکمیل را زیر پاسخ ͬ رسد، نم نتیجه به خودتان راه حل اگر

نشان که است این هدف ͬ شوند. م نتیجه T از و هستند ∀∃ شͺل به که دهید نشان را جمله هایی

که دهیم

M |= T ∀∃ ⇔M |= T.

زیر صورت به است زنجیری ساختن هدف .M |= T ∀∃ کنید فرض

M =M٠ ⊆ N٠ ⊆M١ ⊆ N١ ⊆ . . . ,

آن در که

M٠ ≺M١ ≺M٢ ≺ . . .

داشت خواهیم صورت این در .Ni |= T و

M ≺
∪

Mi =
∪

Ni |= T

دارد. ادامه بعد جلسه ی تمرینهای در تمرین ٣این
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ͬ شود. م حاصل نتیجه، و

زنجیر: ساخت روش

از منظور .N |= M∃∀ که طوری به ͬ شود، م یافت N |= T چون مدلͬ که دهید نشان .١

که کنید مشاهده نیز درستند. M در که است ∃∀ شͺل به جمله های همه ی ∀∃Mمجموعه ی

است. M |= N∀∃ معادل N |=M∃∀

سور با جمله ی هر و ،M ⊆ N ′ که است موجود چنان N ′ ≡ N که دهید نشان .٢

دهید نشان است کافͬ منظور، این (برای است. درست N ′ در M در پارامتر با عمومͬ

است.) سازگار Diag∀(M) ∪ Th(N) که

.M ≺M ′ و M ⊆ N ′ ⊆M ′ که طوری به است،  موجود M ′ که دهید نشان .٣

کرد اصلبندی جهانͬ سور با فرمولهای از استفاده با تنها ͬ توان م را T تئوریِ دهید نشان :٨٨ تمرین

.N |= T آنگاه N ⊆M و M |= T هرگاه یعنͬ باشد؛ بسته زیرمدلها تحت اگروتنهااگر

فیلترها

آن. زیرمجموعه های همه ی مجموعه ی P (I) و باشد مجموعه ͷی I گیریم :٨٩ تمرین

صادق آن درباره ی زیر شرایط هرگاه ͬ خوانیم م I روی فیلتر ͷی را D ⊆ P (I) زیرمجموعه ی

باشند:

.∅ ̸∈ D و I ∈ D .١

.A ∩B ∈ D آنگاه A,B ∈ D هرگاه یعنͬ باشد، بسته متناهͬ اشتراک تحت D .٢

.B ∈ D آنگاه A ⊆ B ⊆ I و A ∈ D اگر یعنͬ A↑I؛ ⊆ D آنگاه A ∈ D اگر .٣

باشد). I از «بزرگ» زیرمجموعه ی از گردایه ای است قرار فیلتر که است این تعریف (شهود

است: I روی فیلتری زیر،  مجموعه ی دهید نشان .I = R گیریم .١

D = {X ⊆ R|µ(R−X) = ٠}

است. ͹ِلُب اندازه ی ،µ از مراد بالا در که
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زیر مجموعه ی که دهید نشان κ؛ ≤ |I| که طوری به نامتناهͬ باشد کاردینالͬ κ کنید فرض .٢

:I روی است فیلتری

D = {X ⊆ I : |I −X| ≤ κ}.

ͬ خوانیم. م ف˼رِشه فیلترِ ،κ = ℵ٠ که حالتͬ در را بالا در D فیلترِ

است: I روی فیلتری زیر مجموعه ی که دهید نشان x ∈ I هر برای .٣

D = {X ⊆ I|x ∈ X}.

ͬ خوانیم. م اصلͬ فیلتر را اینچنین فیلترهای

I روی فیلتری زیر مجموعه ی دهید نشان .X ̸∈ D و باشد I روی فیلتری D کنید فرض .۴
۴ :I −X شامل̞ و D دربرگیرنده ی است

E = {Y ⊆ I|∃Z ∈ D Z −X ⊆ Y }.

چهارم نوبت ۴ . ٣

:٩٠ تمرین

ϕ(x, a) چون فرمولͬ هرگاه ͬ خوانند م جبری A ⊆ M مجموعه ی روی را t ∈ M عنصرِ .١

باشد متناهͬ زیر مجموعه ی که طوری به باشد، موجود L(A) زبانِ در

ϕ(M,a) = {m ∈M |M |= ϕ(m, a)}

را آن عنصر متناهͬ تعداد تنها هرگاه ͬ خوانند م جبری را p(x) تایپِ نیز .t ∈ ϕ(M,a) و

جبری تایپی tp(t/A) اگروتنهااگر است Aجبری روی t عنصرِ که دهید نشان کنند. برآورده

باشد.

B ⊇ A مجموعه ی هر برای اگروتنهااگر است جبری p(x) ∈ S(A) تایپِ که دهید نشان .٢

.p ⊆ q که باشند موجود q ∈ S(B) تایپِ متناهͬ تعداد تنها
دارد. ادامه تمرین ۴این
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تعداد تئوری،  ͷی در اگر که دهید نشان (ͷتوپولوژی بحث بدون (و مستقیم طور به :٩١ تمرین

ͬ شود). م نتیجه فرمول ͷی از تنها ،ͷی هر (یعنͬ ایزوله اند تایپها آن همه ی آنگاه باشد، متناهͬ تایپها

در اگر که دهید نشان (ͷتوپولوژی بحث بدون (و مستقیم طور به شمارا) زبان ͷی (در :٩٢ تمرین

.|Sn(T )| ≥ ٢ℵ٠ آنگاه |Sn(T )| > ℵ٠ باشیم داشته T تئوریِ ͷی

این آیا گویاست. اعداد برای محمولͬ Q آن در که T = Th(R,Q, <) کنید فرض :٩٣ تمرین

دارد؟ اول مدل تئوری،

متناهͬ دنباله های همه ی مجموعه ی ٢<ω آن در که L = {ps|s ∈ ٢<ω} کنید فرض :٩۴ تمرین

که ͬ کند م بیان زیر اصول با نوشته شده ،T تئوریِ محمول. ͷی ps هر و است ١ و ٠ با ساخته شده

ͬ کنند: م تجزیه دوجمله ای صورت به را جهان محمولها این

.∀x p∅(x) •

.∃x ps(x) •

.∀x (ps٠(x) ∨ ps١(x)↔ ps(x)) •

.∀x ¬(ps٠(x) ∧ ps١(x)) •

فرمولͬ هیچ تئوری، این در که دهید نشان نیز است. سور حذف دارای و کامل T که دهید نشان

ندارد. اول مدل تئوری این و ͬ کند نم ایزوله را تایپی هیچ

اسفند ٢١ تحویل زمان ششم، نوبت ۵ . ٣

κ از کمتر اندازه ی دارای A ⊆ M هرگاه یعنͬ کنده؛ آ ــ κ باشد مدلͬ M کنید فرض :٩۵ تمرین

صورت این در که دهید نشان شود. برآورده M در p(x) ∈ SM
١ (A) تایپِ هر آنگاه باشد،

دارد. κ حداقل اندازه ی یا است متناهͬ یا M از پارامتر) (با تعریف پذیر زیرمجموعه ی هر .١

برد دارای (یعنͬ است ͬ مقدار متناه f : M → B تابع̧ هر ،|B| < κ و B ⊆ M هرگاه .٢

است). متناهͬ

اصل بندیِ

و ∀∃

مدلهای

بسته ی

وجودی
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هر برای هرگاه بخوانید وجودی بسته ی را T تئوریِ از M مدلِ :(٨٧ تمرین̞ (ادامه ی ٩۶ تمرین

شود Nنتیجه |= ∃ā ϕ(ā, m̄) از ،m̄ ∈M و ϕ(x̄, ȳ) سورِ بدون فرمولِ هر Mو ⊆ N |= T

.M |= ∃ā ϕ(ā, m̄)

(تحقیق است. وجودی بسته ی مدلͬ دارای ∀∃ فرم به اصلبندیِ دارای تئوریِ هر دهید نشان

که طوری به است موجود N ⊇ M چون وجودی بسته ی مدلͬ آنگاه M |= T اگر که کنید
۵ (.|N | = |M |+ |L|+ ℵ٠

صورت آن در دهید نشان باشد. کامل T تئوری کنید فرض :٩٧ تمرین

و A,B,C |= T هرگاه که معنͬ بدین است؛ ۶ ملغمه سازی) (یا ادغام ویژگ̞ͬ دارای T .١

نشاندنهای و D |= T مدلِ آنگاه باشند، مقدماتͬ نشاندنهای f٢ : A→ C و f١ : A→ B

.g١ ◦ f١ = g٢ ◦ f٢ که موجودند چنان g٢ : C→ D و g١ : B→ D مقدمات̞ͬ

است. لازم نشاندنها بودن مقدماتͬ شرط بالا در که کنید بررسͬ .٢

چون مدلͬ A,B |= T مدلِ دو هر برای یعنͬ است؛ ٧ امͺان نشاندن همزمان ويژگ̞ͬ دارای T .٣

موجودند. g : B→ C و f : A→ C چون مقدماتͬ نشاندنهایی و C |= T

مجموعه ی n ∈ N هر برای اگر که دهید نشان (ͷتوپولوژی روش نه و هنکین روش (با :٩٨ تمرین

کتاب در را (اثبات است اول مدل دارای T آنگاه باشد، چͽال Sn(T ) فضای در ایزوله تایپهای ــ n

بیابید). مارکر کتاب در یا زیͽلر و تنت

هفتم نوبت ۶ . ٣

.M ∼= N آنگاه |M | = |N | و باشند اشباع مدل دو M,N اگر :٩٩ تمرین

است. همͽن اول، مدلِ هر بویژه پس است؛ همͽن ــ ω ،ͷاتمی مدلِ هر :١٠٠ تمرین

ــ ℵ٠ تئوریِ ͷی T آنگاه باشد، داشته اشباع ــ ω اولِ مدل ͷی T اگر که دهید نشان :١٠١ تمرین

ایزومرفند). هم با آن شمارای مدلهای همه ی (یعنͬ است جازم
دارد. ادامه تمرین این ۵

۶amalgamation property (AP)
٧joint embedding property
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:١٠٢ تمرین

دو با تایپهای تعداد و تاست دو متغیر، ͷی با تایپهای تعداد ⟨R,+, ٠⟩ در که دهید نشان .١

.ℵ٠ با برابر متغیر

دو با تایپهای تعداد و تاست سه متغیر، ͷی با تایپهای تعداد ⟨R,+, ٠, <⟩ در که دهید نشان .٢

.٢ℵ٠ با برابر متغیر

است. جهانͬ ــ κ+ آنگاه باشد، اشباع ــ κ مدلͬ M اگر :١٠٣ تمرین

جزئͬ طور به (١ تمرین تعریف (طبق N آنگاه باشد. اشباع ــ ω مدلͬ M کنیم فرض :١٠۴ تمرین

باشد. آن با مقدماتͬ هم ارز و اشباع ω اگروتنهااگر است ایزومرف M با

در آن تحویل به (نیازی پرداخت خواهیم زیر تمرین به همدیͽر ͷکم با دهد، اجازه وقت اگر

نیست). جلسه این

مارکر. کتاب در ٢٬۵٬٢٠ و ٢٬۵٬١٩ ،٢٬۵٬١٨ تمرینهای :( فراضربها ،٨٩ تمرین̞ (ادامه ی ١٠۵ تمرین

هشتم نوبت ٣ . ٧

جزئͬ طور به (١ تمرین تعریف (طبق N آنگاه باشد. اشباع ــ ω مدلͬ M کنیم فرض :١٠۶ تمرین

باشد. آن با مقدماتͬ هم ارز و اشباع ω اگروتنهااگر است ایزومرف M با

:١٠٧ تمرین

اگروتنهااگر tpM(a) = tpM(b) آنگاه ،a, b ∈ M و باشد اشباع مدلͬ M هرگاه .١

مقایسه ٨۶ تمرین̞ (با σ(a) = σ(b) که طوری به باشد، موجود σ مانند M از اتومرفیسمͬ

شود).

مداری دارای هرگاه ببینید)، را ٩٠ (تمرین̞ است جبری A مجموعه ی روی a عنصرِ بنابراین، .٢

باشد: متناهͬ زیر، مجموعه ی یعنͬ باشد؛ Aut(M/A) به نسبت متناهͬ

{σ(a)|کند ͬ م حفظ نقطه وار را A که است M روی اتومرفیسم ͷی σ}.

:١٠٨ تمرین
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هنگِ به فرمول˂ چند باشد. عدد دو ،T تئوریِ ͷی در تک متغیره کامل̞ تایپهای تعداد گیریم .١

است؟ موجود T تئوریِ به نسبت هم ارزی

هم ارزی، هنگ  به آنگاه، باشد، متناهͬ T تئوریِ ͷی به نسبت تایپها تعداد اگر که دهید نشان .٢

لزوماً دیͽر، فرمولِ هر که است موجود فرمول متناهͬ تعداد (یعنͬ داریم فرمول متناهͬ تعداد

است). معادل آنها از ͬͺی با

لیندِشْت˼رˀم

به اصل بندیِ ͷی دارای و باشد جازم T تئوریِ هرگاه دهید نشان :(٨٧ تمرین̞ (ادامه ی ١٠٩ تمرین

آن مدلهای همه ی هرگاه ͬ خوانیم م مدل کامل را T (تئوریِ است. مدل کامل T آنگاه ،∀∃ صورت

باشند). وجودی بسته ی

نهم نوبت ٣ . ٨

.۵ فصل مارکر، دیوید کتاب ۵ تا ١ تمرینهای

یͺدیͽر نفرشان دو هیچ که هستند نفر سه یا نفره، شش مهمان̞ͬ ͷی در که دهید نشان :١١٠ تمرین

دهید نشان دیͽر بیان به ͬ شناسند. م را یͺدیͽر دو به دو که هستند نفر سه یا ͬ شناسند، نم را

۶→ (٣)٢
٢.

زبانِ در نامتناهͬ کلاس̞ نامتناهͬ با باشد هم ارزی رابطه ی ͷی تئوری T گیریم :١١١ تمرین

با I٠, I١ بازنشناختن̞ͬ دنباله ی دو تنها و دو M |= T مدلِ هر در که دهید نشان .L = {E}

ͬ شود. م یافت متفاوت تایپهای

مجموعه ای است X که دهید نشان باشد. X مولدِ مجموعه ی با آزادِ گروه G گیریم :١١٢ تمرین

.G در بازنشناختنͬ است

κ اندازه ی با بازنشناختنͬ دنباله ای آن در باشد، اشباع κ مدلͬ M اگر که دهید نشان :١١٣ تمرین

ͬ شود. م پیدا

ϕ(v, w̄) فرمولِ هر برای هرگاه شده اند تعبیه اسͺولم توابع T تئوریِ در ͬ گوییم م :١١۴ تمرین
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که باشد موجود چنان یادشده) فرمولِ به (وابسته f تابعͬ نشان

T |= ∃vϕ(v, w̄)↔ ϕ(f(w̄), w̄);

توابع توسط وجودی سورهای همه ی که باشد غنͬ آن قدر تابعͬ لحاظ به زبان هرگاه دیͽر، بیان به

شوند. حذف

حذف را سورها تئوری این باشند،  شده تعبیه اسͺولم توابع T تئوری در اگر که کنید بررسͬ .١

ͬ کند. م

ͷی دارای تئوری این باشند،  شده تعبیه اسͺولم توابع T تئوری در اگر که کنید بررسͬ .٢

است. عمومͬ سور با اصل بندی

L زبانِ در تئوری ͷی T اگر یعنͬ کرد؛ ا˚س˂ͺولمیزه ͬ توان م T دلخواه˼ تئوریِ هر که دهید نشان .٣

اسͺولم توابع T ∗ در که یافت چنان ͬ توان م آن در را T ∗ تئوریِ و L∗ ⊇ L زبانِ آنگاه باشد، 

داد. بسط T ∗ از مدلͬ به بتوان را M |= T مدلِ هر و باشند شده تعبیه

ساختارهاست؛  ــ L از ͬ ای نزول  ̞ͬ مقدمات زنجیر Mاشتراکِ دلخواه ساختارِ L هر دهید نشان .۴

یعنͬ

M =
∩

Ni

آن در که

Ni+١ ≺ Ni, Ni+١ ̸= Ni.
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دهم نوبت ٣ . ٩

کنید Aتعریف = (ai)i∈I دنباله ی ͷی برای اشباع. موردنیازْ اندازه ی به باشد مدلͬ M کنید فرض

EM(A) = {ϕ(x١, . . . , xn)|n ∈ N,∀i١ < . . . in ∈ I M |= ϕ(ai١, . . . , ain)}.

A اگروتنهااگر است کامل تایپ ͷی ((xi)i∈ω متغیرهای (با EM(A) دهید نشان :١١۵ تمرین

باشد. بازنشناختنͬ دنباله ای

کنید. تعریف C پارامترِ مجموعه ی ͷی برای را EM(A/C) مشابه طور به

دنباله ای پارامترها، از C مجموعه ی هر و A دلخواه˼ دنباله ی هر برای که دهید نشان :١١۶ تمرین

B |= EM(A/C) که است موجود چنان B = (bi)i∈ω چون C روی بازنشناختنͬ

دلخواه D ⊇ C و C روی باشد بازنشناختنͬ دنباله ای A = (ai)i∈ω کنید فرض :١١٧ تمرین

که است موجود چنان A′ = (a′i)i∈I دنباله ی دهید نشان باشد.

tp(A′/C) = tp(A/C)

D روی که است موجود C روی A از کپی ͷی دیͽر، بیان (به است بازنشناختنͬ D روی A′ و

است). بازنشناختنͬ

بازنشناختنͬ دنباله ای A = (ai)i∈ω کنید فرض دیͽری): بیان به بالا تمرین (همان ١١٨ تمرین

چون مجموعه ای دهید نشان باشد. دلخواه D ⊇ B و C روی باشد

D′ ≡C D

است. بازنشناختنͬ آن روی A که است موجود چنان

بازنشناختنͬ Aدنباله ای = (ai)i∈ω کنید فرض دیͽری): زبان به تمرین همان هم (باز ١١٩ تمرین

آن روی A دنباله ی که است موجود چنان N ⊇ C چون مدلͬ که دهید نشان .C روی باشد

است. بازنشناختنͬ

اندازه ی هر در که دهید نشان باشد. بازنشناختنͬ دنباله ای A = (ai)i∈ω گیریم :١٢٠ تمرین

کند. برآورده را EM(A) تایپِ که است موجود بازنشناختنͬ دنباله ای دلخواه،
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ͷی که دهید نشان است؟  بازنشناختنͬ خودش Aروی دلخواه˼  ̞ͬ بازنشناختن دنباله ی آیا :١٢١ تمرین

است. بازنشناختنͬ A روی که است موجود A از کپی

روی B و باشد بازنشناختنͬ B روی A که بسازید چنان B و A نامتناه̞ͬ دنباله ی دو :١٢٢ تمرین

.A

دهید نشان باشند. دلخواه دنباله ی دو B = (bi)i∈ω و A = (ai)i∈ω که کنید فرض :١٢٣ تمرین

داریم و A′ روی B′ و است بازنشناختنͬ B′ روی A′ که موجودند چنان B′ و A′ دنباله های که

A′ |= EM(A)

B′ |= EM(B).

ͬ خوانیم. م متقابلا́بازنشناختنͬ را اینچنین دنباله های

تکمیلͬ تمرینهای

از فصل ͷی κ اندازه ی از عطف ͷی آن در اگر آنگاه اشباع، k باشد مدلͬ M اگر :١٢۴ تمرین

بیان به ͬ دهد؛ م نتیجه را یادشده فصل عطف، آن از متناهͬ بخشͬ آنگاه دهد، نتیجه را κ اندازه ی

اگر ∧دیͽر
i∈κ

ϕi(x, ai) |=
∨
i∈κ

ψi(x, bi)

نتیجه را بالا راست سمت عطفشان که موجودند ϕi١(x, ai١), . . . , ϕin(x, ain) فرمولهای آنگاه

دهد.

ͷی X و باشد κ از کمتر اندازه ی دارای A ⊆ M و باشد اشباع κ مدلͬ M اگر :١٢۵ تمرین

داشته f ∈ Aut(M/A) هر برای که باشد چنان (یعنͬ باشد ناوردا A تعریف شدن̞ͬ مجموعه ای

است. تعریف شدنͬ A پارامترهای با X آنگاه ،(f(X) = X باشیم

آنها است. درست هم تایپ تعریف شدنͬ مجموعه های مورد در قبل، تمرین :١٢۶ تمرین

خلاصه، طور (به مشترک متغیر دارای فرمولهای از (نامتناهͬ)  عطفͬ توسط که هستند مجموعه هایی

ͬ شوند. م تعریف تایپ)  ͷی توسط
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تایپ مجموعه ی هر آنگاه باشد، اشباع κ مدلͬ M اگر :(٩۵ تمرین̞ (ادامه ی ١٢٧ تمرین

اندازه ی دارای یا (κ از کمتر اندازه ی از مجموعه ای در پارامتر با تایپی (توسط آن در تعریف شدنͬ

.κ حداقل اندازه ی دارای یا است، متناهͬ

ͷی (روی عنصر هر مدار اشباع، κ مدلِ ͷی در که دهید نشان بالا ازتمرین استفاده با :١٢٨ تمرین

مدارِ از منظور است. κ از بیش اندازه ی دارای یا است متناهͬ یا (κ از کمتر اندازه ی از مجموعه ی

است: زیر مجموعه ی ،A مجموعه ی ͷی روی a عنصرِ

{σ(a)|σ ∈ Aut(M/A)}.

دارای اگروتنهااگر است Aجبری روی a عنصرِ بالا، تمرین̞ به بنا :(٩٠ تمرین به (توجه ١٢٩ تمرین

باشد. متناهͬ مدار

که دهید نشان a ∈ M١, b ∈ M٢ عناصرِ و M١,M٢ مدلِ دو برای :١٣٠ تمرین

تولیدشده ساختارِ با M١ در a توسط˼ تولیدشده ساختار اگروتنهااگر qftpM١(a) = qftpM٢(b)

باشد. ایزومرف M٢ در b توسط˼

برای ،qftpM١(a) = qftpM٢(b) هرگاه که باشد چنان T تئوریِ اگر که دهید نشان :١٣١ تمرین

a توسط˼ تولیدشده ساختار بین ایزومرفیسم آنگاه ،a ∈ M١, b ∈ M٢ عناصرِ و M١,M٢ مدلِ دو

را سورها T آنگاه شود، واقع ایزومرفیسمها از رفت وبرگشتͬ سامانه ای در M٢ در b توسط˼ و M١ در

ͬ کند. م حذف

یازدهم نوبت ٣ . ١٠

:١٣٢ تمرین

به نیست؛ جازم ℵ٠ حلقه ها) زبانِ (در میدانها تئوریِ شامل کامل̞ تئوریِ هیچ که دهید نشان .١

نیست. جازم ℵ٠ نیز ACF٠ ویژه

است. جازم ℵ١ تئوریِ ͷی ACF٠ که دهید نشان .٢

از یͺتا کلاسͬ n ∈ ω هر برای که باشد هم ارزی رابطه ی ͷی تئوریِ T کنید فرض :١٣٣ تمرین

بدانجا هفته این پایان تا درس اگر نیست. جازم ℵ١ تئوریِ ͷی T که دهید نشان دارد. n اندازه ی

است. پایدار ω یادشده تئوریِ که دهید نشان  (!) رسید
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مارکر: کتاب از زیر تمرینهای :١٣۴ تمرین

٢-۵-١٣ •

٢-۵-١۴ •

٢-۵-١۶ •

دوازدهم نوبت ٣ . ١١

:١٣۵ تمرین

تمرین̞ به (بنا است متناهͬ آن در تایپها)  n) تایپها تعداد باشد، جازم ℵ٠ تئوریِ ͷی T اگر .١

است). متناهͬ یادشده تئوریِ هنگ به فرمولها تعداد بنابراین ،١٠٨

ͷی جبریِ بستار آن،  از M مدلِ هر در آنگاه باشد، جازم ℵ٠ تئوریِ ͷی T اگر که دهید نشان .٢

زیر Aمجموعه ی ⊆M مجموعه ی جبری بستار از منظور است. متناهͬ متناهͬ، مجموعه ی

∪است:
ϕ(M,a),a∈Aمتناهͬ

ϕ(M,a)

مارکر. کتاب ۶-۶-٨ :١٣۶ تمرین

مارکر. کتاب ۶-۶-١٧ :١٣٧ تمرین

سیزدهم نوبت ٣ . ١٢

ACF٠ که دهید نشان :١٣٨ تمرین

کنید). پیدا رفت وبرگشتͬ (سامانه ای ͬ کند م حذف را سورها .١

تایپِ n هر با متناظر (یعنͬ چندجمله ای  هایند حلقه ی در اول ایده آلهای با تناظر در آن در تاپیها .٢

و یافت، Ip ∈ k[X١, . . . , Xn] اولِ ایده آلِ ͷی ͬ توان م ،k میدانِ ͷی برای p ∈ Sn(k)

برعکس.
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است. پایدار ω .٣

است. جازم ℵ١ ولͬ نیست جازم ℵ٠ .۴

آجرلو). خانم احتمال̞ͬ (پروژه ی است کرول بˀعدِ با معادل آن در مˀرلͬ مرتبه ی .۵

سترگ) مدلِ (در هرگاه است ترتیبی ویژگͬ دارای که گوییم را ϕ(x̄, ȳ) فرمولِ :١٣٩ تمرین

i < j ∈ ω هر برای که باشند موجود چنان (b̄i)i∈ω و (āi)i∈ω دنباله های

|= ϕ(āi, b̄j) اگروتنهااگر i < j.

دارای ϕ(x̄, ȳ) اگر یعنͬ است؛ تقارنͬ x, y به نسبت ترتیبی، ویژگͬ داشتن که دهید نشان .١

که موجودند چنان (āi), (b̄i) دنباله های آنگاه باشد ترتیبی ویژگͬ

|= ϕ(āi, b̄j) اگروتنهااگر j < i.

نیست. پایدار نظر مورد تئوریِ شود، پیدا ترتیبی ویژگͬ دارای فرمولͬ اگر که دهید نشان .٢

یافت ترتیبی ویژگͬ دارای فرمول ͷی نباشد، پایدار T اگر است: برقرار هم بالا مورد عکس .٣

ͬ شود. م

۶-١٨-١ نتیجه ی و ۶-١٧-١ قضیه ی گروهͬ (خواندن سترگ مدل با شدن آشنا :١۴٠ تمرین

تنت و زیͽلر). کتاب در
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۴ فصل

تمرینها برخͬ پاسخ و جانبی بحثهای

رفت وبرگشتͬ سامانه های

است. شده نوشته ٨۶ تمرین̞ پاسخ توضیح در است، آمده بخش این در آنچه

بودن کامل که آنجا عموماً ͬ شوند. م ظاهر بسیار مدل نظریه ی در رفت وبرگشتͬ سامانه های

کار به ͷنی سامانه ها این دهیم، نشان بخواهیم را تایپها برابری یا آنها، برای سور حذف تئوریها،

آورده ایم. مثال برای را این چنین سامانه های کاربردهای برخͬ زیر در ͬ آیند. م

که را f نگاشت .b̄ ∈ N و ā ∈ M گیریم باشند. L زبانِ در ساختار دو M,N کنید فرض

زیرساختارهای میان باشد ایزومرفیمسͬ هرگاه ͬ خوانیم، م جزئͬ ایزومرفیسم̧ ͷی ͬ برد، م b̄ به را ā

ͬ نویسیم م همچنین صورت، این در .N و M در ترتیب به b̄ و ā توسط˼ شده تولید

qftpM(ā) = qftpN(b̄),

است. سور بدون فرمولهای از متشͺل تایپِ qftp از منظور بالا، در که

دارای ،N Mو از زیرساختارهایی میان جزئͬ ایزومرفیسمهای برخͬ از متشͺل را، Γ مجموعه ی

(برگشت) بˀرد از و (رفت) دامنه از هم بتوان را f ∈ Γ هر هرگاه ͬ خوانیم، م رفت وبرگشتͬ ویژگ̞ͬ

هرگاه دیͽر بیان به گستراند؛

.a ∈ dom(g) که باشد موجود گونه ای Γبه در g′ ⊇ f عنصرِ a ∈M هر و f ∈ Γ هر برای •
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که باشد موجود گونه ای به Γ در g′ ⊇ f عنصرِ b ∈ N هر و f ∈ Γ هر برای •

.a ∈ range(g)

شروط نیازمند عموماً رفت وبرگشتͬ،  سامانه ی ͷی وجود امͺان دیͽر بیان به برگشت، و رفت امͺان

تایپها برابری موجب خود سامانه هایی، چنین وجود طرفͬ از تایپهاست. برابری و مدلها اشباعͬ

ͬ شود. م

میان ،Γ چون رفت وبرگشتͬ، سامانه ای و باشند شمارا ساختارِ دو N و M گیریم :١۶۶ مثال

.M ∼= N صورت این در باشد. موجود آنها از زیرساختارهایی

چنان f١ ∈ Γ ایزومرفیسم̧ که ͬ کنیم م توجه نخست .N = (ni)i∈ω و M = (mi)i∈ω گیریم

صورت، این در .f ∈ Γ کنید فرض .b٠ ∈ range(f١) و a٠ ∈ dom(f١) که است موجود

دامنه در را a٠ که است موجود g ⊇ f جزئ̞ͬ ایزومرفیسم̧ رفت وبرگشتͬ، سامانه ی تعریفِ به بنا

.f١ = h دهید قرار دارد. خود بˀرد در را b٠ که است موجود h ⊇ g جزئ̯ͬ ایزومرفیسم̧ و دارد،

در را a٠, . . . , an که است شده ساخته چنان fn+١ جزئ̞ͬ ایزومرفیسم̧ که کنید فرض بدین ترتیب،

و an+١ که ͬ یابیم م چنان را fn+٢ ⊇ fn+١ ذکرشده، روش به دارد. بˀرد در را b٠, . . . , bn و دامنه

fω =
∪
i∈ω fi : M → N که) کنید (تحقیق حال باشد. داشته برد و دامنه در ترتیب به را bn+١

است. N و M میان ایزومرفیسم ͷی

رو این از و نباشد، رفت وبرگشتͬ سامانه ی از عضوی شاید خود fω بالا، در که کنید توجه

تحت ساختارهای بودن باندازه اشباع داد. ادامه نیز fω+١ برای بالا روند بتوان که ندارد دلیلͬ

زیر در بدین، پرداختن از پیش کند. فراهم را برگشتͬ و رفت فراروند ادامه ی امͺان ͬ تواند م مطالعه،

است. مقدماتͬ بودن معادل ضامن حداقل برگشتͬ، و رفت سامانه های وجود که ͬ کنیم م مشاهده

میان ایزومرفیسمهای از رفت وبرگشتͬ سامانه ی ͷی Γ و باشند ساختار M,Nدو گیریم :١۶٧ مثال

.M ≡ N آنگاه زیرساختارهاشان.

با را این باشد. درست N در اگروتنهااگر است درست M در ϕ جمله ی هر که دهیم نشان باید

بدون فرمولͬ ϕ که آنجا را، گفته این درستͬ تحقیق داد. نشان ͬ توان م ϕ فرمول ساختِ روی استقراء

m ∈ M عنصرِ صورت این در .M |= ∃xϕ(x) کنید فرض ͬ گذارم. وام خواننده به است، سور

نگاشتِ ͷی دامنه ی در ͬ توان م را m تعریف، به بنا طرفͬ از .M |= ϕ(m) که است موجود چنان

.N |= ∃xϕ(x) یعنͬ N؛ |= ϕ(n) رو این از پنداشت. f ∈ Γ
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در را آن از مدل دو است کافͬ است، کامل T تئوریِ که کنیم ثابت بخواهیم هرگاه بنابراین

کنیم. برقرار برگشتͬ و رفت سامانه ی ͷی آنها میان و گرفته نظر

سامانه ای Γ و باشند هم اندازه و اشباع ــ κ ساختارِ دو M = (aβ), N = (bβ) گیریم :١۶٨ مثال

صعودی زنجیری {fβ}β<κ اگر زیرساختارهاشان. میان ایزومرفیسمهای از برگشتͬ و رفت باشد

،range(fβ) ⊇ b<β و dom(fβ) ⊇ a<β که گونه ای به ،Γ در موجود ایزومرفیسمهای از باشد

اجتماعگیری های از پس برگشت و رفت فراروندِ یعنͬ کرد؛ فرض Γ در هم را
∪
β fβ ͬ توان م آنگاه

است. ادامه دادن قابل نیز نامتناهͬ

نظر در را p(x) = qftp(aβ/a<β) تایپِ بیفزاییم.
∪
fβ دامنه ی به را aβ بخواهیم کنید فرض

.b |= fβ(p(x)) که است موجود چنان d ∈ N چون عنصری که ͬ کنیم م ادعا بͽیرید.

فرض ͬ شود. م Nبرآورده در یادشده تایپ از متناهͬ بخش هر که داد نشان باید منظور این برای

موجود f ∈ {fβ} چون نگاشتͬ که ͬ دانیم م باشد. p تایپ در سور بدون فرمولͬ ϕ(x, c<n) کنید

داریم رو این از ͬ شود؛ م واقع دامنه اش در c<n که است

|= ϕ(aβ, c<n)⇔ ϕ(g(aβ), g(c<n))

بردارد. در را aβ دامنه اش که است Γ در نگاشتͬ g ⊇ f بالا در که

گستراند. نیز بˀرد از ͬ توان م را
∪
fβ نگاشت که داد نشان ͬ توان م مشابه روشͬ به

موجود برگشتͬ و رفت سامانه ای میانشان و باشند هم اندازه اشباع̧ ساختارِ M,Nدو اگر :١۶٩ مثال

.M ∼= N آنگاه باشد،

تایپ، دو برابری که داد خواهیم بعدی مثال در است. پیشینش مثال از نتیجه ای واقع در بالا، مثال

مثالهای تفاوت باشد. بسته نیز اجتماع تحت که برگشتͬ و رفت سامانه ای وجود برای است دلیلͬ خود

است سامانه هایی از سخن جزئͬ، ایزومرفیسمهای جای به آنها، در که است این در قبل مثالهای با زیر

دیدیم. مثالها آن در که است همان بحثها منطق حال، هر به جزئͬ. مقدماتͬ نگاشتهای از

که باشند چنان a ∈ M, b ∈ N و باشند هم اندازه اشباع̧ مدل دو M,N کنید فرض :١٧٠ مثال

ͬ برد. م b به را a که است موجود N و M میان ایزومرفیسمͬ آنگاه .tpM(a) = tpN(b)

به را a که است موجود f جزئ̞ͬ ایزومرفیسم̧ بنابراین .qftpM(a) = qftpN(b) که کنید توجه

ادامه در که ایزومرفیسمهایی سایر و یادشده، ایزومرفیسم ،tp(a) = tp(b) که جا آن (از ͬ برد. م b

هدف، هستند). مقدماتͬ جزئ̞ͬ نشاندنهای واقع در افزود، خواهیم برگشتیمان و رفت سامانه ی به
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ͬ شود. م واقع مقدماتͬ) جزئ̞ͬ نشاندنهای (از رفت وبرگشتͬ سامانه ای در f که است این دادن نشان

نیز اجتماعگیری تحت یادشده سامانه ی ١۶٨ مثالِ بر بنا هم اندازه، و اشباعند مدلها که آنجا از آنگاه

شرایط که رسید ایزومرفیسمͬ به ͬ توان م مثال همان به توجه با و آن ͷکم با رو، این از و است بسته

باشد. داشته را مطلوب

تایپ (منظور را tpM(x/a) تایپ همتایپند، b و a که آنجا از .x ̸∈ dom(f) کنید فرض

عنصری N اشباع̞ͬ بر بنا و برآورد، N در متناهͬ طور به ͬ توان م (f نگاشتِ تحت است متناظرش

به مرحله هر در ͬ توان م را روند این .tpM(xa) = tpN(yb) که طوری به است، موجود y چون

است. موجود برگشتͬ و رفت سامانه ای یعنͬ داد؛ انجام رفت وبرگشتͬ صورت

بازنوشت: زیر صورت به ͬ توان م را بالا مثال

را a که باشد موجود اتومرفیسمͬ اگروتنهااگر tp(a/A) = tp(b/A) هیولا، مدل در :١٧١ مثال

ببرد. b به

نتیجه سور بدون تایپهای از کامل تایپهای که است این معادل سور حذف که دیدیم ٨۴ تمرین در

که: ͬ دهد م نتیجه آورده ایم، کنون تا که مثالهایی با گفته این آمیختن ͬ شوند. م

مدل دو میان a 7→ b جزئ̞ͬ ایزومرفیسم̧ هر اگروتنهااگر ͬ کند م حذف را سورها T تئوریِ :١٧٢ مثال

شود. واقع ایزمرفیسمها از رفت وبرگشتͬ سامانه ی ͷی در T از هم اندازه اشباع̧

بنابراین گستراند. N و M میان مقدماتͬ ایزومرفیسمͬ به ͬ توان م را یادشده نگاشت اثبات.

.tpM(a) = tpN(b)

بیاوریم، مدلها بودن اشباع یا و هیولا مدل از نامͬ بی آنکه تا کوشیده ایم زیر، پایانͬ مثال در

کنیم. ثابت مشابهͬ قضیه ی

.tpM(a/A) = tpM(b/A) باشیم داشته و دلخواه باشد ساختاری M کنید فرض :١٧٣ مثال

به f : N → N چون اتومرفیسمͬ همراه به است، موجود M از N مقدمات̞ͬ توسیع ͷی آنگاه

.f(a) = b که طوری

زنجیری از اجتماعͬ صورت به را N است، چنین این قضایای اثباتهای معمول که همانگونه اثبات.

ͬ توان م (علت: A = ∅ ͬ دهیم م قرار راحتͬ برای نیز، ساخت. خواهیم مدلها از مقدماتͬ و شمارا

افزود). زبان به را A
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است. جزئͬ ایزومرفیسم ͷی a٠ 7→f١ b نگاشت .a٠ = a که طوری به M = (ai)i<λ گیریم

قبل مشابه که کنید توجه درنظرگرفته را p(x) = tp(a١/a٠) تایپِ آن، دامنه ی به a١ افزودنِ برای

y ∈ N١ عنصرِ N١و ≻ N مقدمات̞ͬ توسیع̧ بنابراین ͬ شود. م برآورده متناهͬ طور Nبه در f١p(x)

که موجودند چنان

tpN١(yf(a٠)) = tpM(xa٠).

ساختن̞ برای دامنه، در a<α دربرگیرنده ی باشد نگاشتͬ fα : M → Nα(≻ M) اگر بدین ترتیب،

اردینالͬ α که حالتͬ در ͬ افزاییم. م fα دامنه ی به را aα یادشده شیوه ی به fα+١ : M → Nα+١

و M از N٠ =
∪
Nα مقدمات̞ͬ توسیع̧ به کار،  این با .fα =

∪
β<α fβ ͬ  دهیم م قرار است، حدی

نیز و ͬ پوشاند، م را M همه ی f دامنه ی که طوری به ͬ رسیم، م f٠ =
∪
fα : M → N٠ نگاشتِ

.f(a) = b

ذکرشده روش همان به بنابراین .tpN٠(a) = tpN٠(b) داریم .N٠ = (ni)i<γ دهید قرار

که کرد حاصل چنان f١ : N٠ → N١ نگاشتِ همراه به را N از N١ مقدمات̞ͬ توسیع ͬ توان م

و N از مقدماتͬ است توسیعͬ
∪
Ni حال باشد. N٠ شامل̞ دامنه اش و ببرد b به را a همچنان

b به را a که است اتومرفیسمͬ ͬ برد، م fi(x) به را x ∈ Ni هر که f :
∪
Ni →

∪
Ni نگاشتِ

ͬ برد. م
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٨۴ تمرین̞ پاسخ̧

که دهید نشان شود. نتیجه خود سورِ بدون بخش̞ از تایپی هر T تئوریِ در کنید فرض :١۴١ تمرین

ͬ شوند. م حذف سورها T در

نتایج از ،ϕ شده ی داده ی فرمول هر که داد نشان است کافͬ فلان تمرین̞ الفِ قسمتِ به بنا اثبات.

ͬ شود. م نتیجه ͬ دهم) م نشان Γ با اینجا در را آنها مجموعه ی (که T به نسبت خود سورِ بدون

چون مدلͬ آنگاه باشد، فرمولها از سازگار مجموعه ای Γ∪ T ∪ {¬ϕ(x)} اگر خلف، برهان به

چپِ سمت .Γ ∪ ¬ϕ(x) ∈ tpM(c) که ͬ شوند م یافت چنان c ∈ M چون عنصری و M |= T

است!): معرفͬ دست در راستش سمت (که بͽیرید نظر در را زیر دیاگرام

M N

⟨c⟩

OO

∼=
// ⟨d⟩

OO

در و N چون است موجود مدلͬ یعنͬ است، سازگار Diag(⟨ c⟩) ∪ T ∪ {ϕ(x)} که ͬ کنم م ادعا

توجه تصویر). (همانند qftpN(d) = qftpM(c) و N |= ϕ(d) که طوری به d چون عنصری آن

گرفته ام یعنͬ گرفته ام؛ آزاد متغیر را x نیز Diag(⟨c⟩) در کنید

Diag⟨c⟩ = {ϕ(x) ∈ qf(L)|M |= ϕ(c)}

که است حالͬ در این اما

qftpM(c) = qftpN(d)

¬ϕ ∈ tp(c) ϕو ∈ tp(d) که این (یعنͬ باشند برابر هم با d و cتایپهای باید فرض به بنا رو، این از و

است). تناقض

است. سازگار Diag(⟨c⟩) ∪ T ∪ {ϕ} ادعا:

ψ١, . . . , ψn ∈ فرمولهای بنابراین، .T ∪ Diag(⟨c⟩) ⊢ ¬ϕ(x) صورت، این غیر در

که موجودند چنان Diag(⟨c⟩)

T |=
∧

ψi(x)→ ¬ϕ(x)
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یعنͬ

T |= ϕ(x)→
∨
¬ψi(x);

متناقض ψi ∈ Diag(⟨c⟩) با این که ،c |=
∨
¬ψi(x) داریم پس .

∨
¬ψi(x) ∈ Γ یعنͬ این و

است.
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٨٨ تمرین̞ پاسخ ١ . ۴

تحت اگروتنهااگر است، عمومͬ سورهای با فرمولهایی با اصلبندی دارای T دهید نشان تمرین.

.M |= T آنگاه M ⊆ N و N |= T هرگاه یعنͬ باشد؛ بسته زیرساختارگیری

T∀ از منظور T؛ = T∀ که داد خواهیم نشان باشد، بسته زیرساختارگیری تحت T گیریم پاسخ.

نوشته شدنیند. سورعمومͬ با که است T نتایج همه ی مجموعه ی

نیز این از M؛ ⊆ N که است موجود چنان N |= T که ͬ دهیم م نشان .M |= T∀ کنید فرض

.M |= T که شد خواهد نتیجه سوال فرض به بنا

ϕ(m) ∈ Diag(M) هر برای است کافͬ آن برای و شود، ثابت T ∪Diag(M) سازگاریِ باید

باشد ناسازگار یادشده مجموعه ی اگر شود. ثابت T ∪ {ϕ(m)} سازگاری

T |= ¬ϕ(m)

داریم زبانͬ، است ثابتͬ m که آنجا از و

T |= ∀x ¬ϕ(x).

پس M؛ |= ∀x ¬ϕ(x) فرض به بنا رو این از و است، عمومͬ سورِ دارای تنها بالا، فرمول

.ϕ ∈ Diag(M) با است متناقض آخری این که ،M |= ¬ϕ(m)
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٩۶ تمرین̞ پاسخ ٢ . ۴

M ⊆ N |= هر برای هرگاه بخوانید وجودی بسته ی را T تئوریِ از M مدلِ :١۴٢ تمرین

M |= شود نتیجه N |= ∃ā ϕ(ā, m̄) از ،m̄ ∈ M و ϕ(x̄, ȳ) سورِ بدون فرمولِ هر و T

.∃ā ϕ(ā, m̄)

(تحقیق است. وجودی بسته ی مدلͬ دارای ∀∃ فرم به اصلبندیِ دارای تئوریِ هر دهید نشان

که طوری به است موجود N ⊇ M چون وجودی بسته ی مدلͬ آنگاه M |= T اگر که کنید

.|N | = |M |+ |L|+ ℵ٠

تمرین̞ به بنا که ͬ کنم م یادآوری نخست اثبات.

آن مدلهای از زنجیر هر اجتماع که است ∀∃ صورتِ به اصلبندیِ دارای اگر تنها و تنها T تئوریِ

شود. آن از مدلͬ

که است موجود Mچنان ⊆M١ چون مدلͬ که داد خواهم نشان نخست .M |= T کنید فرض

N |= ∃x̄ ϕ(x̄, m̄) Nو ⊇M١ اگر که معنͬ بدین است؛ وجودی بسته ی فرمولها Mــ به نسبت

.M١ |= ∃x̄ ϕ(x̄, m̄) آنگاه m̄ ∈M و

گرفته نظر mدر ∈M آن در که ∃x ϕ(x,m) فرم̧ به فرمولهای تمام̧ از را {ϕα}α<κ شمارش̞

ͬ دهیم م قرار آورد. خواهیم حاصل κ طول به مدلها از زنجیری از زیر، شرح به را نظر مورد مدل

ͬ کنیم: م مراجعه ϕα فرمولِ ١+Nαبه ساختِ برای باشد، شده Nαساخته مدل که هرگاه .N٠ =M

ͬ دهیم م قرار وگرنه ͬ گیریم، م توسیع همان را Nα+١ باشد، برقرار Nα از توسیعͬ در فرمول این اگر

Nκ که کنید تحقیق .Nβ =
∪
α<β Nα ͬ دهیم م قرار β حدیِ اردینالِ هر برای نیز .Nα+١ = Nα

.M١ = Nκ دهید قرار و داراست، را انتظار مورد ویژگͬ

از ͬ رسیم م ω طولِ از زنجیری به بدین ترتیب و ͬ کنیم م تکرار M١ از شروع با را کار همین

بسته ی Mi−١ در پارامتر با وجودی ِ فرمولهای به نسبت Mi هر که ویژگͬ این با Mi چون مدلهایی

وجودی. بسته ی است مدلͬ اینها همه ی اجتماع̧ باشد. وجودی
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٩٨ تمرین̞ پاسخ اول، مدل وجود

حذف قضیه ی از استفاده با را آن زیر در کردیم. ارائه زیر قضیه ی برای ͷتوپولوژی اثباتͬ جزوه، در

کرده ایم. ثابت تایپها

است. اول مدل دارای T آنگاه باشند، چͽال ایزوله تایپهای T در اگر :١٧۴ گزاره

ͷاتمی T از مدلͬ هیچ گیریم است. ͷاتمی مدلͬ وجود معادل اول مدل وجود که دیدیم اثبات.

یعنͬ نباشد؛

∀M |= T ∃a ∈M است غیرایزوله tp(a)

صدق کند ایزوله تایپی که فرمولͬ هیچ در a» که است این معادل است» غیرایزوله tp(a)» عبارتِ

ͬ کند: م برآورده را فرمولها از زیر مجموعه ی a دیͽر، بیان به ͬ کند»، نم

π(x) = {¬ϕ(x)|کاملϕ}.

باشد. ایزوله باید تایپ، حذف قضیه ی به بنا پس ͬ شود. نم حذف T در π(x) گفتیم که همانگونه نیز

است. چͽال) تایپهای بودن (ایزوله گزاره فرض برای معادلͬ بیان تایپ، این بودن غیرایزوله طرفͬ از

کرده ایم. ثابت را گفته این زیر در

به تایپ ͷی فرمول این که آنجا از آنگاه باشد، کامل فرمول ͷی ϕ اگر که کنید توجه نخست

ϕ∪ψ اگر ψ فرمولِ هر برای یعنͬ .ϕ ⊢ ¬ψ یا ϕ ⊢ ψ یا داریم: ψ فرمولِ هر برای ͬ دهد، م دست

.ϕ ⊢ ψ آنگاه باشد، سازگار

فرمولͬ ψ فرمولِ هر برای یعنͬ نکند. ایزوله را آن فرمولͬ هیچ که این یعنͬ π بودنِ ایزوله غیر

که طوری به باشد موجود ϕ ∈ π مانند

ψ ̸⊢ ϕ.

است معلوم ϕ ∈ π که آنجا از طرفͬ از است. سازگار ¬ϕ با ψ که ͬ شود م نتیجه ψ ̸⊢ ϕ عبارتِ از

قبل، بند دو به بنا پس است. کامل ¬ϕ که

¬ϕ ⊢ ψ.

است تایپی شامل [ψ] که طوری به ͬ شود م یافت ¬ϕ کامل̞ فرمول ψ داده شده ی فرمولِ هر برای یعنͬ

چͽالند. ایزوله تایپهای یعنͬ ͬ کند؛ م ایزوله را آن ¬ϕ که
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نقض مثال

ولͬ بنشیند دیͽری در مقدماتͬ طور به ͷی هر که دارند وجود M,N ساختارِ دو آیا :١٧۵ مثال

نباشند؟ ایزومرف هم با ایندو

چنینند: زیر ساختار دو بله؛ اثبات.

Q R Q . . .

R Q R . . .
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۵ فصل

پروژه ها

بیان به را آن فراگیرد، دقیق است شده نهاده وی عهده ی بر که را اثباتͬ دانشجو که است آن مطلوب

دستیار رایانامه) طریق (از قبلͬ وقت گرفتن با کند. ارائه کلاس در و بازنویسͬ فارسͬ) به (و خود

بود. خواهد دسترس در وی اشͺالات رفع و دانشجو راهنمایی برای همواره درس

ارزیابی): (میدانهای ١ پروژه 

ارزیابی میدانهای جبر با شدن آشنا .١

را. جبری بسته ی ارزیابی میدانهای برای سور حذف رابینسون اصلͬ اثبات خواندن .٢

رفت وبرگشتͬ. سامانه های از استفاده با اثبات بازنویسͬ .٣

کلاس. در اثبات دقیق ارائه ی .۴

فراسه): (ساختمانهای ٢ پروژه 

تنت وزیͽلر و هاجز کتابهای در فراسه حد مطالعه ی .١

آندو. با متفاوت و خود بیان به اثباتͬ بازنویسͬ .٢

کلاس. در اثبات دقیق ارائه ی .٣

شلاه): و کیسلر (قضیه ی ٣ پروژه 
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کیسلر و چنگ کتاب در آن اثبات و قضیه مطالعه ی .١

خود. بیان به قضیه برای اثباتͬ نوشتن .٢

کلاس. در اثبات دقیق ارائه ی .٣

هرینگتون): و پاریس (قضیه ی ۴ پروژه 

مارکر کتاب در آن اثبات و قضیه مطالعه ی .١

خود. بیان به قضیه برای اثباتͬ نوشتن .٢

کلاس. در اثبات دقیق ارائه ی .٣
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