
دوشنبه هشتم، جلسه ی ١

ͬ گوییم م وقتͬ ١ است. عضو ٢n دارای p(A) آنگاه باشد، عضو n دارای A مجموعه ی اگر که کردیم ثابت قبل جلسه ی در

مجموعه ی با ͷی به ͷی تناظر در یعنͬ دارد عضو n مجموعه ͷی

n = {٠, ١, . . . , n− ١}

مجموعه ی مثلا́ است.

,حسن} {حسین,علͬ

کرد: متناظر ٣ با را حسین و ٢ با را علͬ و ١ با را حسن ͬ توان م زیرا است، عضو سه دارای

٣ = {٠, ١, ٢}

طبیعͬ اعداد مجموعه ی

N = {٠, ١, ٢, . . .}

که: دید خواهیم و داد خواهیم توضیح دقیق را مفاهیم این آینده بخش های در است. عضو ℵ٠ دارای

|N| = ℵ٠

|Q| = ℵ٠

|R| = ٢ℵ٠

مجموعه دو اجتماع ١ . ١

که طوری به است موجود C مجموعه ی ͷی آنگاه باشند. مجموعه دو B و A کنید فرض

∀x (x ∈ C ↔ x ∈ A ∨ x ∈ B)

ͬ دهیم. م نشان A ∪B با را آن خوانده A,B مجموعه ی دو اجتماع را C مجموعه ی

جفت سازی اصل بنابه باشند. مجموعه دو B و A کنید فرض اثبات.

D = {A,B}

مجموعه اند: A,B که آنجا از جفت سازی اصل به بنا بهتر بیان به است، مجموعه ͷی

∃D ∀x (x ∈ D ↔ x ∈ A ∨ x ∈ B)

اجتماع، اصل به بنا حال

∃E ∀x (x ∈ E ↔ ∃y ∈ D x ∈ y)

١Power set of A

١



پس

∀x (x ∈ E ↔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)

است. A ∪B همان بالا در E مجموعه ی

است: مجموعه ͷی تصریح اصل بر بنا زیر، عبارت باشند. مجموعه دو B و A کنید فرض

{x ∈ A|x ∈ B}

ͬ دهیم. م نشان A ∩B با را بالا مجموعه ی

که دهید نشان .A,B ⊆ X و باشند مجموعه A,B,X کنید فرض .١ قضیه

A ∪ ∅ = A .١

A ∩X = A .٢

A ∪ A = A .٣

A ∩ A = A .۴

A ∪B = B ∪ A .۵

A ∩B = B ∩ A .۶

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) .٧

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) .٨

که کنیم ثابت باید A ∩X = A که دهیم نشان که این برای گسترش، اصل به بنا دوم: مورد اثبات.

∀x (x ∈ A ∩X ↔ x ∈ A)

دهیم: نشان باید بͽیرید. نظر در را x٠ دلخواه مجموعه ی

x٠ ∈ A ∩X ↔ x٠ ∈ A

داریم: اشتراک تعریف طبق

x٠ ∈ A ∩X ↔ (x٠ ∈ A) ∧ (x٠ ∈ X)

که دهیم نشان است کافͬ پس

(x٠ ∈ A) ∧ (x٠ ∈ X) ↔ x٠ ∈ A.

که ͬ دانیم م

p ∧ q → p

٢



داریم: پس

(x٠ ∈ A) ∧ (x٠ ∈ X) → x٠ ∈ A

داریم A ⊆ X که آنجا از همچنین

x٠ ∈ A → x٠ ∈ X

است: تاتولوژی زیر عبارت

(p → q) →
(
p → (p ∧ q)

)
پس

x٠ ∈ A → (x٠ ∈ A) ∧ (x٠ ∈ X)

که دهید نشان .٢ تمرین

A ⊆ B ⇐⇒ A ∪B = B .١

A ⊆ B ⇐⇒ A ∩B = A .٢

A ⊆ C,B ⊆ C ⇒ A ∪B ⊆ C .٣

(A ∩B) ∪ C = A ∩ (B ∪ C) ⇐⇒ C ⊆ A .۴

A ∪B = A ∩B ⇐⇒ A = B .۵

A ⊆ B ⇒ P (A) ⊆ P (B) .۶

است؟ درست زیر عبارت آیا .٣ سوال

A ∪B = A ∪ C ⇒ B = C

نقض. مثال پاسخ.

A = {١, ٢, ٣}

B = {٢}

C = {٣}

داریم

A ∪B = A ∪ C ∧ ¬B = C

که دهید نشان استقراء از استفاده با باشند. مجموعه A,B١, . . . , Bn کنید فرض .۴ تمرین

A ∩ (B١ ∪ . . . ∪Bn) = (A ∩B١) ∪ . . . ∪ (A ∩Bn)

و

A ∪ (B١ ∩ . . . ∩Bn) = (A ∪B١) ∩ . . . ∩ (A ∪Bn)

٣



تفاضل ١ . ٢

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به و ͬ شود م داده نشان A−B با را آنها نسبی باشند، تفاضل مجموعه دو B و A اگر

A−B = {x ∈ A|x ̸∈ B}

آنند. زیرمجموعه ی مجموعه ها همه ی که دارد وجود مرجع مجموعه ی نام به مجموعه ای که خوانده اید دبیرستان در احتمالا˟

ندارد. وجود مجموعه ها همه ی مجموعه ی که کردیم ثابت قبل جلسات در ͬ کنیم. م بررسͬ را گفته این درستͬ زیر در

باشند؟ آن مجموعه ی زیر مجموعه ها، همه ی که دارد وجود مجموعه ای آیا .۵ سوال

ͷی نیز
∪

C اجتماع، اصل به بنا بنابراین آنند. زیرمجموعه  ی مجموعه ها همه ی که باشد مجموعه ای C کنید فرض پاسخ.

مجموعه ها همه ی مجموعه ی زیرا است، تناقض این و مجموعه هاست،  همه ی شامل
∪

C که ͬ کنیم م ادعا است. مجموعه

ندارد. وجود

D ∈ C که دهیم نشان باید ادعا این اثبات برای .A ∈
∪

C که ͬ کنیم م ادعا باشد. دلخواه مجموعه ی ͷی A ͬ کنیم م فرض

ͬ کنیم م ادعا A ∈ {A} و است مجموعه ͷی زوج سازی اصل به بنا {A} که دانیم مͬ .A ∈ D که طوری به است، موجود

داریم C درباره ی فرضمان به بنا است. مجموعه ͷی نیز {{A}} که ͬ دانیم م .{A} ∈ C که

{{A}} ⊆ C

پس

{A} ∈ C.

نیست. درست آنند زیرمجموعه ی مجموعه ها همه ی که دارد وجود مرجع مجموعه ا ی که دبیرستانͬ ادعˁای این بنابراین

از (کم!) تعداد هر اجتماع که ͬ دانیم م کنیم؟ برطرف چͽونه را ͬ بزرگ» «به اندازه ی کاف مجموعه ی ͷی داشتن به نیاز اما

درس ادامه ی این که مجموعه هایی همه ی که باشد مجموعه ͷی U که ͬ کنیم م فرض است. مجموعه  ͷی مجموعه،

در که بͽیریم مجموعه هائͬ همه ی اجتماع را U است کافͬ باشند. آن مجموعه ی زیر کرد، خواهیم صحبت آنها درباره ی

بنامیم. مرجع مجموعه ی را U بیابید پس است. شده اشاره بدانها جزوه این

کنید: تعریف A مجموعه  هر برای .۶ تعریف

Ac = U − A

که دهید نشان .٧ تمرین

A−B = A ∩Bc

(Ac)c = A .١ .٨ قضیه

∅c = U .٢

U c = ∅ .٣

۴



A ∩ Ac = ∅ .۴

A ∪ Ac = U .۵

A ⊆ B ⇐⇒ Bc ⊆ Ac .۶

(A ∪B)c = Ac ∩Bc .٧

(A ∩B)c = Ac ∪Bc .٨

داریم: C و B ، A مجموعه ی هر برای که دهید نشان .٩ مثال

A ∩ (B − C) = (A ∩B)− (A ∩ C)

دهیم: نشان است کافͬ گسترش، اصل به بنا پاسخ.

..١ A ∩ (B − C) ⊆ (A ∩B)− (A ∩ C)

و
..٢ (A ∩B)− (A ∩ C) ⊆ A ∩ (B − C)

که دهیم نشان باید ..٢ و ..١ موارد اثبات برای اثبات.

∀x x ∈ A ∩ (B − C) ↔ x ∈ (A ∩B)− (A ∩ C)

باشد. دلخواه مجموعه ی ͷی x کنید فرض

x ∈ A ∩ (B − C) ⇐⇒ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B − C) ⇐⇒

(x ∈ A) ∧ (x ∈ B ∧ x ̸∈ C) ⇐⇒

(x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∧ x ̸∈ C) ⇐⇒

x ∈ (A ∩B) ∧ (x ̸∈ A ∩ C) ⇐⇒

x ∈ (A ∩B)− (A ∩ C)

که دهید نشان .١٠ تمرین

(A−B) ∪ (B − A) = (A ∪B)− (A ∩B)

ͬ کنیم م تعریف

A⊕B = (A−B) ∪ (B − A)

۵



موارد یعنͬ است؛ آبلͬ گروه ͷی (X,⊕) که دهید نشان .X = P (A) و باشد مجموعه ͷی A که کنید فرض .١١ تمرین

دهید: نشان را زیر

∀A,B ∈ X A⊕B ∈ X .١

∀A,B ∈ X A⊕B = B ⊕ A .٢

∀A,B,C ∈ X A⊕ (B ⊕ C) = (A⊕B)⊕ C .٣

∀A A⊕ ∅ = A .۴

∀A A⊕ A = ∅ .۵

که این بالا در چند هر دارد. اعداد جمع شبیه ͬ هائͬ ویژگ ⊕ که داده اید نشان بالا تمرین در واقع در

A⊕ A = ∅

نیست! سازگار اعداد جمع به نسبت ما درک با

کنید: ثابت را زیر موارد .١٢ تمرین

A−B = A− (A ∩B) .١

A ∩B = ∅ ⇔ A ⊆ Bc .٢

.A−B = Bc − Ac .٣

(A−B) ∪B = A ⇔ B ⊆ A .۴

(A− C) ∪ (B − C) = (A ∪B)− C .۵

.(A− C) ∩ (B − C) = (A ∩B)− C .۶

(A−B)− C = (A− C)− (B − C) .٧

(A−B)− C = A− (B ∪ C) .٨

P (A) ∩ P (B) = P (A ∩B) .٩

P (A) ∪ P (B) = P (A ∪B) .١٠

.A = C −B آنگاه A ⊆ C,B ⊆ C,A ∪B = C,A ∩B = ∅ اگر .١١

۶



مجموعه ها خانواده های ١ . ٣

خانواده ی ͷی ، را زیر عبارت بͽیرید. نظر در Aγ مجموعه ی ͷی γ ∈ Γ هر برای باشد. مجموعه ͷی Γ کنید فرض

ͬ خوانیم: م مجموعه ها از اندیس دار

{Aγ|γ ∈ Γ} = {Aγ}γ∈Γ

ͬ شود. م استفاده مجموعه جای به خانواده کلمه ی از زیر موارد در ریاضیات در معمولا˟

مجموعه ها همه ی خانواده ی نباشد: مجموعه نظر، مورد خانواده ی .١

ͬ شود. م استفاده «کلاس» کلمه ی از است بهتر مورد این در البته

زیر: خانواده ی مانند .Aγ = Aγ′ باشند: تکراری نظر مورد خانواده ی در اعضا از برخͬ .٢

A = {a, a, a, a}

درباره ی که مجموعه هائͬ همه ی که ͬ دانیم م زیرا کرده ایم، استفاده خانواده کلمه ی از بالا در دوم علت به ما درس، این در

هستند. U مرجع مجموعه ی زیرمجموعه ی ͬ کنیم م صحبت آنها

ͬ کنیم: م تعریف باشد. مجموعه ها از خانواده ای F = {Aγ}γ∈Γ کنید ∪فرض
F =

∪
γ∈Γ

Aγ = {x ∈ U |∃γ ∈ Γ x ∈ Aγ}

∩
F =

∩
γ∈Γ

Aγ = {x ∈ U |∀γ ∈ Γ x ∈ Aγ}

دهید قرار .١٣ مثال

Γ = {٠, ١, ٢, ٣}

است. شده اندیس گذاری Γ توسط که زده ایم مثال متناهͬ خانواده ی ͷی زیر در

F = {A٠, A١, A٢, A٣}

∪داریم:
F = A٠ ∪ A١ ∪ A٢ ∪ A٣∩
F = A٠ ∩ A١ ∩ A٢ ∩ A٣

بیابید. را آن اشتراک و اجتماع و کنید گذاری اندیس را زیر در F خانواده ی .١۴ تمرین

{١}, {٢, ٣}, {٣, ۴, ۵}, {۴, ۵, ۶, ٧}, . . .

٧
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