
دوشنبه هشتم، و بیست جلسه ی ١

آنگاه باشد دلخواه مجموعه ی ͷی A اگر اصل این به بنا که گفتیم کردیم. صحبت خوشترتیبی اصل درباره ی قبل جلسه ی در

باشد. خوشترتیب (A,⩽A) که طوری به کرد تعریف A روی ⩽A ترتیبی رابطه ی ͷی ͬ توان م

از زیر دنباله ی مانند ͬ ای نامتناه نزول̞ͬ دنباله ی هیچ اگر تنها و اگر است ترتیب خوش (A,⩽) ساختار که دهید نشان .١ تمرین

نشود. یافت A اعضای

a١ ⩾A a٢ ⩾A a٣ ⩾A . . .

مبحثِ وارد ندارم قصد است. اُردینالها نام به مجموعه ها، نظریه ی در دیͽری مهم مقوله ی مقدمه ی خوشترتیبی اصل

ترم در مجموعه ها نظریه ی و منطق درس در را آنها عمیقتر معرفͬ به ͬ دهم. م آنها درباره ی چند توضیحͬ ولͬ شوم، اردینالها

پرداخت. خواهم آینده

(A,⩽A) اگر باشد. خوشترتیب ترتیب آن با که کرد فرض ترتیبی دارای ͬ توان م را مجموعه ای هر خوشترتیبی اصل بنا که گفتیم

است. A از آغازین بخشͬ B یا است B از آغازین بخشͬ A قضیه ای)یا به (بنا آنگاه باشند ترتیب خوش (B,⩽B) و

است: زیر عبارت است، B آغازین̞ بخش A که این از منظور

∃y ∈ B A = {x|x ⩽ y}

ͬ شوند، م حاصل طریق این از که اعدادی به شدن اند. مرتب قابل هم سر پشت اعداد مانند همه خوشترتیب مجموعه های پس

نوشته ام. زیر در را اردینالها از برخͬ ͬ شود. م گفته اردینالها یا ترتیبی، اعداد

٠, ١, ٢, . . . , ω, ω + ١, ω+ ٢, . . . , ω + ω, ω+ ω+ ω, . . . , ω.ω, ω.ω+ ١, . . . , ω.ω+ ω, . . . , ω٣, . . . , ωω, . . .

برابر همه کاردینالͬ لحاظ از آن، از بعد دیͽر اردینالهای بسیاری و ω, ω + ١, ω + ٢, . . . , ω + ω اردینالهای که کنید دقت

میان به ترتیب پای وقتͬ اما هستند. ℵ٠ با هم اندازه  همه، نشود، گرفته نظر در آنها روی ترتیب اگر دیͽر بیان به هستند. ℵ٠ با

حساب نیست. برابر ω با اردینالͬ لحاظ از ω+١ پس است؛ بزرگتر ω عناصرِ همه ی از که است عنصری دارای ω+١ ͬ آید، م

کاردینالها برای که آنهائͬ با اعمال، این و ͬ شود م تعریف توان و ضرب و جمع هم آنها روی دارد: را خود مفصل داستان اردینالها

کرده ام. ارائه اردینالها برای دقیقتری تعریف زیر، در متفاوتند. کاملا́ کردیم تعریف

گاه هر یͺسانند) ترتیبی̞ نوع دارای (یا هستند یͺسان اُردینال ͷی Y و X ͬ گوییم م باشند مجموعه دو Y و X اگر .٢ تعریف

∃
پوشا و ͷی به ͷی

↑
f : (X,⩽X) → (Y,⩽Y )

که طوری به

∀x, x′ ∈ X
(
x ⩽X x′ → f(x) ⩽Y f(x′)

)
١



یͺسان اعضا ترتیب هم و باشند برابر آنها اعضای تعداد هم یعنͬ هستند، یͺسان ترتیبی نوع دارای مجموعه دو که این پس

درباره ی این از بیش ͬ نامیم. م اُردینال ͷی را بالا رابطه ی کلاس هر که ͬ دهد م دست به هم ارزی رابطه ی ͷی بالا تعریف باشد.

پرداخت. خواهم طبیعͬ اعداد بررسͬ به درس، این بخش آخرین عنوان به و ͬ گویم نم سخن اردینالها

طبیعͬ اعداد ١ . ١

امͺان درباره ی گاهͬ آ و آنها سرمنشأ دانستن ریاضیدان، برای اما فهمند. قابل ریاضͬ، از سطحͬ هر در افراد برای طبیعͬ اعداد

اعداد از شروع با همه حقیقͬ اعداد و گویا اعداد و صحیح اعداد مانند اعداد، مجموعه  های سایر است. ضروری آنها اصل بندی

شاخه ای موضوع طبیعͬ همچنین اعداد است. لازم حساب برای طبیعͬ اعداد از دانشمان استحͺام پس ͬ شوند. م تعریف طبیعͬ

هستند. اعداد» «نظریه ی نام به ریاضیات از

ادامه در که صورتͬ به مجموعه ها نظریه ی اصول طریق از گفتیم، درس ابتدای در آنچه همانند طبیعͬ، اعداد مجموعه ی

است: زیر صورت به استقرایی مجموعه ی وجود اصل که ͬ کنم م یادآوری ͬ شود. م تعریف گفته ایم

∃A (∅ ∈ A ∧ ∀x ∈ A x ∪ {x} ∈ A)

است. موجود استقرایی مجموعه ی ͷی حداقل اصل این به بنا پس ͬ نامند. م نیز نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل را بالا اصل

است: زیر عناصر شامل حداقل بالا، اصل به بنا مجموعه، این

∅

∅ ∪ {∅}

∅ ∪ {∅} ∪ {∅ ∪ {∅}}

∅ ∪ {∅} ∪ {∅ ∪ {∅}} ∪ {∅ ∪ {∅} ∪ {∅ ∪ {∅}}}

. . .

دارد. تعلق استقرائͬ مجموعه های همه ی به که است (عنصری) مجموعه ای طبیعͬ عدد ͷی از منظور .٣ تعریف

ͬ دهیم.) م نشان N با را آن که ) است. مجموعه ͷی طبیعͬ، اعداد همه ی گردایه ی .۴ لم

B کنید فرض است. تعریف قابل مجموعه ها نظریه ی اصول از استفاده با طبیعͬ اعداد مجموعه ی که دهیم نشان باید اثبات.

را طبیعͬ اعداد دارد. گردایه ی وجود استقرائͬ مجموعه ی وجود اصل به بنا مجموعه ای چنین باشد. استقرائͬ مجموعه ی ͷی

نوشت. زیر صورت به ͬ توان م

N = {x ∈ B|∀A ( استقرائͬ A︸ ︷︷ ︸
∅∈A∧∀t∈A t∪{t}∈A

→ x ∈ A)}

٢



مجموعه ͷی است، شده تعریف بالا در آنچه پس است. شده استفاده اول مرتبه ی منطق و تصریح اصل از بالا تعریف در

است.

که گفته ایم واقع در بالا در

N =
∩

Aاستقرائͬ

A

است. استقرائͬ مجموعه ای خود˂ N که دهید نشان .۵ تمرین

و است استقرائͯ هم زیرا است. استقرائͬ مجموعه ی کوچͺترین واقع در N گفتیم، آن از پیش آنچه و بالا تمرین به بنا

است: زیر مجموعه ی N پس است. استقرائͬ مجموعه های تمام زیرمجموعه ی هم

N = {
٠
∅,

١
∅ ∪ {∅},

٢
∅ ∪ {∅} ∪ {∅ ∪ {∅}}︸ ︷︷ ︸

A

, A ∪ {A}}, . . .

ͷی فقط طبیعͬ اعداد که ͬ دانیم م اما دهیم. نشان طبیعͬ آشنای اعداد همان صورت به ͬ توانیم م را بالا مجموعه ی اعضای

داده ام. توضیح را اصلͬ اعمال تعریف روش زیر در کرد. ضرب و جمع هم با ͬ توان م را آنها نیستند. ص˼رف مجموعه ی

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به تالͬ) (تابع S تابع N روی .۶ تعریف

S : N → N

S(x) = x ∪ {x}

ͬ دهد: م انجام را زیر عمل که است تابعͬ همان تالͬ، تابع دیͽر، بیان به

x 7→ x+ ١

آنگاه S(x) ∈ B باشیم داشته x ∈ B هر برای و ٠ ∈ B و B ⊆ N کنید فرض (استقراء). ٧ قضیه

B = N

.B = NپسB ⊆ N طرفͬ از .N =
∩

Aاستقرائͬ
A ⊆ B پس است. استقرائͬ مجموعه ی ͷیB بالا، شرایط به بنا اثبات.

ͬ کنیم. م تعریف طبیعͬ اعداد روی را ضرب و استقراء جمع از استفاده با حال

طبیعͬ) اعداد جمع ) .١ .٨ تعریف

ͬ کنیم م تعریف باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنید فرض

n+ ١ = S(n)

ͬ کنیم: م تعریف باشد. شده تعریف n+m کنید فرض

n+ (m+ ١) = (n+m) + ١ = S(n+m)

٣



ͬ کنیم: م تعریف باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنید فرض طبیعͬ) اعداد ضرب ) .٢

n× ٠ = ٠

ͬ کنیم: م تعریف باشد. شده تعریف m× n کنید فرض

n× (m+ ١) := n×m+ n

طبیعͬ) اعداد ترتیب ) .٣

x ⩽ y ⇐⇒ ∃z y = x+ z

برای اولیه اصول از مجموعه ای ͬ توان م آیا است. شده ثابت طبیعͬ اعداد درباره ی بی شماری قضایای اعداد نظریه ی در

داشته ذهن در درس ادامه ی در را بالا سوال شوند؟ نتیجه یادشده اصول از قضایا آن همه ی که طوری به نوشت، طبیعͬ اعداد

باشید.

پئانو اصول ١ . ٢

ͷی SX : X → X باشد، مجموعه  ͷی X هرگاه ͬ نامیم م پئانو حساب برای مدل ͷی را (X, a, SX) سه تایی .٩ تعریف

کند. صدق زیر اصول در (X, a, SX) و باشد X در مشخص عنصر ͷی a و باشد تابع

∀x ∈ X SX(x) ̸= a .١

∀x, y ∈ X x ̸= y SX(x) ̸= SX(y) .٢

(استقراء) ∀A ⊆ X (a ∈ A ∧ ∀x ∈ A SX(x) ∈ A → A = X) .٣

ͬ کند. م صدق بالا اصول تمام در زیرا است پئانو حساب برای مدلͬ (N, ٠, S) سه تائ̞ͬ گفتیم، قبل قسمت در آنچه به بنا

دارد؟ طبیعͬ اعداد از غیر دیͽری مدل پئانو حساب آیا ͬ دهد؟ م دست به را طبیعͬ اعداد مجموعه ی دقیقاً پئانو، حساب آیا

است. پئانو حساب مدل تنها (N, ٠, S) ایزومرفیسم) گرفتن نظر در (با .١٠ قضیه

با را زیر تابع باشد. دیͽری مدل (X, a, SX) کنید فرض است. پئانو حساب برای مدل ͷی (N, ٠, S) که ͬ دانیم م اثبات.

ͬ کنیم: م تعریف X به N از استقراء  از استفاده

f : N → X

f(٠) = a

ͬ کنیم: م تعریف باشد. شده تعریف f(n) کنید فرض

f(n+ ١) = SX

(
f(n)

)
پوشاست. f تابع ادعا:

داریم: .B ⊆ X پس باشد. f تابع̧ بˀرد B کنید فرض ادعا: اثبات

۴



f(٠) = a ∈ B .١

آنگاه t = f(x) ∈ B اگر .٢

SX(t) = f(x+ ١) ∈ B

بنابراین ͬ کند. م صدق پئانو سوم اصل شرط در B و B ⊆ X پس

B = X

است. ͷی به ͷی f دوم. ادعای

و n = Sn(٠),m = Sm(٠) آنگاه m ≨ n و n,m ∈ N کنید فرض ادعا: اثبات

f(m) = Sm
X (a) و f(n) = Sn

X(a)

که دهید نشان .١١ تمرین

Sm
X (a) ̸= Sn

X(a)

S(٠) S(٠)٢ . . .

N ٠ ١ ٢

↓ ↓ ↓

X a SX(a) S٢
X(a) . . .

(یعنͬ است. (N, ٠, S) آن و دارد وجود پئانو حساب برای مدل ͷی تنها بنابراین پوشا. هم و است ͷی به ͷی هم بالا تابع پس

است) مدل همین از ک͒پی ͬͺی باشد، داشته وجود که دیͽری مدل هر

نوشته  اول مرتبه ی زبان در پئانو اصول اما است. اصلبندی دارای طبیعͬ اعداد باشد: کرده خوشحالتان بالا اتفاق شاید

نیست. مجاز اول مرتبه ی منطق در کار این که است شده زده سور طبیعͬ اعداد زیرمجموعه های روی سوم اصل در نشده اند.

منطق در طبیعͬ اعداد برای اصول از مجموعه ای ͬ  شود م آیا که بدانیم که است مهم اول) مرتبه ی منطق مهم ویژگیهای به (بنا

این پاسخ پس̞ از شود؟ نتیجه آنها از اول مرتبه ی منطق در طبیعͬ اعداد درباره ی قضیه ای هر که طوری به نوشت، اول مرتبه ی

هر که است کرده ثابت گودل است، ریاضیدانان طبیعͬ انتظار آنچه خلاف بر است. برآمده آلمانͬ منطقدانِ ١ «گودل» سوال،

همواره یعنͬ ͬ آید؛  برنم طبیعͬ اعداد حقایق همه ی اثبات پس از شود، نوشته طبیعͬ اعداد برای که اصول از (شمارا) مجموعه ی

گودل ناتمامیت قضیه ی مهم، قضیه ی این رʿد. نه و ͬ شود م ثابت نه اصول، این با که ͬ شود م پیدا طبیعͬ اعداد درباره ی قضیه ای

دارد. نام

که بود مطمئن و کرد اصلبندی کامل طور به را ریاضیات ͬ شود باشد: نم ناراحت کننده برایتان شاید گودل ناتمامیت قضیه ی

نه، یا باشد تناقض حاوی علم) رو این از (و ریاضیات که نیست معلوم حتͬ واقع در ͬ شوند. م نتیجه خاصͬ اصول از همه چیز

اصول (مثلا ریاضیات برای اصول از مجموعه ای اگر حال، عین در نیست. اثبات قابل نیز تناقضات از ریاضیات بودن خالͬ و

این درستند. داریم که اثباتهائͬ پس است. درست ͬ کنیم م اثبات اصول این با که چه هر آنگاه بͽیریم، نظر در فرانکل) زرملو

است. گودل تمامیت و درستͬ قضیه ی از نتیجه ای
١Gödel

۵



نتیجه گیری ١ . ٣

نظریه ی و منطق است. واقع قسمت پائینترین در ریاضیات مبانͬ علوم، ه˼رʿم̧ در شدیم. آشنا ریاضیات مبانͬ با ترم، این طͬ در

آنالیز، هندسه، جبر، ماند محض، ریاضͬ شاخه های سایر است. شده بنا آنها پایه ی بر محض ریاضیات که علومیند مجموعه ها،

ریاضͬ خام مسائل ͬ شود م بررسͬ محض ریاضیات در آنچه عموماً واقعند. هرم این در بالاتر طبقه ای در غیره و توپولوژی

کاربرد به تا برود بالا علوم هرم در باید آنها پاسخ بلͺه باشد، نداشته روزمره زندگͬ در کاربردی مستقیماً آنها حل شاید که هستند

بالاتر پله ی در است. مقدم چیز همه بر حقیقت یافتن دغدغه ی آن در که ͬ ماند م فلسفه به حیث، این از محض ریاضͬ برسد.

استفاده های ͬ شود، م ثابت محض ریاضیات در هرم، پائين در که قضایائͬ از آن، در که ͬ رسیم م کاربردی ریاضیات به هرم این

روی پیش مسئله ی کاربردی، ریاضͬ در ͬ افزائیم. م بدانها بیشتر) کاربرد با ولͬ کمتر عمق با (شاید قضایایی و ͬ کنیم م کاربردی

بخورد. هرم بالاتر طبقه های درد به است قرار آن حل و ͬ پردازد م ͬ کنیم م زندگͬ آن در که جهانͬ به که است مسئله ای عموماً ما،

مهندس برای آنچه شده اند. واقع ͬ ها مهندس انواع طبقات، این در ͬ آیند. م هرم بالاتر طبقات از نیز خودشان مسائل این عموماً

حیث، این از شاید شود. صنعت چرخ چرخش موجب آن پاسخ که است سوالͬ به دادن پاسخ دارد، اهمیت همه چیز از بیش

کند. حل را صنعت مشͺل که است حل زمانͬ او برای مسئله بͺند. سوالͬ فلسفͬ ک͒نه˼ دانستن صرف را وقتش کمتر مهندس

در ͷفیزی و جغرافیا جامعه شناسͬ، ،ͬͺپژش مانند علومͬ که کنید بررسͬ و کنید رسم خود برای را علوم هرم تمرین، عنوان به

باشند. داشته تعلق هرم از مختلف طبقه ی چند به ͬ توانند م علوم این از برخͬ که کنید دقت شوند. واقع ͬ توانند م هرم این کجای

۶
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