
ششم و بیست ج کاردینالها، ١

کنیم. مرور سرعت به یادگرفته ایم کنون تا که را آنچه بیایید شویم، کاردینالها بحث وارد آنکه از پیش

معرفͬ دوباره آن پایه ای و اولیه اصول از را ریاضͬ علم که است قرار ریاضͬ مبانͬ درس در که گفتیم

آشنا منطق نوع دو با است. منطق همان که نیازمندیم علم این زبان به نخست کار این برای کنیم.

شدیم:

بولͬ) (جبر گزاره ها منطق .١

∧,∨,¬,→

با پیچیده تر گزاره های ارزش و هستند غلط و درست ارزش دارای تنها گزاره ها منطق، این در

ͬ شود. م مشخص ارزش جدول از استفاده

علامت دو افزودن از که محمولات) (منطق اول مرتبه ی منطق .٢

∀x∃y

مجموعه ها)بر نظریه ی ویژه (به ریاضیات عمده ی که گفتیم ͬ آید. م دست به گزاره ها منطق به

است. شده بنا منطق این پایه ی

ͬ کنیم: م تمرین هم با دوباره را منطق این در جمله نویسͬ نمونه چند زیر در

دارد. عموئͬ کسͬ هر .١ .١ مثال

∀x ∃y A(y, x)

است. همه عموی که هست کسͬ .٢

∃y ∀x A(y, x)

دارند. دائͬ افراد همه ی باشند، داشته عمو افراد همه ی اگر .٣

∀x ∃y A(y, x) → ∀x ∃y D(y, x)

١



دارد. دائͬ باشد، داشته عمو که کسͬ هر .۴

∀x
(
∃y A(y, x) → ∃z D(x, y)

)
رابطه ، تابع، مانند ریاضͬ پدیده های همه ی شدیم. مجموعه ها نظریه ی بحث وارد آن از پس

خود تکلیف ͬ دان ریاض که است لازم بنابراین دارند. مجموعه ای نظریه ی منشأ غیره و میدان گروه،

کند. معلوم مجموعه با نخست را

این از ͬ کند. م دچار راسل تناقض به را ما مجموعه ها، برای ساده انگارانه شهودی تعریف که گفتیم

متغیرِ ͷی مجموعه  رویͺرد، این در آوردیم. روی مجموعه ها برای اصل موضوعه ای رویͺرد به رو

اصول عنوان به را زد اف سͬ اصول کند. پیروی مجموعه ها نظریه ی اصول از که است x, y, z, . . .

کردیم. معرفͬ ها مجموعه برای شده پذیرفته

اصل، این پذیرفتن محض به که گفتیم بود. نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل اصول، این از ͬͺی

داشت. خواهند متفاوتͬ اندازه های نیز ͬ ها نامتناه باشد، داشته وجود نامتناهͬ اگر که ͬ شویم م متوجه

دهیم. توضیح بیشتر را گفته این ͬ خواهیم م درس ادامه ی در

اصلͬ اعداد یا کاردینالها ١ . ١

ͬ کنیم. م تعریف را زیر رابطه ی مجموعه ها همه ی کلاس روی

X ∼= Y ⇐⇒ باشد. موجود Y به X از پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی

:∼= رابطه ی ͬ های ویژگ

.١

∀X X ∼= X

پوشاست. و ͷی به ͷی X به X از همانͬ تابع

.٢

∀X, Y (X ∼= Y → Y ∼= X)

پوشاست. و ͷی به ͷی f−١ : Y → X آنگاه باشد پوشا و ͷی به ͷی f : X → Y اگر

٢



.٣

∀X,Y, Y (X ∼= Y ∧ Y ∼= Z ⇒ X ∼= Z)

آنگاه باشند. پوشا و ͷی به ͷی g : Y → Z و f : X → Y توابع کنید فرض

هم ارزی رابطه ی ͷی ∼= رابطه ی پس کنید.) (ثابت پوشاست. و ͷی به ͷی gof : X → Z

ͬ کند: م افراز را مجموعه ها همه ی کلاس رابطه، این رو، این از است.

. . . [Y ] [X] . . .

کلاس هر و ͬ دهیم م نشان cardX با بالا هم ارزی رابطه ی در را X مجموعه ی هر کلاس .٢ تعریف

یعنͬ cardY با است برابر cardX بͽوئیم هرگاه پس ͬ نامیم. م کاردینال ͷی را بالا در

X ∼= Y

هستند: زیر صورت به بالا رابطه ی هم ارزی کلاسهای

ͬ دهیم. م نشان ٠ با را آن که تهͬ مجموعه ی کلاس .١

ͬ دهیم. م نشان ١ با را آن که عضوی تک مجموعه های همه ی کلاس .٢

... .٣

ͬ دهیم. م نشان n با را آن که عضوی n مجموعه های همه ی کلاس .۴

ͬ دهیم. م نمایش ℵ٠ با را آن که N,Q مانند شمارا، مجموعه های همه ی کلاس .۵

اعداد هم اندازه ی مجموعه های کلاس بعدی، کلاس اولین باشد، درست پیوستار فرضیه ی اگر .۶

است. حقیقͬ

در P (A) آنگاه باشد شده واقع کلاس ͷی در A اگر است. نامتناهͬ کلاسها این تعداد .٧

است. واقع متفاوت کلاسͬ

٣



کاردینالها حساب ١ . ٢

دو β و α کنید فرض آنهاست. روی ترتیب و اصلͬ اعمال بررسͬ کاردینالها، حساب از منظور

ͬ کنیم م تعریف .β = card(Y ) و α = card(X) کنید فرض و باشند کاردینال

α ⩽ β ⇐⇒ ∃
ͷی به ͷی

↑
f : X → Y

بستگͬ X, Y مجموعه های انتخاب با یعنͬ است؛ خوش تعریف بالا، در ترتیب رابطه ی که کنید دقت

کرده ایم. اثبات را گفته این زیر در ندارد.

فرض و β = card(Y ) = card(Y ′) و α = card(X) = card(X ′) کنید فرض اثبات.

است. ͷی به ͷی f : X → Y کنید

X ′ ∼= X → Y ∼= Y ′

بنابراین

X ′ ≤ Y ′ ⇔ X ≤ Y.

کاردینالها ترتیب ١ . ٢ . ١

داراست: را زیر ͬ های ویژگ یعنͬ است؛ ترتیبی رابطه ی ͷی واقعاً بالا در ≤ رابطه ی

.١

∀α α ⩽ α

.٢

∀α, β, γ (α ⩽ β ∧ β ⩽ γ → α ⩽ γ)

کنید فرض اثبات برای

α = card(X)

β = card(Y )

۴



γ = card(Z)

بͽیرید: نظر در را زیر دیاگرام و

برنشتاین) ــ کانتور (قضیه ی .α = β آنگاه β ⩽ α و α ⩽ β اگر .٣

کاردینالها جمع ١ . ٢ . ٢

.X ∩ Y = ∅ βو = card(Y ) ،α = card(X) کنید فرض باشند. کاردینال ,αدو β کنید فرض

ͬ کنیم: م تعریف آنگاه

α + β = card(X ∪ Y )

ندارد. بستگͬ X,Y انتخاب به نیز بالا تعریف که کنید دقت

که کرده ایم ثابت گذشته جلسات در .١

ℵ٠ + n = ℵ٠

ℵ٠ + ℵ٠ = ℵ٠

[n] + [m] = n+m

ندارد. ماکزیمم زیر مجموعه ی .α = n که طوری به ∃n ∈ N آنگاه α ≨ ℵ٠ اگر .٢

{α|α ≨ ℵ٠}

ͬ نامیم. م نامتناهͬ را α آنگاه α ⩾ ℵ٠ اگر و متناهͬ را α آنگاه α < ℵ٠ اگر

۵



کاردینالها ضرب ١ . ٢ . ٣

که طوری به باشند کاردینال دو α, β کنید فرض

α = card(X)

β = card(Y )

ͬ کنیم: م تعریف آنگاه

α× β = card(X × Y )

.٣ توجه

α× β = β × α

علت:

X × Y
h→ Y ×X

h(x, y) = (y, x)

.α× ١ = α کنید ثابت .۴ مثال

اثبات.

α = card(X)

α× ١ = card(X × ١) = card(X)× {a}

که دهیم نشان است کافͬ

X × {a}︸ ︷︷ ︸
{(x,a)|x∈X}

∼= X

ͬ رساند: م هدف به را ما زیر تابع

(x, a) 7→ x

آنگاه γ ⩽ λ و α ⩽ β اگر .۵ لم

α× γ ⩽ β × λ

۶



کنید فرض

اثبات.

α = card(X)

β = card(Y )

γ = card(Z)

λ = card(W )

X
f→ Y

Z
g→ W

ͬ کنیم: م تعریف را زیر تابع آنگاه

h : X × Z → Y ×W

(x, z) 7→
(
f(x), g(z)

)

که کردیم ثابت قبل جلسات در .۶ مثال

ℵ٠ × ١ = ℵ٠

ℵ٠ × n = ℵ٠

ℵ٠ × ℵ٠ = ℵ٠

ͬ کنیم. م ارائه دیͽری اثبات آخر، مورد برای اینجا در

که دهیم نشان ͬ خواهیم م اثبات.

N×N ∼= N

دهیم نشان است کافͬ برنشتاین کانتور قضیه ی از استفاده با

..١ N ⩽ N×N

٧



..٢ N×N ⩽ N

اولͬ. اثبات

N
f→ N×N

n 7→ (n, n)

دومͬ. اثبات است. ͷی به ͷی بالا تابع که کنید بررسͬ

N×N → N

(n,m) 7→ ٢n × ٣m

بنابراین است. ͷی به ͷی بالا تابع که کنید بررسͬ

N×N ∼= N

یعنͬ

ℵ٠ × ℵ٠ = ℵ٠

کاردینالها توان ۴ . ١ . ٢

ͬ کنیم م تعریف .α = card(X), β = card(Y ) و باشند کاردینال دو α, β کنید فرض

αβ = card
(
XY

)
.

است. X به Y از توابع تمامͬ مجموعه ی XY که ͬ کنیم م یادآوری

آنگاه α = card(X) اگر

٢α = card({٠, ١}X)

که کردیم ثابت قبل جلسات در

card({٠, ١}X) = card
(
P (X)

)

٨



پس

٢α = card
(
P (X)

)
که کرده ایم ثابت قبل جلسات در همچنین

|R| = |(a, b)| = |(٠, ١)| = ٢ℵ٠ = |P (N)|

بیان به پس |P (X)| > |X| ͬ گفت م که کردیم ثابت را کانتور قضیه ی قبل جلسات در .٧ توجه

داریم: کاردینالͬ

٢α > α

است: سازگار آنها ضرب و جمع با کاردینالها توانرسانͬ طبیعͬ، اعداد مانند

.٨ قضیه

αβ × αγ = αβ+γ

دیͽر بیان به

XY ×XZ ∼= XY ∪Z

(Y ∩ Z = ∅ اینکه فرض (با

اثبات.

به XY × XZ از گذاشته ایم) H را نامش (که پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی کردن پیدا .٩ هدف

.XY ∪Z

باشد. زیر صورت به است قرار H تابع دامنه ی

Dom(H) = {(f, g)|f : Y → X, g : Z → X}

.H(f, g) تعریف .١٠ هدف

یعنͬ H(f, g) ∈ XY ∪Z است قرار

H(f, g) : Y ∪ Z → X

٩



ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را H(f, g) پس

H(f, g)(t) =

f(t) t ∈ Y

g(t) t ∈ Z

خلاصه تر بیان به

H(f, g) : Y ∪ Z → X

(f, g) 7→ H(f, g)

H(f, g)(t) =

f(t) t ∈ Y

g(t) t ∈ Z

شما. عهده ی به بالا تابع بودن پوشا و ͷی به ͷی بررسͬ

کنید.) محاسبه را ℵℵ٠
٠ حاصل̞ دیͽر بیان (به بیابید. را N به N از توابع̧ تعداد • .١١ تمرین

که دهید نشان مستقیم طور به یͺبار و کاردینالها ضرب قوانین از استفاده با یͺبار •

N×R ∼= R R×R ∼= R

شماراست. متناهͬ، مجموعه های از شمارا اجتماع هر که دهید نشان •

شماراست. گویا اعداد مجموعه ی که دهید نشان •

١٠
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