
شنبه چهارم، و بیست جلسه ی ١

مرتب مجموعه های ١ . ١

که: ͬ کنم م يادآوری شدیم. آشنا مرتب مجموعه های با قبل جلسه ی در

هرگاه ͬ خوانیم م مرتب مجموعه ی ͷی ⩽ رابطه ی همراه به را X مجموعه ی .١ تعریف

∀x ∈ X x ⩽ x

∀x, y ∈ X x ⩽ y ∧ y ⩽ x → x = y

∀x, y, z ∈ X x ⩽ y ∧ y ⩽ z → x ⩽ z

نیست. درست لزوماً آن در زیر جمله ی یعنͬ است جزئͬ مرتب (X,⩽) ͬ گوییم م وقتͬ

∀x, y ∈ X x ⩽ y ∨ y ⩽ x

نیستند. مقایسه قابل هم با لزوماً شده، داده عضو دو هر یعنͬ

مجموعه، اعضای که نیست این منظورمان ولͬ ͬ دهیم، م نشان ≤ علامت با را ترتیب رابطه ی ͷی معمولا˟ که کنید دقت

تعدی و پادتقارنͬ انعکاسͬ، ͬ های ویژگ دارای باید فقط ≤ رابطه ی و باشند چیزی هر ͬ توانند م مجموعه اعضای هستند. عدد

باشد.

بͽیرید: نظر در را زیر رابطه ی طبیعͬ اعداد مجموعه ی روی .٢ مثال

x
•
⩽↔ x|y

است. ترتیبی رابطه ی ͷی بالا رابطه ی دهید نشان .٣ سوال

که ͬ دانیم م پاسخ.
..١ ∀x ∈ N x|x

..٢ ∀x, y ∈ N x|y ∧ y|x → x = y

..٣ ∀x, y, z ∈ N x|y ∧ y|z → x|z

است. ترتیبی رابطه ی ͷی کردن) (عاد | پس

.٢|��١٣ زیرا ١٣
•

��⩽ ٢ همچنین و ١٣|��٢ زیرا ٢
•

��⩽ ١٣ داریم .۴ توجه

نیست. (تام) خطͬ فوق ترتیبی رابطه ی پس

بͽیرید. نظر در را زیر رابطه ی P (X) روی باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .۵ مثال

A ⩽ B ⇐⇒ A ⊆ B

است. مرتب مجموعه ی ͷی (P (X),⊆) ادعا:

١



درستند: زیر عبارتهای که ͬ دانیم م پاسخ.

∀A ∈ P (X) A ⊆ A

∀A,B ∈ P (X) A ⊆ B ∧B ⊆ A → A = B

∀A,B,C ∈ P (X) A ⊆ B ∧B ⊆ C → A ⊆ C

است. ترتیبی رابطه ی ͷی فوق رابطه ی پس

آنگاه a ̸= b که باشد a, b عضو دو دارای X کنیم فرض

{a} ̸⊆ {b}

{b} ̸⊆ {a}

نیست. خطͬ مرتب (P (X),⊆) پس

دهید قرار باشند. مجموعه دو Y و X کنید فرض .۶ مثال

A = X به Y از جزئͬ توابع همه ی مجموعه ی

A روی ͬ خواهیم م باشد. X از زیرمجموعه ای آن برد و Y از زیرمجموعه ای آن دامنه ی هرگاه است A در f تابع دیͽر بیان به

کنید تعریف .f, g ∈ A کنید فرض کنیم. تعریف ترتیبی ی رابطه ͷی

f ⩽ g ⇐⇒ dom(f) ⊆ dom(g) ∧ g|dom(f) = f︸ ︷︷ ︸
توابع تحدید

f تابع از تعمیمͬ g تابع و باشد g دامنه ی زیرمجموعه ی آن دامنه ی هرگاه است کمتر g تابع از f تابع گوئیم مͬ دیͽر بیان به

(یعنͬ باشد

∀x ∈ dom(f) f(x) = g(x).

هرگاه است کمتر g تابع از f تابع دیͽر بیان به (

Γf ⊆ Γg

که ͬ کنم م یادآوری

Γ(f) = {(x, f(x)|x ∈ dom(f)}.

باشد زیر صورت به ͬ تواند م g آنگاه Γf = {(a, b), (c, d)} اگر مثلا́

Γg = {(a, b), (c, d), (h, k)}

٢



نیست. خطͬ لزوماً ولͬ است ترتیبی رابطه ی ͷی بالا رابطه ی که دهید نشان .٧ تمرین

کنید: تعریف را زیر ترتیب {a, b, c, d, e} مجموعه ی روی .٨ مثال

a ⩽ b, a ⩽ c , a ⩽ d, a ⩽ e

c ⩽ d, c ⩽ e

بͽیرید: نظر در را زیر ترتیبی رابطه ی دیͽر بیان به

{(a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (c, d), (c, e), (a, h), (d, h), (a, h), (c, h)}

داد. نمایش درخت ͷی در بالا صورت به ͬ توان م را فوق رابطه ی

هرگاه ͬ خوانیم م بیشینه) (یا ماکزیمم عنصر را a ∈ X عنصر باشد. مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .٩ تعریف

∀x ∈ X x ⩽ a

هر ثانیاً و است مقایسه قابل ماکزیمم عنصر با عنصری هر اولا˟ است: نهفته نکته دو ماکزیمم تعریف در که کنید دقت

مقایسه قابل هم با اعضایش همه ی که نیست نیازی باشد داشته ماکزیمم مجموعه، ͷی که این برای است. کمتر آن از عنصری

باشند.

زیرا است ماکزیمم ١٢ عدد ،({۴, ۶, ١٢}, |) ساختار در .١٠ مثال

۴|١٢

۶|١٢

١٢|١٢

نیست. (بیشینه) ماکزیمم دارای خود، عادی ترتیب با طبیعͬ اعداد مجموعه ی .١١ مثال

است. ماکزیمم X مجموعه ی (P (X),⊆) در .١٢ مثال

داریم: نیز را بودن ماکزیمال نام به دیͽری مهم مفهوم جزئͬ مرتب مجموعه های در

٣



ͬ خوانیم م (بیشینال) ماکزیمال عنصر ͷی را a ∈ X عنصر باشد. مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .١٣ تعریف

̸ ∃x ∈ X x ⩾ a

نیست. مقایسه قابل عناصر همه ی با لزوماً ماکزیمال عنصر اما نیست. بیشتر ماکزیمال ازعنصر عنصری هیچ که: کنید دقت

است. کمتر آن از باشد، مقایسه قابل ماکزیمال عنصر با که عنصری هر

نیست. مقایسه قابل b یا a زیرا خیر، است؟ ماکزیمم a عنصر ٢ شͺل در آیا .١۴ سوال

نیستند. ماکزیمم ͷی هیچ ولͬ هستند ماکزیمال {a, b, c, d, e, f} عناصر تمامͬ ٢ شͺل در

بنویسید. را زیر جمله های نقیض باشد. جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .١۵ تمرین

∀x ∈ X x ⩽ a

̸ ∃x ∈ X x ≥ a

است: زیر صورت به اول جمله ی نقیض پاسخ.

∃x ∈ X
(
x ⩾ a ∨

(
¬(x ⩽ a) ∧ ¬(x ⩾ a)

)︸ ︷︷ ︸
نیستند. مقایسه قابل

)

نیستند. ماکزیمم ͷی هیچ ولͬ هستند ماکزیمال ٩, ١۵, ٨ عناصر
(
{٣, ٩, ١۵, ٢, ۴, ٨}, |

)
در .١۶ مثال

ͬ خوانیم م A برای بالا کران ͷی را a ∈ X عنصر .A ⊆ X و باشد مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .١٧ تعریف

هرگاه

∀x ∈ A x ⩽ a

است. ماکزیمم عنصر a آنگاه a ∈ A اگر باشد. X − A در a است ممͺن بالا، تعریف در .١٨ توجه

با است برابر A بالای کران های مجموعه ی .A = (٠, ١) دهید قرار بͽیرید. نظر در را (R,⩽) مرتب مجموعه ی .١٩ مثال

{x ∈ R, ١ ⩽ x}

۴



است. نشده واقع A در A بالای کران های از کدام هیچ بالا مثال در

عنصر a آنگاه a ∈ A و باشد A برای بالا کران ͷی a ∈ X و A ⊆ X و باشد مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) اگر .٢٠ توجه

است. A ماکزیمم

تنها باشد. X متناهͬ مجموعه های زیر همه ی مجموعه ی A کنید فرض بͽیرید. نظر در را (P (X),⊆) ساختار .٢١ توجه

نیست. A در بالا کران این و است X خود مجموعه، این برای بالا کران

نیست. بالا کران دارای اول اعداد مجموعه ی (N, |) در .٢٢ توجه

داریم: اختیار در را زُرن لم بیان برای لازم مواد همه ی حال

X که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به باشد. متناهͬ درخت ͷی X یعنͬ باشد؛ متناهͬ جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی X کنید فرض

عناصر برسیم. انتهائͯ یͺنقطه ی به تا کنیم طͬ را درخت شاخه های از ͷی هر است کافͬ است. ماکزیمال عناصر یا عنصر دارای

وجود باشد، نامتناهͬ درخت ͷی یعنͬ باشد، نامتناهͬ مرتب مجموعه ی ͷی X اگر حال هستند. ماکزیمال شاخه، هر انتهای

ماکزیمال عناصر وجود تشخیص برای ͷمح ͷی زرن لم نیست. تشخیص قابل راحتͬ به آن در ماکزیمال عناصر وجود عدم یا

ͬ دهد. م دست به

هرگاه ͬ نامیم م X در زنجیر ͷی را A ⊆ X مجموعه ی باشد. جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .٢٣ تعریف

باشد. خطͬ مرتب (A,⩽)

اندازه ی دارد امͺان داد. نمایش {xi}i∈N صورت به را آنها ͬ توان نم همیشه یعنͬ نیستند شمارا لزوماً زنجیرها که کنید توجه

باشند. مقایسه قابل هم با نظر مورد مجموعه ی عناصر همه ی که است این فقط مهم باشد. ناشمارا زنجیر ͷی

زُرن لم ١ . ٢

ͷی دارای A ⊆ X زنجیر هر کنید فرض باشد. جزئͬ مرتب ناته̞ͬ مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض زُرن). (لم ٢۴ قضیه

است. ماکزیمال عنصر ͷی حداقل دارای X آنگاه باشد. X در بالا کران

است. ماکزیمم عنصر دارای زنجیر هر که نکرده ایم ادعا زرن لم فرض در .٢۵ توجه

عنوان به لم این ابتدا در است. جبر علم در خصوصا ریاضیاتͬ، اثباتهای بسیاری در قدرتمندی بسیار ابزار زرن لم .٢۶ توجه

اصل از استفاده با یعنͬ است. معادل انتخاب اصل با لم این که شد ثابت بعدها اما بود شده ارائه انتخاب اصل برای جایͽزینͬ

۵



مجموعه ها نظریه ی اصول بقیه ی و زرن لم از استفاده با نیز و ͬ شود م ثابت زرن لم مجموعه ها نظریه ی اصول سایر و انتخاب

ͬ نویسیم: م زیر صورت به را گفته این منطق در کرد. ثابت را انتخاب اصل ͬ توان م

ZF + Zorn ⊢ C(= Choice)

ZFC ⊢ Zorn

بͽیرند. آینده ترم در را ریاضͬ منطق درس ͬ کنم م پیشنهاد هستند بالا علامتهای دقیق فهم به علاقه مند که دانشجویانͬ به

توجه دید. خواهیم را لم این کاربرد نمونه چند و کرد خواهیم ثابت زرن لم از استفاده با را انتخاب اصل آینده جلسه ی در

ͬ شود. م خوانده «تْز˂» آلمانͬ، زبان در z که علت بدین ͬ نویسند؛ م تسرن صورت به کتابها، برخͬ در را «زُرن» که کنید

۶
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