
دوشنبه سوم، و بیست جلسه ی ١

نیز ͬ ها نامتناه که فهمیدیم گفتیم. سخن بسیار نامتناهͬ مجموعه های درباره ی قبل جلسات در

که فهمیدیم ͬ شود. م پیدا هم بزرگتر نامتناهͬ ͷی نامتناهͬ، هر از و دارند مختلف اندازه های

بعد نامتناهͬ اولین اندازه ی که این است. طبیعͬ اعداد مجموعه ی هم اندازه ی نامتناهͬ، کوچͺترین

فرضیه ی است. باره همین در پیوستار فرضیه ی و نیست دانسته هنوز چیست، طبیعͬ اعداد اندازه  ی از

است. حقیقͬ اعداد هم اندازه ی طبیعͬ، اعداد از بزرگتر نامتناهͬ اولین که است این بیانگر پیوستار

کنیم. صحبت متناهͬ درباره ی هم کمͬ ͬ خواهیم م جلسه این در

متناهͬ مجموعه های ١ . ١

که طوری به باشد موجود n عدد هرگاه ͬ نامیم م متناهͬ را A مجموعه ی

A ∼= {٠, ١, ٢, . . . , n− ١}

اگر تنها و اگر است متناهͬ A مجموعه ی انتخاب) اصل پذیرش (درصورت .١ توجه

|A| ≨ ℵ٠

هر و است طبیعͬ اعداد هم اندازه ی نامتناهͬ، مجموعه ی اولین که است این بیانگر بالا توجه

است. متناهͬ باشد، کوچͺتر اکیداً طبیعͬ اعداد مجموعه ی از که مجموعه ای

یعنͬ شماراست. مجموعه ای زیر دارای A آنگاه باشد نامتناهͬ A اگر که کردیم ثابت قبلا اثبات.

.|A| ⩾ ℵ٠

تابعͬ f : A → B و دلخواه مجموعه ی ͷی B و باشد متناهͬ مجموعه ی ͷی A اگر .٢ قضیه

.|B| ⩽ |A| و است متناهͬ نیز B آنگاه باشد پوشا

یعنͬ .B = ∅ پس A = ∅ آنگاه |A| = ٠ اگر ͬ کنیم. م ثابت |A| روی استقراء با را حͺم اثبات.

و |A′| = n+ ١ که کنید فرض باشد. درست |A| = n برای حͺم کنیم فرض .|B| ⩽ |A| = ٠

تمام f(A′ − {x}) که ͬ دانیم م بͽیرید. نظر در را x ∈ A′ عنصر باشد. پوشا f : A′ → B تابع

دیͽر بیان به |B − {f(x)}| ⩽ |A′ − {x}| استقراء فرض به بنا ͬ پوشاند. م را B − {f(x)}

|B| − ١ ≤ |A| − ١

١



داریم نتیجه در و

|B| ⩽ |A′|

ͷی به ͷی f آنگاه باشد، پوشا f : B → A و |A| = |B| و باشند متناهͬ B و A اگر .٣ لم

است.

که طوری به باشند موجود x١, x٢ ∈ B عناصر و نباشد ͷی به ͷی f کنید فرض اثبات.

f(x١) = f(x٢) = y ∈ A

قبل لم به بنا پس پوشاست. A− {y} به B − {x١, x٢} از f تابع که ͬ دانیم م

|A− {y}| ⩽ |B − {x١, x٢}|

یعنͬ

|A| − ١ ⩽ |B| − ٢

بنابراین

|A| ⩽ |B| − ١

است. متناقض |A| = |B| فرض با نتیجه این و

کنید فرض باشند. متناهͬ مجموعه ی ͷی B و دلخواه مجموعه ی ͷی A کنید فرض .۴ لم

.|A| ⩽ |B| و است متناهͬ نیز A آنگاه باشد. ͷی به ͷی تابع ͷی f : A → B

٢



B ⊇ f(A) که ͬ دانیم م نیز و است. ͷی به ͷی f تابع زیرا |A| = |f(A)| که ͬ دانیم م اثبات.

پس

|B| ⩾ |f(A)| = |A|

تابع آنگاه باشد ͷی به ͷی f : A → B تابع و |A| = |B| و باشند متناهͬ B و A اگر .۵ نتیجه

پوشاست. f

هم اندازه، متناهͬ مجموعه ی دو بین برسیم: زیر جالب نتیجه ی به تا گفتیم را لمها این همه ی

معادلند: هم با آن بودن ͷبه ی ͷی و تابع ͷی بودن پوشا

معادلند: هم با زیر موارد باشند متناهͬ B و A و |A| = |B| اگر .۶ نتیجه

پوشاست. f : A → B تابع .١

است. ͷی به ͷی f : A → B تابع .٢

است. سوئͬ دو f : A → B تابع .٣

B به A از همانͬ تابع (زیرا است. متناهͬ هم A آنگاه A ⊆ B و باشد متناهͬ B اگر .٧ نتیجه

است). ͷی به ͷی تابعͬ

بالا). جمله ی نقیض (عکس̞ است. نامتناهͬ B آنگاه B ⊇ A و باشد نامتناهͬ A اگر .٨ نتیجه

تابع ͷی f : A → B و |B| ⩽ |A| و باشند متناهͬ B و A اگر کبوتری) لانه ی (اصل .٩ نتیجه

آنگاه باشد

∃x١, x٢ ∈ A f(x١) = f(x٢).

.

را آنها از تا چند کرد. ثابت متناهͬ مجموعه های برای زیادی شمارشͬ اصول ͬ توان م استقراء با

آورده ایم. زیر در

باشند متناهͬ B و A اگر .١٠ توجه

٣



|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| .١

ثابت ͬ توان م آسانͬ به نیز احتمال و آمار شمارشͬ اصول با را (این |A×B| = |A| × |B| .٢

داریم) انتخاب |B| اندازه ی به A در عضو هر برای کرد:

داریم جعبه |A| اندازه ی به کرد. ثابت ͬ توان م احتمال اصول با نیز را (این |AB| = |A||B| .٣

توابع همه ی مجموعه ی AB با که ͬ کنم م یادآوری کنیم.) پر B عناصر با را آنها ͬ خواهیم م که

ͬ دهیم. م نشان را A به B از

نظر مورد زیرمجموعه ی در یا داریم، حالت دو A در عنصر هر (برای |P (A)| = ٢|A| .۴

ͬ آوریم). م دست به زیرمجموعه ٢|A| بنابراین نیست، یا و است موجود

جلسات در چند هر ͬ کنیم؛ م رها زیر تمرین چند با فعلا́ را مجموعه ها اندازه ی درباره ی بحث

یا و A ⩽ B یا همواره A,B دلخواه مجموعه ی دو هر برای اگر که کنیم ثابت ͬ خواهیم م آینده

موجود B به A از ͷی به ͷی تابع ͷی با B و A دلخواه مجموعه ی دو هر برای یعنͬ .B ⩽ A

همواره شده داده مجموعه ی دو اندازه ی یعنͬ است. موجود A به B از ͷی به ͷی تابع ͷی یا است

هستیم. جدیدی مفاهیم معرفͬ نیازمند گفته این اثبات برای است. مقایسه قابل هم با

که دهید نشان .١١ تمرین

N× R ∼= R

R× R ∼= R

شماراست. حقیقͬ، اعداد در مجزا دو به دو بازه های تعداد که دهید نشان .١٢ تمرین

شماراست. طبیعͬ اعداد از متناهͬ دنباله های تعداد که دهید نشان .١٣ تمرین

اعداد در ضرایب با f چندجمله ای ͷی هرگاه ͬ گوئیم م جبری عدد ͷی را x ∈ R عدد .١۴ تمرین

شماراست. جبری اعداد تعداد که دهید نشان .f(x) = ٠ که طوری به باشد، موجود گویا

اشتراکͬ هم با ایندو و باشد ٢ℵ٠ با برابر A,B مجموعه های اندازه ی که کنید فرض .١۵ تمرین

است. ٢ℵ٠ با برابر A ∪B اندازه ی که دهید نشان باشند. نداشته

۴



که دهید نشان Y ∩ Z = ∅ آن در که X,Y, Z دلخواه˼ مجموعه های برای .١۶ تمرین

XY ×XZ ∼= XY ∪Z

(XY )Z ∼= XY×Z

زُرن لم̧ و انتخاب اصل ١ . ٢

انتخاب اصل ١ . ٢ . ١

شویم: آشنا اصل این از مختلف بیان چند با است خوب دیده ایم. قبل جلسات در را انتخاب اصل

هر از که است موجود انتخاب تابع ͷی نام به تابعͬ باشیم، داشته مجموعه نامتناهͬ تعداد به اگر

از نامتناهͬ خانواده ای {Ai}i∈I اگر دیͽر بیان به ͬ کند. م انتخاب عنصری مجموعه ها این از ͷی

i ∈ I هر برای که طوری به است موجود f : I →
∪

i∈I تابع ͷی آنگاه باشد ناتهͬ مجموعه های

مجموعه ی P (X) و باشد دلخواه ناته̞ͬ مجموعه ی ͷی X اگر معادل بیان به .f(i) ∈ Ai داریم

طوری به است موجود X به P (X)−{∅} از f مانند تابعͬ آنگاه باشد. آن مجموعه های زیر همه ی

.f(A) ∈ A داریم A ∈ P (X) هر برای که

P (X)
f→ X

f(A) ∈ A

f(B) ∈ B

f(C) ∈ C . . .

۵



.Πi∈IAi ̸= ∅ آنگاه باشد ناتهͬ مجموعه های از نامتناهͬ خانواده ای {Ai}i∈I اگر دیͽر بیان به باز

داریم: مجموعه، نامتناهͬ حاصلضرب تعریف طبق که کنید توجه

(xi)i∈I ∈ Πi∈IAi ⇐⇒ ∀i xi ∈ Ai

را زیر «اثبات» آن برای واقع در ͬ کردم. نم درک را انتخاب اصل کارشناسͬ اول سال در نیز (من

خواند! اصلش نباید دیͽر ͬ شود، م اثبات آسانͬ این به که چیزی که ͬ گفتم م خود با رو این از و داشتم

بͽویید: را ایرادش شما نوشته ام. زیر در را زمانم آن ساده لوحانه ی استدلال

آنگاه باشد، ناتهͬ مجموعه های از خانواده ای {Ai}i∈I اگر

∀i ∈ I Ai ̸= ∅

بنابراین

∀i ∈ I∃xi xi ∈ Ai

تعریف به بنا پس

(xi)i∈I ∈
∏

Ai

ͬ رسد م نظر به بدیهͬ ما برای آنقدر انتخاب اصل ͬ بینید، م بالا اشتباه استدلال در که طور همان (!

سطوح ریاضیات در نه. یا کرده ایم استفاده اثباتیا در آن از آیا که دهیم تشخیص ͬ توانیم نم گاهͬ که

صورت در که ͬ کوشیم م گاهͬ است. مهم استوارند انتخاب اصل بر اثباتها کدام که این بررسͬ بالاتر،

باشد. نشده استفاده انتخاب اصل از آن در که بیاوریم اثباتͬ آنها از برخͬ برای ممͺن

اما بود، شده ارائه  خوش ترتیبی) اصل (یا انتخاب اصل جایͽزین اصلͬ عنوان به ابتدا در زرن، لم

باقͬ و زرن لم از انتخاب اصل یعنͬ است. انتخاب اصل معادل واقع در اصل این که شد ثابت بعدها

فرمول بندی حال، این با ͬ شود. م نتیجه اصول باقͬ و انتخاب اصل از زرن لم و ͬ شود م نتیجه اصول

مشهودتر بسیار جبر، بالاخص ریاضͬ، شاخه های بسیاری در آن کاربرد که است گونه ای به زرن لم

هستیم. بعدی بخش مقدمات نیازمند زرن، لم بحث به ورود برای است. انتخاب اصل از

مرتب مجموعه های ١ . ٢ . ٢

متعدی و تقارنͬ انعکاسͬ، R هرگاه ͬ خوانیم م ترتیبی رابطه ی ͷی را X مجموعه ی روی R رابطه ی

X روی ترتیبی رابطه ی ͷی R اگر .x ⩽ y ͬ نویسیم م xRy جای به صورت این در معمولا˟ باشد.

ͬ خوانیم. م مرتب مجموعه ی ͷی را (X,R) باشد،

۶



شما که ترتیبی همان معمولش( ترتیب با طبیعͬ اعداد مجموعه ی یعنͬ ،(N,⩽) ساختارِ .١٧ مثال

زیرا است، مرتب مجموعه ی ͷی دارید) خاطر به مقدماتͬ ریاضͬ از

∀x x ⩽ x

∀x, y x ⩽ y ∧ y ⩽ x → x = y

∀x, y, z x ⩽ y ∧ y ⩽ z → x ⩽ z

یعنͬ است. خطͬ) (یا تام طبیعͬ اعداد روی ترتیب .١٨ توجه

∀x, y ∈ N x ⩽ y ∨ y ⩽ x

هرگاه ͬ نامیم م تام) (مرتب خطͬ مرتب را (X,⩽) مرتب مجموعه ی .١٩ تعریف

∀x, y ∈ X (x ⩽ y ∨ y ⩽ x)

ͬ نامیم. م جزئͬ مرتب را (X,⩽) صورت این غیر در

درست زیر عبارت خطͬ مرتب مجموعه ی در هم و جزئͬ مرتب مجموعه ی در هم که کنید دقت

است:

∀x, y (x ≤ y ∧ y ≤ x → x = y)

مجموعه ی در ولͬ است درست زیر جمله ی خطͬ مرتب مجموعه ی در که است این تفاوت ولͬ

نیست: درست لزوماً زیر جمله ی جزئͬ مرتب

∀x, y (x ≤ y ∨ y ≤ x)

مقایسه قابل هم با که شوند پیدا x, y عنصرِ دو است ممͺن جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی در یعنͬ

صورت به ͬ توان م را خطͬ مرتب مجموعه ی نباشد). کمتر یا بیشتر دیͽری از ͷهیچی (یعنͬ نباشند

باشد: نامتناهͬ است ممͺن که کرد تجسم زنجیر ͷی

٧



کرد: تجسم درختͬ صورت به ͬ توان م را جزئͬ مرتب مجموعه ی

عناصر ولͬ است، کمتر آنها از و است مقایسه قابل x٢ و x١ عناصر از ͷی هر با x٣ بالا شͺل در

مقایسه قابل درخت راست سمت نقطه آخرین با x٢ همچنین نیستند. هم با مقایسه قابل x١ و x٢

که کنید دقت است. کمتر آنها همه ی از و مقایسه قابل عناصر همه ی با درخت پایین عنصر نیست.

نیز لوزی شͺل آن از جاهائͬ در است ممͺن نیز و باشد نامتناهͬ پائين و بالا از ͬ تواند م بالا درخت

باشیم. داشته

کرد. خواهیم صحبت بیشتر آینده جلسه ی در جزئͬ مرتب مجموعه های درباره ی

٨
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