
طبیعͬ اعداد زیرمجموعه های تعداد بیست ویͺم، جلسه ی ١

هرگاه شماراست X که گفتیم دیدیم. شمارا مجموعه های از زیادی مثالهائͬ قبل جلسه ی در

X ∼= {xi}i∈N

ͬ نویسیم: م صورت این در که گفتیم و

card(X) = ℵ٠

که کردیم ثابت قطری، برهان ͷی با

card[٠, ١] ̸= ℵ٠

بنویسیم: کاردینالها زبان به زیر صورت به ͬ توانیم م کردیم، ثابت قبل جلسه ی در که را آنچه

شماراست: عضوی، n مجموعه ی ͷی با شمارا مجموعه ی ͷی اجتماع

ℵ٠ + n = ℵ٠

شماراست: شمارا، مجموعه ی دو اجتماع

ℵ٠ + ℵ٠ = ℵ٠

شمارا، مجموعه ی دو حاصلضرب دیͽر، بیان به شماراست؛ شمارا، مجموعه ی تا شمارا اجتماع

شماراست:

ℵ٠ + ℵ٠ + . . .︸ ︷︷ ︸
ℵ٠بار

= ℵ٠ × ℵ٠ = ℵ٠

دیͽر: بیان به

ℵ٠ × ℵ٠ = card(N×N) = card(N) = ℵ٠

تابعͬ یعنͬ card(X) = card(Y ) که گفتیم باشند. مجموعه دو Y و X کنید فرض .١ توجه

است. موجود Y به X از پوشا و ͷی به ͷی

که کنیم مشخص و کنیم تعریف ترتیب مجموعه ها، اندازه ی روی ͬ خواهیم م درس ادامه ی در

است. بیشتر دیͽری از مجموعه، ͷی اندازه ی که ͬ گوئيم م صورت چه در

١



نه (و ͷی به ͷی تابعͬ هرگاه X ≤ Y یا card(X) ⩽ card(Y ) ͬ نویسیم م .٢ تعریف

باشد. موجود Y به X از لزوماً پوشا)

به {٠, ١, . . . , n − ١} از ͷی به ͷی تابعͬ زیرا n؛ < ℵ٠ داریم n طبیعͬ عدد هر برای .٣ مثال

است. موجود N

{٠, ١, . . . , n− ١}︸ ︷︷ ︸
=n

f→ N

اگر آنگاه باشند، طبیعͬ عدد دو m و n اگر که ͬ دانیم م

(m ⩽ n) ∧ (n ⩽ m)

آنگاه

m = n

اگر یعنͬ است؟ برقرار هم کاردینالها ترتیب برای بالا عبارت مشابه آیا .۴ سوال

card(X) ⩽ card(Y )

و

card(Y ) ⩽ card(X)

card(X)؟ = card(Y ) لزوماً آیا

است: زیر قضیه ی از دیͽری بیان است، شده پرسیده بالا سؤال در آنچه

تابع ͷی و باشد موجود Y به X از ͷی به ͷی تابع ͷی کنید فرض (کانتور‐برنشتاین). ۵ قضیه

است. موجود Y به X از پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی آنگاه باشد. موجود X به Y از ͷی به ͷی

ͬ پدیای ͺوی صفحه ی را آنها ͬ توانید م که دارد وجود مختلفͬ اثباتهای برنشتاین کانتور قضیه ی برای

مهمترین از ͬͺی قضیه، این ١ باشد. فهمتر قابل که بیاورم را اثباتͬ کرد ه ام سعͬ اینجا در بیابید. فارسͬ

دقیق نیز را قضیه این اثبات که کسͬ برای رو این از و کرده ایم ثابت درس این در که است قضایائͬ

بود. خواهم قائل نمره ͷی بͽیرد یاد

نوشته ام! من نیز را صفحه آن ١البته
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ͷی تابع وجود آنگاه باشند، باشند، n و m اندازه های دارای ترتیب به و متناهͬ Y و X اگر اثبات.

این از است. n ≤ m معادل X به Y از ͷی به ͷی تابع وجود و m ≤ n معادلِ Y به X از ͷی به

ͷی از زیرا نیست، ممͺن نامتناهͬ دیͽری و باشد متناهͬ ͬͺی که این .m = n که ͬ شود م نتیجه دو

کرد. تعریف متناهͬ مجموعه ی ͷی به ͷبه ی ͷی تابعͬ ͬ توان نم نامتناهͬ مجموعه ی

تابعͬ g و باشد Y به X از ͷی به ͷی تابعͬ f کنید فرض باشند. نامتناهͬ ایندو کنیم فرض پس

باشد. X به Y از ͷی به ͷی

بسازید: را زیر دنباله  ی بالا، شͺل مطابق باشد. Y − f(X) در دلخواهͬ عنصر ͷی t کنید فرض

t → g(t) → f
(
g(t)

)
→ g

(
f
(
g(t)

))
→ f

(
g
(
f
(
g(t)

)))
→ . . .

دهید. انجام Y − f(X) در موجود tهای همه ی برای را کار این

راست و چپ سمت از یعنͬ است؛ نامتناهͬ بالا در شده نوشته دنباله های از کدام هر اول. ادعای

ͬ شوند. نم متوقف متناهͬ طولͬ در هیچͽاه

دیͽری با ͬͺی چپ سمت جملات یعنͬ ندارند. هم با اشتراکͬ هیچ بالا دنباله های دوم. ادعای

ندارد. اشتراکͬ دیͽری با ͬͺی راست سمت جملات
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تعریف زیر صورت به را h : X → Y تابع باشند. شده ثابت دو هر دوم و اول ادعاهای کنید فرض

کنید.

h(x) =

g−١(x) باشد. یادشده دنباله های از ͬͺی چپ سمت در x اگر

f(x) اینصورت غیر در

پوشاست. و ͷی به ͷی h تابع سوم. ادعای

اول. ادعای اثبات

کنید فرض نیستند. برابر هم با هیچͽاه سوم و اول جمله ی که ͬ دهیم م نشان سادگͬ برای

f
(
g(t)

)
= f

(
g
(
f
(
g(t)

)))

داریم: است ͷی به ͷی f که آنجا از آنگاه

g(t) = g
(
f
(
g(t)

))
داریم است ͷی به ͷی g که آنجا از حال

t︸︷︷︸
∈Y−f(X)

= f
(
g(t)

)︸ ︷︷ ︸
∈f(X)

�

ͷی در واقع جمله ی دو هیچ که دهید نشان ͬ توانید م ایده همین با است. آمیز تناقض بالا، عبارت

ͬ شود. م ثابت مشابه کاملا́ طور به نیز دوم ادعای نیستند. برابر هم با بالا دنباله ی از یͺسان طرف

پوشاست. و ͷی به ͷی h تابع کنیم ثابت ͬ خواهیم م سوم. ادعای اثبات

h(x) =

g−١(x) باشد. یادشده دنباله های از ͬͺی چپ سمت در x اگر

f(x) اینصورت غیر در

۴



u از زیر، شͺل مشابه زیͽزاک، ͷی اگر بͽیرید. نظر در را u ∈ Y دلخواه عنصر پوشابودن. اثبات

داریم: آنگاه بͽذرد

u = h(u′)

شروع u صورت این غیر در زیرا .u ∈ Y − f(X) که ͬ شود م معلوم نگذرد u از زیͽزاگͬ هیچ اگر

بودن ͷی به ͷی اثبات .∃u′ ∈ X f(u′) = u یعنͬ u ∈ f(X) پس بود. خواهد زیͽزاگ ͷی

شما. عهده ی به h تابع̧

است این هدفمان درس ادامه ی در دید. خواهیم را بالا قضیه ی از کاربردهائͬ بعد جلسات در

است. چقدر دلخواه مجموعه ی ͷی زیرمجموعه های تعداد بدانیم که

آنگاه باشد، عضو n دارای و متناهͬ مجموعه ی ͷی X اگر که دیدیم درس اول جلسات در

|P (X)| = ٢n

که کردیم ثابت قبلا اثبات.

|P (X)| =
(
n

٠

)
+

(
n

١

)
+ . . .+

(
n

n

)
= (١ + ١)n = ٢n

مجموعه ی زیرمجموعه هایmعضویِ تعداد دهنده ی نشان واقع در
(
n
m

)
دوجمله ایِ بسط که کنید توجه

ماست. نظر مورد عضوی n

کرد. ارائه نیز آماری اثباتͬ ͬ توان م بالا گفته ی برای

دلخواه عنصر هر بشماریم. را X عضویِ n مجموعه ی زیرمجموعه های تمام بخواهیم کنید فرض

است. موجود حالت دو عضو هر برای پس نیست. یا است واقع یا A مجموعه ی ͷی در X در
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است کافͬ بشماریم، را عضوی n مجموعه ی ͷی زیرمجموعه های تعداد که این برای دیͽر، بیان به

در بخواهیم که را عضوی هر یعنͬ شده اند. ساخته  ٠, ١ از که بشماریم را n طول به دنباله های تعداد

مشخص ٠ شماره ی با نخواهیم که را عضوی هر و ١ شماره ی با باشد، نظرمان مورد زیرمجموعه ی

کنیم.

دهیم. تعمیم را بالا اثبات ایده ی ͬ خواهیم م درس ادامه ی در

ͬ کنیم: م تعریف باشند. مجموعه دو Y و X کنید فرض .۶ تعریف

XY = X به Y از توابع̧ همه ی مجموعه ی

مجموعه ی Nبه از توابع همه ی مجموعه ی با است برابر {٠, ١}N همان یا ٢N مثال برای بنابراین

.{٠, ١}

.٧ قضیه

|P (N)| = |٢N|

دیͽر بیان به

card
(
P (N)

)
= ٢ℵ٠

صورت به را h تابع کنیم. تعریف {٠, ١}N به P (N) از را h پوشای و ͷی تابع ͷی باید اثبات.

ͬ کنیم: م تعریف زیر

h(A) تابع باشد. {٠, ١} به N از تابعͬ خود h(A) باید .A ⊆ N یعنͬ A ∈ P (N) کنید فرض

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را

h(A)(x) =

١ x ∈ A

٠ x /∈ A

تابع̧ به را A مجموعه ی h که ͬ کنم م یادآوری دوباره پوشاست. و ͷی به ͷی h تابع که کنید بررسͬ

بالاست. صورت به h(A) تابع و ͬ برد م h(A)

اگر که است کرده عمل صورت این به N زیرمجموعه های تعیین برای نیز بالا تابع واقع در

مشخص ٠ با صورت این غیر در و ١ با را آن باشد،  نظر مورد مجموعه ی در عضوی بخواهیم

۶



کرده ایم: مشخص را N زیرمجموعه های از ͬͺی زیر، شͺل در مثال برای کرده ایم.

٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ . . .

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ . . .

مجموعه ی از توابع̧ تعداد با است برابر طبیعͬ، اعداد زیرمجموعه های تعداد که کردیم ثابت اینجا تا

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را این که گفتیم .{٠, ١} مجموعه ی به N

٢ℵ٠ =
(
P (N)

)
اعداد تعداد با برابر واقع در طبیعͬ، اعداد زیرمجموعه های تعداد که داده ایم نشان بعدی مثال در

است: حقیقͬ

.٨ مثال

|R| = ٢ℵ٠ = card(٠, ١) = card(R)

برای است. ٢ مبنای در شمارا اعشاری بسط ͷی دارای (٠, ١) بازه ی در حقیقͬ عدد هر اثبات.

است: اعداد این از ͬͺی زیر عبارت مثال

٠٫٠١٠١١٠ . . .

دنباله ها این تعداد و طبیعͬ اعداد طول به ١ و ٠ دنباله های تعداد با است برابر بسطها اینگونه تعداد

کنید). دقیق را اثبات (این .{٠, ١} به N از توابع تعداد با است برابر

و (٠, ١) بازه ی اندازه ی با است برابر حقیقͬ اعداد تعداد که دادیم نشان قبل جلسات در .٩ نتیجه

٢ℵ٠ ̸= ℵ٠ پس ٢ℵ٠ = |(٠, ١)| که آنجا از پس ناشماراست. بازه این

از و ناشماراست طبیعͬ اعداد زیرمجموعه های تعداد که رسیدیم مهم نکته ی این به اینجا تا پس

نیست. برابر ℵ٠ با رو این

ℵ٠ ≨ ٢ℵ٠ .١٠ لم

ͷی است کافͬ باشد، برقرار نامساوی که این برای نیست. برقرار تساوی که گفتیم بالا در اثبات.

ͬ دهد: م جواب زیر، تابع کنیم. پیدا P (N) به N از ͷی به ͷی تابع

x → {x}
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