
شنبه بیستم، جلسه ی ١

شمارا مجموعه های بیشتر بررسͬ ١ . ١

کردیم: معرفͬ سایز، حسب بر مجموعه ها، برای را زیر دسته بندی قبل، جلسات در

مجموعه ها


متناهͬ

نامتناهͬ

شمارا ∼= N

ناشمارا ̸∼= N

نوشت: زیر صورت به را آن بتوان هرگاه ͬ گویند م شمارا را X مجموعه ی که گفتیم

X = {xi}i∈N.

برهان با و .R ∼= (−π
٢ ,

π
٢ )
∼= (٠, ١) زیرا R؛ ̸∼= N که کردیم ثابت قبل جلسه ی در .١ مثال

ناشماراست. (٠, ١) که کردیم ثابت کانتور قطری

این در که کنید توجه دید. خواهیم شمارا مجموعه های از بیشتری مثالهای جلسه ، ادامه ی در

است. نامتناهͬ شمارای شمارا، از منظورمان جزوه،

شماراست. نیز A∪B آنگاه .A∩B = ∅ و باشند شمارا مجموعه ی در B و A کنید فرض .٢ مثال

داریم: باشد. B برای شمارشͬ {yi}i∈N و باشد A برای شمارشͬ {xi}i∈N کنید فرض اثبات.

A ∪B = {x٠, y٠, x١, y١, x٢, y٢, x٣, y٣, . . .}

کنید. تعریف زیر صورت به را f : N→ A ∪B تابع

f(٢i) = xi

f(٢i+ ١) = yi

ͬ شمارد: م زیر صورت به را A ∪B مجموعه ی بالا، تابع که کنید دقت

پوشاست. و ͷی به ͷی f تابع که کنید بررسͬ

١



کردیم. متناظر فرد اعداد با را B مجموعه ی و زوج اعداد با را A مجموعه ی بالا مثال در .٣ توجه

شماراست. که فهمیدیم اینجا از و شد متناظر طبیعͬ اعداد مجموعه ی با A ∪B رو این از

شماراست. ،Z صحیح، اعداد مجموعه ی .۴ مثال

داریم اثبات.

Z = N ∪ Z−︸︷︷︸
منفͬ صحیح اعداد

که ͬ دانیم م و

N ∩ Z− = ∅

شماراست. Z− که دهیم نشان است کافͬ قبل، مثال به بنا

Z− = {
٠
−١,

١
−٢,

٢
−٣,

٣
−۴, . . .}

بͽیرید: نظر در زیر ضابطه ی با را f : N→ Z− تابع

x
f7→ −x− ١

شماراست. Z = Z− ∪N پس شماراست. Z− پس پوشاست. و ͷی به ͷی بالا تابع

حاصل مجموعه ی کنیم، اضافه شمارا مجموعه ای به عنصر ͷی اگر که ͬ بینیم م بعد مثال در

در که است هیلبرت هتل پارادوکس همان ریاضͬ بیان واقع در بعدی مثال چند شماراست. همچنان

کردیم. صحبت درباره اش گذشته جلسات

شماراست. هم A ∪ {x} آنگاه .x /∈ A و باشد شمارا مجموعه ی ͷی A کنید فرض .۵ مثال

داریم شماراست A که آنجا از اثبات.

A ∼= N

یعنͬ

A = {x٠, x١, x٢, . . .}

ͬ نویسیم: م

A ∪ {x} = {x, x٠, x١, x٢, . . .}

٢



کنید. تعریف زیر صورت به را f : N→ A ∪ {x} تابع

f(٠) = x

f(i) = xi+١

پوشاست. و ͷی به ͷی بالا تابع که کنید بررسͬ

شماراست. هم A− {x} آنگاه x ∈ A و باشد شمارا A اگر .۶ مثال

کنید فرض اثبات.

A = {x٠, x١, x٢, . . .}

باشد. x = xn شده برداشته عنصر کنید فرض و

A− {x} = {x٠, x١, . . . , xn−١, xn+١, . . .}

بͽیرید. نظر در زیر ضابطه ی با را f : N→ A− {xn} تابع

٠→ x٠

...

xn−١ → xn−١

i→ xi+١ i ≥ n

پوشاست. و ͷی به ͷی بالا تابع

A ∪ {x٠, . . . , xn} که دهید نشان x٠, . . . , xn /∈ A و شماراست A کنید فرض .٧ مثال

شماراست.

بͽیرید). ͷکم استقراء  (از شما عهده ی به اثبات.

شماراست. هم A− {x١, . . . , xn} آنگاه x١, . . . , xn ∈ A و باشد شمارا A اگر .٨ مثال

است. آسان استقراء  از استفاده با نیز بالا مثال اثبات

٣



هر (برای Ai ∩ Aj = ∅ که طوری به باشند شمارا مجموعه هایی A١, . . . , An اگر .٩ مثال

شماراست.
∪n

i=١ Ai آنگاه ( ١ ⩽ i, j ⩽ n

مجموعه های از شمارا اجتماعͬ که گفته ایم زیر مثال در کنید. ثابت استقراء با نیز را بالا مثال

شماراست. مجموعه ای شمارا،

i ̸= j ∈ N هر برای و شماراست مجموعه ی از شمارا خانواده ای {Ai}i∈N کنید فرض .١٠ مثال

شماراست.
∪

i∈NAi آنگاه .Ai ∩ Aj = ∅ داریم

بشمارید: زیر صورت به را Ai مجموعه های اثبات.

که کسͬ (برای بشمارید. را
∪

i∈N Ai است، شده مشخص بالا شͺل در که مسیری از استفاده با

گرفته ام!) نظر در نمره ای کند پیدا را
∪

i∈NAi به N از نظر مورد نگاشت ضابطه ی

کرد؟ ثابت استقراء با ͬ شد م را قبل مثال حͺم آیا .١١ سوال

ثابت حͺم طبیعͬ اعداد درباره ی ͬ توان م استقراء  با که کنید دقت است. منفͬ بالا سؤال پاسخ

درستͬ بتوان p(n) درستͬ از و باشد درست p(٠) اگر طبیعͬ. اعداد مجموعه ی درباره ی نه کرد

است. درست p(n) حͺم n طبیع̞ͬ عدد هر برای که ͬ گیریم م نتیجه آنگاه گرفت، نتیجه را p(n+١)

شماراست. شمارا، مجموعه ی n اجتماع̧ n طبیع̞ͬ عدد هر برای که کرد ثابت ͬ توان م استقرا با مثلا́

طبیعͬ اعداد روی استقراء  با شماراست، شمارا مجموعه ی شمارا تعدادی اجتماع که این اثبات اما

نیست. ممͺن

استقراء از جهان ͷی درون در وقتͬ است. معنائͬ بار دارای نیز فلسفͬ لحاظ از بالا گفته ی

یا جهان آن ̞ˁک͒ل درباره ی حͺمͬ نه ͬ  گیریم م نتیجه جهان آن اعضای درباره ی حͺمͬ ͬ کنیم، م استفاده

نفر شماست. روی پیش افراد از شمارا صفͬ کنید فرض بͽیرید. نظر در را صف مثال آن! بیرون

۴



ام n + ١ نفر که گرفت نتیجه ͬ توان م دارد آبی چشمان ام n نفر که این از و دارد آبی چشمان اول

چشمان دارای دارد قرار صف این در که کس هر که ͬ شود م نتیجه تنها ازاین دارد. آبی چشمان نیز

است! آبی آن چشمان و است چشم دارای هم صف خودِ  که گرفت نتیجه ͬ توان نم اما است؛ ∪آبی
i∈NAi آنگاه باشد شمارا مجموعه های از خانواده ای {Ai}i∈N اگر که کردیم ثابت پس بͽذریم!

شماراست.

شماراست. N×N = {(x, y)|x ∈ N, y ∈ N} مجموعه ی .١٢ مثال

داریم اثبات.

{٠} ×N = {(٠, ٠)(٠, ٠)(١, ٢) . . .}

{١} ×N = {(١, ١)(٠, ١)(١, ٢) . . .}
...

که ͬ دانیم م

N×N =
∪
n∈N

{n} ×N

شماراست. متمایزند، دو به دو که شمارائͬ مجموعه  های از شمارا اجتماعͬ که گفتیم شماراست.

بالا). اثبات (همان شماراست. هم X × Y آنگاه باشند شمارا Y و X اگر .١٣ مثال

شماراست. N از نامتناهͬ مجموعه ی زیر هر .١۴ مثال

عضو کوچͺترین ͷی دارای N از مجموعه  زیر هر باشد. نامتناهͬ A ⊆ N کنید فرض اثبات.

باشند؛ شده پیدا x٠, . . . , xn کنید فرض حال باشد. A عضو کوچͺترین x٠ کنید فرض است.

بͽیرید. نظر در A به N از را زیر تابع بͽیرید. A− {x٠, . . . , xn} عضو کوچͺترین را xn+١

f(i) = xi

است. طبیعͬ عدد ͷی t = n پس باشد. A از دلخواهͬ عنصر t کنید فرض :f بودن پوشا اثبات

t به بالا در مرحله n طͬ از پس حداکثر پس است. n با برابر n از کوچͺتر طبیعͬ اعداد تعداد

بود. خواهد t با برابر ͬͺی حتما f(٠), . . . , f(n− ١) میان از دیͽر بیان به ͬ رسیم؛ م

۵



صفر مساوی یا بزرگتر گویای اعداد Q⩾٠ از (منظورمان شماراست. Q⩾٠ مجموعه ی .١۵ مثال

است.)

اثبات.

Q⩾٠ = {a
b
|a, b ∈ N, (a, b) = ١}

٠ . . .

١
١

١
٢

١
٣

١
۴

١
۵ . . .

شماراست. پس هستند فرد اعداد مخرج ← ٢
١

٢
٣

٢
۵ . . .

شمارا ← ٣
١

٣
٢

٣
۴

٣
۵ . . .

شمارا ← ۴
١

۴
٣

۴
۵ . . .

پس شماراست. مجموعه های از شمارا اجتماعͬ Q⩾٠ گفته ایم، نادقیق طور به بالا در که طور همان

کنید؟ دقیق را بالا اثبات ͬ توانید م آیا شماراست. Q⩾٠

کرد. خواهیم ارائه بالا مثال برای نیز دیͽری اثبات آینده جلسات در

ناشماراست. گنگ) (اعداد Qc مجموعه ی .١۶ مثال

� است. تناقض این که شماراست R = Q ∪Qc آنگاه باشد شمارا Qc اگر اثبات.

۶
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