
دوشنبه نوزدهم، جلسه ی ١

ناشمارا و شمارا نامتناهͬ، و متناهͬ ١ . ١

صورت به را این و ͬ خوانیم،  م همتوان را Y و X مجموعه ی دو که گفتیم کردیم. تعریف را همتوانͬ مفهوم گذشته جلسه ی در

یا بودن، هم اندازه همتوانͬ، معادل واژه ی باشد. موجود Y به X از پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی هرگاه دادیم، نشان X ∼= Y

کنیم: استفاده ͬ توانیم م زیر نماد سه هر از باشند همتوان X, Y مجموعه ی دو که صورتͬ در پس است. بودن هم کاردینال

card(X) = card(Y )

یا

|X| = |Y |

یا

X ∼= Y.

هستند. همتوان زوج اعداد مجموعه ی و طبیعͬ اعداد مجموعه ی مثال عنوان به

E ∼= N

٠ ١ ٢ ٣ ۴ …

↓ ↓ ↓ ↓ ↓

٠ ٢ ۴ ۶ ٨ …

یعنͬ باشد؛ n = {٠, ١, . . . , n− ١} مجموعه ی ͷی با همتوان هرگاه ͬ نامیم م متناهͬ را X دلخواه˼ مجموعه ی ͷی که گفتیم

که باشد موجود چنان n ∈ N هرگاه

X ∼= {٠, ١, . . . , n}.

نباشد. متناهͬ هرگاه دیͽر بیان به نباشد؛ همتوان n ∈ N هیچ با هرگاه ͬ خوانیم م نامتناهͬ را X دلخواه˼ مجموعه ی ͷی همچنین

رو، این از و کنید) ثابت (شما نیست همتوان ͬ ای طبیع عدد هیچ با طبیعͬ اعداد مجموعه ی که کرد ثابت ͬ توان م راحتͬ به

ͷی با طبیعͬ اعداد مجموعه ی کردیم: اشاره دیͽری جالب نکته ی به بالا در است. نامتناهͬ طبیعͬ، اعداد همه ی مجموعه ی

مشخصه ی ͷی ͬ خواهیم م نکته، این از استفاده با زیر در است. همتوان زوج)  اعداد (مجموعه ی خودش  از سره زیرمجموعه ی

کنیم. بیان نامتناهͬ مجموعه های برای کلͬ

برای گفته، این است. بزرگتر خودش جزء از ک͒ل همواره که است بوده این اقلیدس علمͬ کلͬ اصول از ͬͺی که گفتیم

پذیرش مورد یادشده اصل آن در که است بوده متناهͬ دنیائͬ اقلیدس دنیای انگار، است. درست بوضوح متناهͬ مجموعه های

ͬ آید. نم درست نظر به یادشده اصل طبیعͬ) اعداد مثال (مانند ͬ ها نامتناه دنیای در زیرا است؛  بوده

خودش از بخشͬ با اگروتنهااگر است نامتناهͬ X داده شده ی مجموعه ی ͷی کلͬ، طور به که داده ایم نشان زیر قضیه ی در

باشد. همتوان

که طوری به باشد، موجود Y ⫋ X اگر تنها و اگر است نامتناهͬ X مجموعه ی انتخاب) اصل پذیرش صورت (در .١ قضیه

.Y ∼= X

١



پس است. ناتهͬ X − {x٠} مجموعه ی کنید. انتخاب را x٠ ∈ X عنصر باشد. نامتناهͬ X مجموعه ی کنید فرض اثبات.

ناتهͬ X −{x٠, . . . , an} دوباره باشند. شده انتخاب x٠, . . . , xn کنید فرض ͬ کنیم. م انتخاب را x١ ∈ X −{x٠} عنصر

X اعضای از A = {xn}n∈N دنباله ی ͷی بدین سان کرد. انتخاب را xn+١ ∈ X − {x٠, . . . , xn} ͬ توان م پس است

حͺم طرف ͷی کنیم، ثابت را زیر ادعای اگر است. X از سره ای زیرمجموعه ی X − {x٠} که است واضح کرده ایم. انتخاب

است. شده ثابت

X ∼= X − {x٠} ادعا:

مانند پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی است کافͬ ادعا اثبات برای

f : X → X − {x٠}

پس .x = xn که است موجود چنان n ∈ N ͷی آنگاه x ∈ A اگر .x ̸∈ A یا x ∈ A یا آنگاه x ∈ X اگر کنیم. پیدا

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را f نگاشت

f(x) =

xn+١ x = xn ∈ A

x x ̸∈ A

پوشاست. و ͷی به ͷی f تابع که کنید ثابت

به نیز را این نیست. همتوان خودش از جزئͬ با ͬ ای متناه مجموعه ی هیچ که دهیم نشان باید قضیه دیͽر سمت اثبات برای

کنید). (بررسͬ کرد ثابت استقراء با ͬ توان م راحتͬ

است.) همتوان خودش از بخشͬ با (چون است. نامتناهͬ N مجموعه ی .٢ نتیجه

N : ٠ ١ ٢ ٣ ۴ …

E: ٠ ٢ ۴ ۶ ٨ …

ͷی نامتناهͬ. مجموعه های و متناهͬ مجموعه های ͬ شوند؛ م تقسیم کلͬ دسته ی دو به مجموعه ها، که فهمیدیم کنون تا

هستند؛ هم هم اندازه ی E و N که دیدیم بالا در هستند؟ هم هم اندازه ی همه  نامتناهͬ، مجموعه های آیا که است این طبیعͬ سوال

است. طبیعͬ سوال این پرسیدن پس

ͬ ها نامتناه دسته بندی ٢

ͬ نویسیم: م اینصورت در .X ∼= N هرگاه ͬ خوانیم م نامتناهͬ شمارای را X مجموعه ی .٣ تعریف

card(X) = ℵ٠

است. عبری الفبای اول حرف الف، دارد. نام الف صفر بالا، راست سمت عبارت

نباشد. شمارا ولͬ باشد نامتناهͬ هرگاه ͬ خوانیم م نامتناهͬ ناشمارای را X مجموعه ی .۴ تعریف

٢



پوشا و ͷی به ͷی تابعͬ هرگاه است نامتناهͬ شمارای شده، داده مجموعه ی ͷی تعریف، این به بنا کنید. دقت ٣ تعریف به

ͷی توسط بتوان را آن اعضای هرگاه است نامتناهͬ شمارای X مجموعه ی ͷی دیͽر، بیان به باشد. موجود مجموعه بدان N از

نوشت: زیر صورت به دنباله

X = {xn}n∈N

نوشت: ͬ توان م که شماراست دلیل بدین پس N مجموعه ی خودِ

N = {n}n∈N.

زیرا شماراست زوج اعداد مجموعه ی همچنین

E = {٢n}n∈N.

ͷی صورت به نتوان را آن اعضای ولͬ باشد نامتناهͬ که ͬ شود م پیدا مجموعه ای آیا که بپرسیم خودمان از است طبیعͬ حال

کنید: دقت زیر مثال به است! داده را سوال این جواب انگار ۴ تعریف شمرد؟ دنباله 

است. نامتناهͬ ناشمارای حقیقͬ، اعداد از زیرمجموعه ای عنوان به ،(٠, ١) بازه ی که دهید نشان .۵ مثال

کنید. استفاده ۶ قضیه ی از اثبات برای ͬ توانید م شما؛ با ناشماراست بازه، این که این اثبات اثبات.

مثلاً́ داد. نمایش نامتناهͬ شمارای اعشاریِ بسط ͷی با ͬ توان م را (٠, ١) بازه ی در عدد هر

٠٫١٢٣٧٩١٢ . . .

٠٫١١٩٩٩٩٩ . . .

مانند عددی که کنید توجه

٠٫١٢

بسط˼ توسط را

٠, ١٩٩٩٩٩٩٩ . . .

گذراندن نیازمند گفته، این دقیق (فهم داد نشان شمارا بسطͬ با یͺتا طور به ͬ توان م را حقیقͬ عدد هر بنابراین ͬ دهیم. م نشان

است). مقدماتͬ آنالیز دوره ی ͷی

برقرار زیر مانند ͬͺی به ͷی تناظر (٠, ١) بازه ی و N میان پس باشد. شمارا (٠, ١) بازه ی کنید فرض خلف برهان یه حال

است.
٠ → ٠, a٠٠ a٠١ a٠٢ a٠٣ . . .

١ → ٠, a١٠ a١١ a١٢ a١٣ . . .

٢ → ٠, a٢٠ a٢١ a٢٢ a٢٣ . . .
...

n → ٠, an٠ an١ an٢ an٣ . . .

شده اند. لیست بالا در حقیقͬ اعداد تمام پس است، ͷی به ͷی بالا تناظر که آنجا از

٣



بͽیرید. نظر در را زیر عدد

/صفر
بین عددی

به ٩ تا صفر

a٠٠ از غیر

بین عددی

به ٩ تا صفر

a١١ از غیر

بین عددی

به ٩ تا صفر

a٢٢ از غیر

. . .

(٠, ١) بازه ی در موجود اعداد همه ی که فرض این پس است. نشده گنجانده بالا لیست در اما است (٠, ١) بازه ی در بالا عدد

ناشماراست. (٠, ١) بازه ی بنابراین نیست. درست شده اند، لیست بالا در

اعضایش و دارد عنصر بیشتر طبیعͬ اعداد تمام از بازه این واقع، در است. نامتناهͬ شمارای (٠, ١) بازه ی که دیدیم پس

داد. نمایش شمارا دنباله ی ͷی توسط را آنها ͬ توان نم که است زیاد آنقدر

آنگاه a ̸= b اگر .۶ لم

(a, b) ∼= (٠, ١).

خطͬ معادله ی است کافͬ کار، این برای کنیم. پیدا (٠, ١) بازه ی و (a, b) بازه ی بین ͷی به ͷی تناظر ͷی است کافͬ اثبات.

ͬ گذرد. م (b, ١) و (a, ٠) نقاط از که بیابیم را

هم اندازه ی نیز R ̞ˁک͒ل که داده ایم نشان زیر در هستند. ناشمارا و نامتناهͬ آنها همه ی  و هم اندازه اند باز، بازه های همه ی پس

است. نامتناهͬ ناشمارای R پس است. (٠, ١) بازه ی

R ∼= (٠, ١) .٧ مثال

تابع̧ باشد. همتوان R با که کنیم پیدا بازه ͷی است کافͬ قبل لم به بنا پاسخ.

f(x) = arctan(x) : R → (−π

٢
,
π

٢
)

پس پوشاست. و ͷی به ͷی تابع ͷی

R ∼= (−π

٢
,
π

٢
) ∼= (٠, ١)

کرد. خواهیم بررسͬ را مختلفͬ مجموعه های اندازه ی آینده جلسات در

ناشمارا. یا هستند شمارا یا نامتناهͬ مجموعه های نامتناهͬ. یا متناهیند یا مجموعه ها درس: خلاصه ی

ͬ بریم: م پایان به زیر قضیه  ی با را درس

۴



باشد. نامتناهͬ شمارای زیرمجموعه ی ͷی شامل اگر اگروتنها است نامتناهͬ X دلخواه˼ مجموعه ی .٨ قضیه

قضیه ی اثبات در که A مجموعه ی آنگاه باشد،  نامتناهͬ مجموعه ی ͷی X اگر بخوانید. دقت) (به را ١ قضیه ی اثبات اثبات.

.A ⊆ X و است نامتناهͬ شمارای شد، ساخته یادشده

۵
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