
شنبه هجدهم، جلسه ی ١

توابع ١ . ١

ͬ شود. م گفته دوسوئͬ تابع ͷی یا ͷی به ͷی تناظر ͷی پوشا، و ͷی به ͷی تابع̧ ͷی به .١ توجه

چنان g : Y → X یͺتای تابع آنگاه باشد، پوشا و ͷی به ͷی f : X → Y تابع اگر .٢ قضیه

که است موجود

∀x ∈ X g ◦ f(x) = x

و

∀y ∈ Y f ◦ g(y) = y

ͬ دهیم. م نمایش f−١ با و ͬ خوانیم م f وارون تابع را بالا قضیه ی در g تابع .٣ توجه

زیر صورت به را g : Y → X عمل باشد. پوشا و ͷی به ͷی f : X → Y کنیم فرض اثبات.

ͬ کنیم: م تعریف

چنان x٠ ∈ X عنصر پوشاست، f که آنجا از بͽیرید. نظر در را y٠ ∈ Y دلخواه عنصر ـ

.f(x٠) = y٠ که است موجود

که کنید توجه .g(y٠) = x٠ کنیم: مͬ تعریف ـ

Dom(g) = Y .١

است. X به Y از تابع ͷی g .٢

.g(y١) = g(y٢) آنگاه y١ = y٢ هرگاه که دهیم نشان باید دوم مورد اثبات برای

که ͬ شود م نتیجه y١ = y٢ فرض از .y٢ = f(x٢) و y١ = f(x١) کنید فرض

.g(y١) = g(y٢) پس .x١ = x٢ داریم است ͷی به ͷی f که آنجا از . f(x١) = f(x٢)

پوشاست. و ͷی به ͷی g دهید نشان .۴ تمرین

اینکه اثبات

∀x ∈ X g ◦ f(x) = x

١



داریم تعریف طبق y٠ = f(x٠) اگر باشد. دلخواهͬ عنصر x٠ ∈ X کنید فرض

g(y٠) = x٠

یعنͬ

g ◦ f(x٠) = x٠

که این اثبات

∀y ∈ Y f ◦ g(y) = idY

شما. عهده ی به

که باشند گونه ای به g٢ : Y → X و g١ : Y → X کنید فرض یͺتایی. اثبات

.g٢ ◦ f(x) = IdX و f ◦ g٢(y) = IdY و g١ ◦ f(x) = IdX و f ◦ g١(y) = IdY

ͬ دهیم: م نشان باید منظور این برای .g١ = g٢ که کنیم ثابت باید

∀y ∈ Y g١(y) = g٢(y).

که دهیم نشان باید باشد. دلخواه عنصری y٠ ∈ Y کنید فرض

g١(y٠) = g٢(y٠)

که است موجود چنان x٠ ∈ X عنصر پوشاست، f که آنجا از

f(x٠) = y٠

داریم:

g١(y٠) = g١
(
f(x٠)

)
داریم: g١ ◦ f(x) = IdX فرض به بنا

g١(y٠) = g١
(
f(x٠)

)
= x٠

٢



داریم: g٢ ◦ f(x) = IdX فرض به بنا و

g٢(y٠) = g٢
(
f(x٠)

)
= x٠

.g١(y٠) = g٢(y٠) پس

تابع ͷی f : X → Y اگر یعنͬ است؛ درست نیز بالا قضیه ی عکس که دهید نشان .۵ تمرین

که طوری به شود یافت g : Y → X از تابعͬ اگر آنگاه باشد،

∀x ∈ X g ◦ f(x) = x

و

∀y ∈ Y f ◦ g(y) = y

پوشاست. و ͷی به ͷی f آنگاه

X به Y از پوشا تابعͬ آنگاه باشد موجود Y به X از ͷی به ͷی تابعͬ اگر که دهید نشان .۶ تمرین

است. موجود

موجود X به Y از ͷی به ͷی تابع ͷی آنگاه باشد موجود پوشا تابع ͷی Y به X از اگر .٧ قضیه

است.

کنید: تعریف .y ∈ Y عنصرِ برای اثبات.

Ay = f−١(y) = {x ∈ X|f(x) = y}

بͽیرید: نظر در را مجموعه ها از زیر نامتناهͬ خانواده ی

{f−١(y)}y∈Y

g(y) ͬ توانیم م Y در عنصر هر برای کنیم. تعریف را g : Y → X مانند تابعͬ ͬ خواهیم م اینجا در

عنوان به را f−١(y) در عنصری y ∈ Y عنصر هر برای بͽوییم یعنͬ بͽیریم؛  f−١(y) در عنصری را

عمل، این بودن تابع واقع در است. مبهمͬ تعریف تابع، ͷی برای تعریف این کنید. انتخاب g(y)

بدهم شما به y ͷی من اگر یعنͬ نیست. مشخص چندان عمل این خروجͬ زیرا دارد تردید جای

٣



y همان دوباره اگر اما بنام. g(y) را آن و کن انتخاب را f−١(y) در عنصری که ͬ گویید م من به شما

کن! انتخاب g(y) عنوان به را f−١(y) در عنصری که گفت خواهید من به دوباره بدهم، شما به را

شود! دیͽری عنصر عنصر، این شاید

ͷی انتخاب اصل به بنا برسد! دادمان به ͬ تواند م مجموعه ها نظریه ی اصول از ͬͺی تنها جا این در

که طوری به است موجود {X = f−١(y)}y∈Y به Y از g انتخاب تابع

∀y ∈ Y g(y) ∈ f−١(y)

پس

f : I →
∪

Ai ⇒ f(i) ∈ Ai

است. ͷی به ͷی g تابع که کنیم ثابت که است این آن و است مانده باقͬ قضیه از بخش ͷی تنها
١ باشد! شما عهده ی به قسمت،  این اثبات

انتخاب اصل ١ . ٢

بدهم. توضیح کمͬ را اصل این که است لازم کردیم. استفاده انتخاب اصل از قبل قضیه ی در

صورت در است. انتخاب اصل مجموعه ها، نظریه ی اصول از ͬͺی که دیدیم ابتدائͬ درسهای در

صورت به آنچنان اصل این رفت. خواهد بین از ریاضͬ از مهمͬ بخش انتخاب، اصل نپذیرفتن

ͬ کنیم. م استفاده اثباتهامان در آن از شویم متوجه آنکه بی گاهͬ که است شده پذیرفته ما برای طبیعͬ

کنیم. انتخاب عضو ͷی آنها از ͷی هر از ͬ توانیم م باشیم داشته ناتهͬ مجموعه ی متناهͬ تعدادی اگر

آنگاه A١, . . . , An ̸= ∅ اگر واقع در نداریم. انتخاب اصل به نیازی انتخاب، این برای

∃x١, . . . xn x١ ∈ A١ ∧ x٢ ∈ A٢ ∧ . . . xn ∈ An

است. متفاوت کاملا́ حساب نباشد، متناهͬ مجموعه هامان تعداد وقتͬ اما

Πi∈IAi نماد با را خانواده این حاصلضرب باشد. مجموعه ها از خانواده ای {Ai}i∈I کنید فرض

ͬ دهیم. م نمایش

Πi∈IAi = {(xi)i∈I |xi ∈ Ai}

امتحان! سوال برای مناسب ١کاندیدائͬ

۴



دنباله صورت به آن بˀردِ که دانست ∪Ai به I از تابعͬ را Πi∈IAi به عنصرِ متعلق از ͬ توان م معادلا˟

است. شده نوشته
a١∈A١

١
a٢∈A٢

٢
a٣∈A٣

٣ . . .
ai∈Ai

i . . .

آنگاه باشد ناتهͬ مجموعه های از خانواده ای {Ai}i∈I اگر که ͬ گوید م انتخاب اصل

Πi∈IAi ̸= ∅

هر از که است موجود تابعͬ آنگاه باشد، مجموعه ها از ناتهͬ خانواده ای {Ai}i∈I اگر دیͽر بیان به

ͬ دارد. م بر عنصر ͷی آنها از ͷی

∃f : I →
∪
i∈I

Ai ∀i ∈ I f(i) ∈ Ai

همتوانͬ ادامه ی ١ . ٣

ͬ نویسیم: م و ͬ خوانیم م همتوان را Y و X مجموعه ی دو که گفتیم

X ∼= Y

باشد. موجود Y به X از پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی هرگاه
٢ یعنͬ مجموعه هاست؛ کلاس روی ارزی هم رابطه ی ͷی همتوانͬ

X ∼= X آنگاه باشد مجموعه ͷی X اگر .١

Y ∼= X آنگاه X ∼= Y اگر .٢

X ∼= Z آنگاه Y ∼= Z و X ∼= Y اگر .٣

مشابه طور به نیز کلاسها برای هم ارزی رابطه ی مفهوم ولͬ نیست مجموعه ͷی مجموعه ها ی همه کلاس این ٢با

ͬ شود. م تعریف

۵



مجموعه ها همه ی کلاس (∼=) همتوانͬ رابطه ی آموخته ایم، هم ارزی رابطه ی درباره ی آنچه بر بنا پس

متناهͬ را X مجموعه ی ͬ دهیم. م نشان card(X) با را X مجموعه ی کلاس ͬ کند. م افراز را

که طوری به باشد موجود n ∈ N هرگاه ͬ نامیم م

X ∼= n = {٠, ١, . . . , n− ١}

نویسیم مͬ X ∼= n اگر

card(X) = n

∅ ١ ٢ . . . [N] . . .

از خانه اولین افراز این .در دهد مͬ نشان کاردینال ها کلاس به را مجموعه ها تمام افراز بالا شͺل

(حرکت آن از بعد خانه ی است. عضوی صفر مجموعه های همه ی کلاس دهنده ی نشان چپ سمت

همین به نیز بقیه و است عضوی ͷی مجموعه های همه ی کلاس دهنده ی نشان راست) سمت به

ترتیب.

٠, ١, ٢, ٣, . . . , card(N)︸ ︷︷ ︸
=ℵ٠

, . . .

ͬ شود. م گفته کاردینالها اعداد آن به که ͬ دهد م نشان ما به را اعداد از تازه کلاسͬ بالا، جدول واقع در

نیز اعداد این که دید خواهیم کرد. خواهیم گفتگو بسیار جدید اعداد این درباره ی آینده درسهای در

کرد. نیز ضرب و جمع هم با را آنها ͬ توان م حتͬ و مقایسه اند قابل یͺدیͽر با

۶
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