
٩٧/١/٢٧ دوشنبه ، هفدهم جلسه ی ١

روی هم ارزی رابطه ی ͷی R ◦ S که دهید نشان .X مجموعه روی باشند ارزی هم رابطه دو S و R کنید فرض .١ تمرین
١ .R ◦ S = S ◦R اگر تنها و اگر است X مجموعه ی

توابع مبحث ادامه ی ١ . ١

است: تابع ͷی زیر عمل باشد. ثابتͬ عنصر b ∈ Y و باشند مجموعه دو Y و X کنید فرض .٢ مثال

f : X → Y

x 7→ b.

نیست. پوشا و ͷی به ͷی کلͬ حالت در بالا تابع که دهید نشان ͬ شود. م گفته ثابت تابع ͷی بالا، تابع به

است: تابع ͷی زیر عمل باشد. ثابت زیرمجموعه ی ͷی A ⊆ X و باشد مجموعه ͷی X کنید فرض .٣ مثال

f : A → X

x 7→ x

ͬ دهیم. م نشان idX با را آن و خوانیم مͬ همانͬ را f تابع آنگاه A = X اگر مثال این در ͬ خوانیم. م مشمولیت تابع را بالا تابع

idX : X → x

x 7→ x

بͽیرید: نظر در زیر ضابطه ی با P (X) به P (X)× P (X) از را f تابع باشد. ناتهͬ مجموعه ی ͷی X کنید فرض .۴ مثال

f : P (X)× P (X) → P (X)

(A,B) 7→ A ∪B

است؟ ͷی به ͷی فوق تابع آیا

از باید آنگاه باشد ͷی به ͷی f اگر

f(A١, B١) = f(A٢, B٢)

که شود نتیجه

(A١, B١) = (A٢, B٢)

از یعنͬ

A١ ∪B١ = A٢ ∪B٢

تمرین، ͬ گیرد. م نمره ١ کند، حل شفاهͬ صورت به من اتاق در اشͺال بدون کاملا́ صورت به و جزوه به کردن نگاه بدون را تمرین این که هر ١

است. اهداف جزو پاسخ نوشتن نحوه ی ولͬ نیست، دشوار

١



A١ = A٢, B١ = B٢ که شود نتیجه باید

نیست. ͷی به ͷی تابع این پس .(A١, ∅) ̸= (∅, A١) ولͬ .f(A١, ∅) = f(∅, A١) داریم: .A١ ̸= ∅ کنید فرض

طوری را A,B ∈ P (X) مجموعه  های باید تابع، بودن پوشا اثبات برای .Y ∈ P (X) کنید فرض پوشاست. قبل مثال تابع

.f(A,B) = Y که کنیم پیدا

Y ∪ ∅ = f(Y, ∅) = Y که است واضح

بͽیرید: نظر در را زیر عمل باشند. مجموعه دو X,Y کنید فرض .۵ مثال

πX : X × Y → X

(x, y) 7→ x

نیست، ͷی به ͷی πx تابع که دهید نشان ͬ شود. م گفته اول مؤلفه ی روی تصویر تابع بدان که است تابع ͷی بالا عمل

پوشاست. ولͬ

تابع مشابه طور به

πy : (X, Y ) → Y

(x, y) 7→ y

ͬ خوانیم. م دوم مؤلفه ی روی تصویر تابع را آن که ͬ شود م تعریف

ͬ کنیم: م تعریف باشد. دلخواه زیرمجموعه ی ͷی A ⊆ X و باشد تابع ͷی f : X → Y کنید فرض • .۶ تعریف

f(A) : {f(x)|x ∈ A}

ͬ کنیم: م تعریف B؛ ⊆ Y کنید فرض •

f−١(B) = {x ∈ X|f(x) ∈ B}

شود. ابهام موجب f−١ نماد مبادا است. وارون دارای f که نکرده ایم ادعا .٧ توجه

.A ⊆ f−١(f(A)) که دهید نشان .٨ توجه

: ها فرض

f : X → Y

و است تابع

A ⊆ X.

که کنیم ثابت باید A ⊆ f−١(f(A)) کنیم ثابت آنکه برای

∀x ∈ X
(
x ∈ A → x ∈ f−١(f(A))

)

٢



کنیم ثابت باید باشد دلخواهͬ عنصر x٠ ∈ A کنیم مͬ فرض

x٠ ∈ f−١(f(A))

که کنیم ثابت باید منظور این برای f−١ تعریفِ طبق و

f(x٠) ∈ f(A)

.x٠ ∈ A زیرا است واضح f تعریفِ طبق این و

(f(A))١−f؟ ⊆ A لزوماً آیا .٩ سوال

که ͬ دانیم م

x٠ ∈ f−١(f(A)) ⇔ f(x٠) ∈ f(A)

کنید فرض نیست. لزوماً برقرار شده بیان عبارت که داده ایم نشان زیر مثال در

X = {١, ٢, ٣, ۴}

تابع و

f : X → X

کنید فرض .f(x) = ١ باشیم داشته x ∈ X هر برای که بͽیرید نظر در چنان را

A = {١, ٢}.

داریم

f(A) = {١}

f−١(f(A)) = {١, ٢, ٣, ۴}.

f−١(f(A)) = A باشد ͷی به ͷی f اگر دهید نشان .١٠ تمرین

.f(f−١(B)) ⊆ B دهید نشان B ⊆ Y و باشد تابع ͷی f : X → Y کنید فرض .١١ تمرین

f(f−١(B)) = B آنگاه باشد پوشا f اگر دهید نشان .١٢ تمرین

که دهید نشان باشد. دلخواه تابع ͷی f : X → Y کنید فرض .١٣ تمرین

A ⊆ B ⊆ X ⇒ f(A) ⊆ f(B)

C ⊆ D ⇒ f−١(C) ⊆ f−١(D)

f−١(Dc) = (f−١(D))c

f−١(C ∪D) = f−١(C) ∪ f−١(D)

f−١(C ∩D) = f−١(C) ∩ f−١(D)

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)

٣



اگر تنها و اگر است ͷی به ͷی f : X → Y تابع که دهید نشان .١۴ تمرین

∀A,B ⊆ X f(A−B) = f(A)− f(B).

دهیم نشان باید باشند. X از دلخواه مجموعه دو A٠, B٠ و باشد ͷی به ͷی f : X → Y کنیم فرض اثبات.

f(A٠ −B٠) = f(A٠)− f(B٠)

که دهیم نشان باید پس

f(A٠ −B٠) ⊆ f(A٠)− f(B٠)

و

f(A٠)− f(B٠) ⊆ f(A٠ −B٠)

اول: عبارت اثبات

.f(x٠) = y٠ که است موجود چنان x٠ ∈ A٠ −B٠ بنابراین y٠ ∈ f(A٠ −B٠) کنیم مͬ فرض

f(x٠) ∈ f(A٠) داریم x٠ ∈ A٠ که ازآنجا

f(x٠) /∈ f(B٠) کنیم مͬ ادعا x٠ /∈ B٠ که آنجا از

ͷی به ͷی f تابع که آنجا از f(x′
٠) = f(x٠) طوریͺه به است موجود x′

٠ ∈ B٠ آنگاه f(x٠) ∈ f(B٠) اگر : ادعا اثبات

است

x٠ = x′
٠ ∈ B٠

اثبات و دوم عبارت اثبات .f(x٠) ∈ f(A٠)− f(B٠) پس .f(x٠) ̸∈ f(B٠) پس دارد. تناقض x٠ /∈ B٠ فرض با این و

شما. عهده ی به مسأله این عکس قسمت

که دهید نشان باشد. دلخواه مجموعه ی ͷی D ⊆ X × Y کنید فرض .١۵ تمرین

πX(D) = {x ∈ X|∃y ∈ Y (x, y) ∈ D}.

۴
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