
دوشنبه چهاردهم، جلسه ی ١

هم ارزی رابطه ی ١ . ١

برای هم ارزی روابط از ͬ شود. م گفته هم ارزی رابطه ی ͷی باشد، داشته تعدی و تقارنͬ انعکاسͬ، ͬ های ویژگ که رابطه ای به

رابطه ی بͽیرید. نظر در را کلاس ͷی دانشجویان همه ی مجموعه ی مثال، برای ͬ شود. م استفاده مجموعه ͷی تقسیم بندی

افراز) (یا تقسیم بندی بودن هم قد رابطه ی اساس بر ͬ توان م را کلاس این در حاضر افراد است. هم ارزی رابطه ی ͷی بودن همقد

نماینده ای دارای قد)، (هر گروه هر که کنید توجه کرد. همͽروه هستند، هم قد که را افرادی است کافͬ کار این برای کرد.

باشند، همقد فرد دو x, y اگر دیͽر، بیان به کرد. انتخاب نماینده عنوان به را گروه آن از شخص کدام ͬ کند نم فرقͬ اما است،

مجموعه ی آنگاه نباشند، همقد x, y اگر همچنین است. y همقدِ افرادِ مجموعه ی همان دقیقاً x همقدِ افراد مجموعه ی آنگاه

ذهن در را بودن همقد مثال جلسه، این درس سرتاسرِ در ندارد. y با همقد افراد مجموعه ی با اشتراکͬ هیچ x با همقد افراد

بیابید. اثباتها تمام در را آن نمودِ و باشید داشته

ͬ کنیم: م تعریف باشد. دلخواه عنصری x٠ ∈ X کنید فرض باشد. X مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷی R کنید فرض

R رابطه ی تحت x٠ عنصر هم ارزی کلاس = [x٠]R = {y ∈ X|yRx} = {y ∈ X|xRy}

بͽیرید: نظر در را مجموعه ها از زیر خانواده ی باشد. هم ارزی رابطه ی ͷی R که کنید فرض

{[x]R|x ∈ X}

آنگاه x٠��Ry٠ کنید فرض .١ قضیه

[x٠] ∩ [y٠] = ∅

تاتولوژی به بنا است کافͬ اثبات.

¬q → ¬p ⇐⇒ p → q

که آنجا از .z٠ ∈ [x٠] ∩ [y٠] کنید فرض .[x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ کنید فرض .x٠Ry٠ آنگاه [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ اگر که کنیم ثابت

که ͬ گیریم م نتیجه [x٠] = {y|yRx٠} و z٠ ∈ [x٠]

z٠Rx٠
..١

که ͬ گیریم م نتیجه z٠ ∈ [y٠] اینکه از مشابه، طور به و

z٠Ry٠
..٢

که ͬ شود م نتیجه ..١ از است تقارنͬ R که آنجا از

x٠Rz٠
..٣

که ͬ شود م نتیجه ..٣ و ..٢ از R بودن متعدی به بنا

x٠Ry٠

١



بنویسیم: استنتاجͬ صورت به دیͽر بار را اثبات همین بیایید

..١ [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ ⇒ ∃z z ∈ [x٠] ∩ [y٠]

z٠ ∈ [x٠] ∩ [y٠] ͬ کنیم فرض م

..٢ z٠ ∈ [x٠] ∩ [y٠] ⇒ (z٠ ∈ [x٠]) ∧ (z٠ ∈ [y٠])

..٣ z٠ ∈ [x٠] ⇒ z٠Rx٠

..۴ z٠ ∈ [y٠] ⇒ z٠Ry٠

..۵ z٠Rx٠
⇒تقارنͬ x٠Rz٠

..۶ (x٠Rz٠) ∧ (z٠Ry٠)
⇒تعدی x٠Ry٠

..٧ [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ ⇒ x٠Ry٠ ۶ تا ١ به بنا

اگر .٢ قضیه

[x٠] ∩ [y٠] = ∅

آنگاه

x٠��Ry٠

آنگاه x٠Ry٠ اگر که ͬ کنیم م ثابت اثبات.

[x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅

داریم [y٠] تعریفِ به بنا آنگاه x٠Ry٠ اگر

x٠ ∈ [y٠] ..١

داریم است انعکاسͬ R که آنجا از از همچنین

x٠Rx٠

پس

x٠ ∈ [x٠] ..٢

که ͬ گیریم م نتیجه ..٢ و ..١ از

x٠ ∈ [x٠] ∩ [y٠]

بنابراین

[x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅
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.٣ نتیجه

x٠��Ry٠ ⇐⇒ [x٠] ∩ [y٠] = ∅

x٠Ry٠ ⇐⇒ [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅

آنگاه [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ اگر .۴ قضیه

[x٠] = [y٠]

.[y٠] ⊆ [x٠] و [x٠] ⊆ [y٠] صورت، این در که کنیم ثابت ͬ خواهیم م .[x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ که کنید فرض اثبات.

پس .z ∈ [x٠] که کنید فرض

zRx٠ (١).

داریم قبل قضیه ی به بنا [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ که آنجا از

x٠Ry٠ (٢).

که ͬ گیریم م نتیجه تعدی، و (١)و(٢) به بنا

zRy٠.

که ͬ گیریم م نتیجه است، شده انتخاب دلخواه صورت به z که آنجا از .z ∈ [y٠] پس

[x٠] ⊆ [y٠].

.[y٠] ⊆ [x٠] که کنید ثابت شما مشابه طور به

ͬ کنیم: م تعریف باشد. X مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷی R که کنید فرض

X/R = {[x]|x ∈ X}.

طور همان باشند. تکراری ͬ توانند م آن اعضای از برخͬ زیرا مجموعه هاست؛ از خانواده ͷی بالا تعریف در X/R که کنید توجه

آن در را تکرارها ͬ توان م زیرا هست هم مجموعه ͷی واقع در خانواده، این حال، این با .[x] = [y] آنگاه xRy اگر دیدیم که

گرفته ایم. نظر در مجموعه ͷی را X/R درس ادامه ی در گرفت. نادیده

.۵ ∪قضیه
X/R = X

آنگاه باشد مجموعه ͷی A اگر که ͬ کنیم م یادآوری .۶ ∪توجه
A = {x|∃y ∈ A x ∈ y}

آنگاه باشد، مجموعه ها از خانواده ای {Ai}i∈I اگر ∪همچنین
i∈I

Ai = {x|∃i ∈ I x ∈ Ai}

کرده ایم. استفاده اولͬ نمادگذاری از بالا قضیه ی در

٣



که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.

X ⊆
∪

X/R.

دیͽر بیان به x٠Rx٠؛ داریم است انعکاسͬ R رابطه ی که آنجا از .x٠ ∈ X که کنید فرض

x٠ ∈ [x٠].

x٠ ∈
∪
X/R. که ͬ شود م نتیجه بالا توجه به بنا x٠ ∈ [x٠] و [x٠] ∈ X/R که آنجا از

که ͬ کنیم م ثابت ∪حال
X/R ⊆ X

که است معلوم پس x٠ ∈ [y] = {x ∈ X|xRy} ⊆ X که است موجود چنان y ∈ X آنگاه x٠ ∈
∪
X/R اگر

x٠ ∈ X.

که کنید توجه

است. X زیرمجموعه های از مجموعه ای X/R •

ندارند. اشتراک هم با X/R از عضو دو هیچ •

.
∪

X/R = X •

افراز ͷی به X مجموعه ی ͷی روی R هم ارزیِ رابطه ی هر از پس است. X مجموعه ی برای افراز ͷی X/R دیͽر، بیان به

مجموعه ی ͷی برای افراز هر از واقع در که دید خواهیم افراز) دقیق تعریف از (پس آینده درسهای در ͬ یابیم. م دست آن برای

افراز مفهوم̧ دو یعنͬ بدهد. دست به را افراز همان X/R که طوری به ͬ رسیم م مجموعه این روی R هم ارزیِ رابطه ی ͷی به X

هم ارزند. هم با هم ارزی رابطه ی و

هم ارزی رابطه ی ⇔ افراز

مجموعه ی A کنید فرض یعنͬ، هستند؛ آن روی هم ارزی روابط با ͷی به ͷی تناظر در X مجموعه ی ͷی افرازهای دیͽر، بیان به

به را f : B → A تابع̧ باشد. X مجموعه ی روی هم ارزی روابط همه ی مجموعه ی B و باشد X مجموعه ی افرازهای همه ی

کنید: تعریف زیر صورت

f(R) = X/R

آینده درسهای در را پوشا و ͷبه ی ͷی تابع، مفاهیم نباشید. گفته این سختͬ نگران (فعلا́ پوشاست. و ͷی به  ͷی بالا، تابع

دید.) خواهیم

کنید: تعریف زیر صورت به را R رابطه ی ،Z صحیح، اعدادِ مجموعه ی روی .٧ مثال

xRy ⇔ x ≡٣ y ⇔ ∃k ∈ Z y − x = ٣k

کنید. مشخص را X/R و است هم ارزی رابطه ی ͷی R رابطه ی که دهید نشان

۴



R رابطه ی که است روشن پس x ≡٣ x که ͬ دانیم م x ∈ Z هر برای است. انعکاسͬ R که ͬ کنیم م ثابت نخست پاسخ.

رو این از و k ∈ Z عددِ ͷی برای y − x = ٣k آنگاه x ≡٣ y اگر است. تقارنͬ R که ͬ کنیم م ثابت حال است. انعکاسͬ

رابطه ی که ͬ کنیم م ثابت حال .y ≡٣ x پس x− y = ٣k′ که است موجود k′ ∈ Z عددِ یعنͬ x− y = −٣k = ٣(−k)

که موجودند چنان k, k′ صحیح̧ اعداد پس xRy, yRz کنید فرض است. متعدی R

y − x = ٣k z − y = ٣k′

پس

z − x = ٣(k + k′)

یعنͬ

xRz.

هم ارزی کلاس سه دارای تنها رابطه ، این که ͬ کنیم م ادعا حال است. هم ارزی رابطه ی ͷی R رابطه ی که کرده ایم ثابت اینجا تا

که ͬ کنیم م ادعا دیͽر بیان به است؛

X/R = {[٠], [١], [٢]}

پس است. ٠و١و٢ از ͬͺی ٣ بر x ͬ مانده ی باق که ͬ دانیم م باشد. دلخواه صحیح عدد ͷی x که کنید فرض

پس .[x] = [٢] یا [x] = [١] یا [x] = [٠] یا دیͽر بیان به .x ∈ [٠] ∪ [١] ∪ [٣]

X/R ⊆ {[٠], [١], [٢]}.

که است واضح همچنین

{[٠], [١], [٢]} ⊆ X/R

پس

X/R = {[٠], [١], [٢]}.

اعضایِ نیستند، همنهشت ٣ پیمانه ی به هم با ٠و١و٢ میان از عدد دو هیچ که آنجا از که کنید توجه

[٠], [١], [٢]

یعنͬ متمایزند؛ هم با سه هر

[١] ∩ [٢] = ∅, [١] ∩ [٠] = ∅, [٠] ∩ ٢ = ∅

مجموعه ی یعنͬ

X/R

ͬ نویسیم: م است. عضو سه دارای دقیقاً

X/R = X/ ≡٣= Z٣ = {[٠], [١], [٢]} = {٠, ١, ٢}

۵



افراز قسمت ٣ به را صحیح اعداد مجموعه ی ،٣ پیمانه ی به همنهشتͬ رابطه ی از استفاده با بالا، مثال در که کنید توجه

برابر ٣ بر آنها باقیمانده ی که را اعدادی همه ی دادیم؛ نشان [٠] با است صفر ٣ بر آنها باقیمانده ی که را اعدادی همه ی کردیم.

دادیم. نشان [٢] با است ٢ با برابر ٣ بر آنها باقیمانده ی که را اعدادی همه ی و دادیم؛ نشان [١] با است ١ با

کنید: تعریف زیر صورت به را R رابطه ی Z روی n ∈ N دلخواه˼ عدد برای .٨ تعمیم

xRy ⇔ x ≡n y ⇔ ∃k ∈ Z y − x = nk

و است کلاس n با هم ارزی رابطه ی ͷی بالا رابطه ی که دهید نشان

Z/R = {[٠], . . . , [n− ١]}.

کنید: تعریف را زیر رابطه ی D روی باشد. D دامنه ی با دومتغیره تابع ͷی f : R٢ → R که کنید فرض .٩ مثال

(x, y)R(x′, y′) ⇔ f(x, y) = f(x′, y′)

تابع̧ تراز ͬ های منحن همان دقیقاً آن هم ارزی کلاسهای و است هم ارزی رابطه ی ͷی بالا رابطه ی که دهید نشان

ͬ کند.) م افراز تراز ͬ های منحن از استفاده با را تابع دامنه ی بالا، رابطه ی (یعنͬ fهستند

۶
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