
شنبه سیزدهم، جلسه ی ١

ͬ کنیم: م حل تمرین ͷی قبل درس مرور برای جلسه ابتدای در

در زیر صورت به را R رابطه ی P (X ′) روی باشد. X ′ از زیرمجموعه ͷی D و باشد مجموعه ͷی X ′ کنید فرض .١ تمرین

بͽیرید: نظر

R(X,Y ) ⇐⇒ Y = X ∪D

دیͽر: بیان به

R = {(X,Y )|X, Y ∈ P (X ′), Y = X ∪D}

کنید. مشخص را R رابطه ی بˀرد .٢ سوال

Range(R) = {Y ∈ P (X ′)|∃X ∈ P (X ′) (X, Y ) ∈ R} = {Y ∈ P (X ′)|∃X ∈ P (X ′) Y = X ∪D}︸ ︷︷ ︸
A

دهید: قرار

B = {Y ∈ P (X ′)|Y ⊇ D}

که ͬ کنیم م ادعا

Range(R) = B

که دهیم نشان است کافͬ اثبات.
..١ Range(R) ⊆ B

و
..٢ B ⊆ Range(R)

چنان X٠ ∈ P (X ′) مجموعه ی ͷی ،Range(R) مجموعه ی تعریف به بنا Y٠ ∈ Range(R) کنید فرض . ..١ اثبات

که است موجود

Y٠ = X٠ ∪D

داریم Y٠ = X٠ ∪D که آنجا از

D ⊆ Y٠

بنابراین

Y٠ ∈ {Y ∈ P (X ′)|D ⊆ Y } = B

..١ اثبات پایان

ͬ کنیم: م ثابت زیر استنتاج با را ادعا این . ..٢ اثبات

..١ Y٠ ∈ B ⇒ (Y٠ ∈ P (X ′)) ∧ (Y٠ ⊇ D)

..٢ Y٠ ⊇ D ⇒ Y٠ = D ∪ (Y٠ −D)

١



..٣ Y٠ = D ∪ (Y٠ −D) ⇒ ∃X٠ ∈ P (X ′) D ∪X٠ = Y٠

..۴ Y٠ ∈ B ⇒ ∃X٠ ∈ P (X ′) Y٠ = D ∪X٠
..١ , ..٢ , ..٣ به بنا

..۵ Y٠ ∈ B ⇒ Y٠ ∈ Range(R) ..۴ به بنا

روابط ͬ های ویژگ ١ . ١

باشد. X مجموعه ی روی رابطه ای R کنید فرض

هرگاه ͬ خوانیم م ١ انعکاسͬ را R رابطه ی .٣ تعریف

∀x ∈ X xRx

داریم بͽیرید. نظر در X دلخواه˼ مجموعه ی ͷی روی را تساوی رابطه ی .۴ مثال

∀x ∈ X x = x

است. انعکاسͬ رابطه، این پس

رابطه ی ͷی نیز P (X) مجموعه ی ͷی روی ⊆ رابطه ی پس است خودش مجموعه ی زیر مجموعه ای هر همچنین .۵ مثال

است. انعکاسͬ

داریم بͽیرید. نظر در {∅, {∅}} مجموعه ی روی را ∈ رابطه ی نقض). مثالِ (دو ۶ مثال

∅ /∈ ∅

بͽیرید: نظر در را زیر رابطه ی انسانها، مجموعه ی روی اگر همچنین نیست. انعکاسͬ رابطه این پس

xRy ⇐⇒ باشد x yپدرِ

است. انعکاسͬ غیر نیز رابطه این

کنید تعریف باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .٧ تمرین

∆X = {(x, x)|x ∈ X}.

اگر تنها و اگر است انعکاسͬ X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی که دهید نشان

∆X ⊆ R.

هرگاه ͬ خوانیم م ضدِّانعکاسͬ R رابطه ی .٨ تعریف

∀x ∈ X x��Rx

١reflective

٢



نیست: درست زیر جمله ی که کنید توجه

است. انعکاسͬ ضد نباشد، انعکاسͬ که رابطه ای هر

انعکاسͬ. ضد نه و باشد انعکاسͬ نه که بزنید مثال رابطه ͷی .٩ تمرین

پس: بخوانیم. غیرانعکاسͬ نباشد، انعکاسͬ که را رابطه ای بیاید

∀x xRx انعکاسͬ: .١

∃x x��Rx انعکاسͬ: غیر .٢

∀x x��Rx انعکاسͬ: ضد .٣

هستند: ضدانعکاسͬ زیر رابطه های .١٠ مثال

xRy ⇔ است x پدر y

انسانها. مجموعه ی روی

xRy ⇔ x ∈ y

.P (X) مجموعه ی ͷی روی

هرگاه ͬ خوانیم م ٢ تقارنͬ را X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی .١١ تعریف

∀x, y ∈ X
(
xRy → yRx

)
هستند. تقارنͬ روابطͬ مجموعه دو بودن مجزا و (x ̸= y) تمایز و (x = y) تساوی رابطه های که کنید بررسͬ .١٢ مثال

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به P (X) مجموعه ی ͷی روی بودن مجزا رابطه ی

XRY ⇐⇒ X ∩ Y = ∅

نیستند. تقارنͬ ۶ مثالِ در آمده رابطه های که دهید نشان نقض). (مثال ١٣ مثال

هرگاه نیست)  تقارنͬ (یعنͬ است غیرتقارنͬ X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی .١۴ توجه

∃x, y ∈ X (x, y) ∈ R ∧ (y, x) ̸∈ R.

هرگاه ͬ خوانیم م پادتقارنͬ را X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی .١۵ تعریف

∀x, y ∈ X
(
xRy ∧ yRx → x = y

)
پادتقارنͬ دو هر P (X) صورت به مجموعه ͷی روی ⊆ رابطه ی و X مجموعه ی ͷی روی = رابطه ی که کنید بررسͬ .١۶ مثال

هستند.
٢symmetric

٣



نیستند. پادتقارنͬ انسانها از مجموعه ͷی روی بودن همسن  و دوستͬ روابط که دهید نشان نقض). (مثال ١٧ مثال

نه که بزنید مثال رابطه ͷی تمرین، عنوان به است. پادتقارنͬ حتما نباشد تقارنͬ که رابطه ای هر که نیست چنین .١٨ توجه

پادتقارنͬ. نه و باشد تقارنͬ

هرگاه ͬ خوانیم م متعدّی را X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی .١٩ تعریف

∀x, y, z ∈ X
(
xRy ∧ yRz → xRz

)
بودن مجموعه زیر و انسانها، مجموعه ی در بودن همسن ،X مجموعه ی ͷی روی تساوی رابطه ی که کنید بررسͬ .٢٠ مثال

هستند. متعدی سه هر P (X) مجموعه ی ͷی روی

رابطه ی و انسانها مجموعه ی روی دوستͬ رابطه ی که کنید بررسͬ نقض). (مثال ٢١ مثال

xRy ⇔ است x پدر y

هستند. نامتعدی روابطͬ

هرگاه ͬ خوانیم م تام را X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی بودن). (تام ٢٢ تعریف

∀x, y ∈ X
(
xRy ∨ yRx

)
پدری. رابطه ی نقض). (مثال ٢٣ مثال

تمرین چند ٢

R ◦R ⊆ R اگر تنها و اگر است متعدی X مجموعه ی روی R رابطه ی که دهید نشان .٢۴ تمرین

که ͬ کنیم م یادآوری نخست اثبات.

(x, y) ∈ R ◦R ⇐⇒ ∃z R(x, z) ∧R(z, y)

آنگاه باشد متعدی R رابطه ی اگر که ͬ دهیم م نشان نخست

R ◦R ⊆ R

که ͬ شود م نتیجه (x, y) ∈ R ◦R که این از .(x, y) ∈ R ◦R و است متعدی R کنیم فرض

∃z٠ (x, z٠) ∈ R ∧ (z٠, y) ∈ R (∗)

که ͬ شود م نتیجه R بودن متعدی و (∗) به بنا

(x, y) ∈ R

۴



است. متعدی R آنگاه R ◦R ⊆ R اگر که ͬ کنیم م ثابت حال

R ◦R ⊆ R فرض:

حͺم:

(x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ R ⇒ (x, z) ∈ R

که ͬ شود م نتیجه (y, z) ∈ R و (x, y) ∈ R اینکه از .R ◦R ⊆ R و (y, z) ∈ R و (x, y) ∈ R کنید فرض

(x, z) ∈ R ◦R

که ͬ گیریم م نتیجه R ◦R ⊆ R فرض از

(x, z) ∈ R.

.∆X ⊆ R اگر تنها و اگر است انعکاسͬ X مجموعه ی روی R رابطه ی که دهید نشان .٢۵ تمرین

که ͬ کنیم م ثابت و است انعکاسͬ R که ͬ کنیم م فرض نخست اثبات.

∆X ⊆ R

پس .(x, x) ∈ R که ͬ گیریم م نتیجه است انعکاسͬ R که این به بنا .(x, x) ∈ ∆X کنید فرض

∆X ⊆ R.

به بنا بͽیرید. نظر در را x٠ ∈ X دلخواه عنصر است. انعکاسͬ R که کنیم ثابت ͬ خواهیم م .∆X ⊆ R کنید فرض حال

داریم: ٣ قطری رابطه ی تعریف

(x٠, x٠) ∈ ∆X

که ͬ گیریم م نتیجه ∆X ⊆ R فرض از حال

(x٠, x٠) ∈ R

است. انعکاسͬ R که ͬ گیریم م نتیجه است، شده انتخاب دلخواه طور به x٠ که آنجا از

به (پاسخ است. تساوی رابطه ی پادتقارنͬ، هم و تقارنͬ هم و باشد انعکاسͬ هم که رابطه ای تنها که دهید نشان .٢۶ تمرین

شما). عهده ی

اگر تنها و اگر است تام X مجموعه ی روی R رابطه ی که دهید نشان .٢٧ تمرین

R ∪R−١ = X ×X

ͬ خوانیم. م X روی قطری رابطه ی را ∆X ٣رابطه ی

۵



.(y٠, x٠) ∈ R یا (x٠, y٠) ∈ R یا است تام R که آنجا از آنگاه (x٠, y٠) ∈ X ×X اگر باشد. تام R کنیم فرض اثبات.

داریم: است، شده انتخاب دلخواه طور به (x٠, y٠) که آنجا از .(x٠, y٠) ∈ R−١ یا (x٠, y٠) ∈ R یا پس

X ×X ⊆ R ∪R−١.

که این اثباتِ

R ∪R−١ ⊆ X ×X :

پس است X روی رابطه ͷی R ͬ دانیم م

R ⊆ X ×X

پس است X روی رابطه ͷی R−١ دانیم مͬ

R−١ ⊆ X ×X

پس

R ∪R−١ ⊆ X ×X

آنگاه باشد تام R اگر که کرده ایم ثابت اینجا تا

X ×X = R ∪R−١.

کنید فرض حال

X ×X = R ∪R−١

ͬ دانیم م بͽیرید. نظر در را x٠, y٠ ∈ X دلخواه عناصر است. تام R که کنیم ثابت ͬ خواهیم م

(x٠, y٠) ∈ X ×X

پس

(x٠, y٠) ∈ R ∪R−١

است. تام R رابطه ی پس y٠Rx٠ صورت این در که (x٠, y٠) ∈ R−١ یا x٠Ry٠ اینصورت در که (x٠, y٠) ∈ R یا پس

بͽیرید: نظر در را زیر رابطه ی طبیعͬ، اعداد مجموعه ی روی .٢٨ تمرین

xRy ⇔ x ≤ y.

دارد؟ را درس این در شده معرفͬ ͬ های ویژگ از ͷی کدام ترتیب) (رابطه ی بالا رابطه ی

۶
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