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چͺیده

تا کوشیده ام جزوه، این در است. اصفهان صنعتͬ دانشͽاه در ریاضیات مبانͬ تدریس ترم دو حاصل پیش رو جزوه ی

ͬ ها پیچیدگ با ریاضͬ علم̧ از شاخه ͷی عنوان به بلͺه ریاضͬ، کارشناس̞ͬ مدرک مبانͬ عنوان به نه را، ریاضͬ مبانͬ

بیشتر را درس وقت و کرده ام خودداری دبیرستانͬ مفاهیم کسالت آورِ تکرار از رو این از کنم. تدریس آن ظرافتهای و

کرده ام. بی نهایتها و منطق ریاضͬ، علم موضوعه ای اصل پایه های با دانشجویان کردن آشنا صرف

این تدریس جرأتِ خود به گرایشͬ هر با استادی هر عموماً است. مˀمتَن̧ع سʿهل̞ امور آن از ریاضͬ مبانͬ تدریس

گزینه اولین لین و لین  معروف کتاب که است شده نوشته موضوع این با فراوانͬ کتابهای همچنین ͬ دهد. م را درس

تألیف و تدریس نگارنده، نظر از حال، این با ͬ دادند. م درس را همان نیز ما دانشجویی زمان است. مدرسͬ هر برای

شد:  خواهد ختم چیز ͷی به تنها باشد، تاریخͬ و منطقͬ ظرافتهای شناساندن و دریافتن بدون اگر ریاضͬ، مبانͬ

این با لین، و لین کتاب ١ پیچیده ! قضایای میان سردرگمͬ دیͽر نیمͬ و دبیرستانͬ تکراری تعریفهای ترم از نیمͬ

روشن چندان منطق، ضرورت به نسبت کتاب این رویͺرد است. ابهام برانگیز است، دقیقͬ و خوب بسیار کتاب که

کوتاه تلاشͬ و منطق به گذرا نگاهͬ اول، بخش در نیز، کتاب این در ریاضͬ، دیͽر کتابهای بسیاری مانند نیست.

ریاضͬ معمول روش و است شده گذاشته کنار دیͽر،منطق فصلهای در سپس و است، شده آن ضرورت اثبات برای

ابهامهائͬ رفع برای تلاش جزوه، این تألیف در من اصلͬ رویͺرد که بͽویم است بهتر ٢ است. شده حاکم کتاب بر

پیش دانشجویان از بسیاری برای ابهامها این که ͬ دانم م داشته ام. درس این در دانشجوئͬ اوان در خود، که است بوده

است. ریاضͬ مبانͬ و منطق رشته ی با آشنائͬ دقیقاً نیازمند آنها رفع شاید و ͬ آید، م

این در است. ریاضͬ منطق با آن مستقیم شدن درگیر و ساده زبان مشابه، کتابهای به نسبت کتاب این قوت شاید

حضورش بلͺه است، نشده بیان اول فصول در گذرا صورت به تنها ریاضͬ، منطق مبانͬ کتابهای سایر خلاف بر کتاب،

دانشجویان معلم وار کتاب، این تا کوشیده ام ریاضͬ، دقت حفظ برای تلاش بر علاوه است. ساری کتاب سراسر در

بیشتر کتاب، این نگارش در من لحن که کنم تأکید باید پس کند. آشنا نیز ریاضͬ متون نوشتن درست نحوه ی با را

است. سودمندتر کارشناسͬ، اول ترم کتاب ͷی برای لحن، این که است این احساسم محققانه. تا است معلمانه

به تشویق که کسͬ توسط اشعار، این آوردن که دارم قبول است. این بر تأئیدی نیز فصل هر ابتدای در اشعار آوردن

عنوان به شعر، از استفاده فرهنگ مروج ͬ خواهم نم که این با حال، این با است. تناقض آمیز ͬ کند، م استدلال و منطق

در را اشعار این است آمده حیفم کشورم، همین فرهنگ پرورده ی هم من که آنجا از باشم، تمام کننده حجت و برهان

نکنم! مصرف نوشته این جای جای

ͬ گیریم. م یاد را مجموعه ها اشتراک و اجتماع داریم که افتاد ما به چشمش ͷانیͺم دانشجوی ͷی دانشجوئͬ، دوران خوابͽاه در ١

ولͬ بͽویم. او به را دبیرستان ریاضͬ و ریاضͬ مبانͬ میان فرض نتوانستم من زمان آن خوانده ایم. دبیرستان در را ها این ما که زد پوزخندی

کند. پیدا را سوال این جواب راحتͬ به کتاب، این خواننده ی کنم فکر
کتابهای بهترین از بروجردیان، ناصر دکتر آقای بزرگوارم، استاد نوشته ی ریاضͬ» مقدمات و «مبانͬ ارزشمند کتاب که است ذکر به لازم ٢

کرده ام. استفاده کتاب این مثالهای از ارادت، سرِ از صورت هر در ولͬ ناخواسته، یا خواسته احتمالا˟ اینجانب و است موجود



نگارش در حتͬ است. امͺان پذیر کار، این نظرم به و ͬ کنم م تدریس ترم ͷی در خودم را کتاب این محتویات تمام

بود. شده مشخص نیز درس جلسه های شماره ی اولیه،

قدردان صمیمانه است. کشیده  پیری» «دˀرسا همسرم، را دیͽرم جزوات از بسیاری و جزوه این اولیه تایپ زحمت

صورت به مدتها جزوه این ͬ کرد. م توجهͬ قابل افت تدریسم کار کیفیت ایشان بدون هستم. ایشان سپاسͽزارِ و

بر ٣ همͺاران برخͬ پیشنهاد به است. شده واقع خوانندگان توجه مورد که شده ام متوجه و است بوده موجود برخط

شد. خواهد محقق آینده، در امر این ان شاءلله کنم. تبدیل کامل کتابی به را آن تا شدم آن

زیر: آدرس در آن، فیلم های و است شده فیلم برداری بعد) به مجموعه ها نظریه ی بخش (از اخیرم تدریس

https://mohsen-khani.github.io/9899-1/

ͬ کند، م فیلمها این ضمیمه ی آپارات که تبلیغاتͬ از صرف نظر شده اند. بارگذاری آپارات سایت در والبته هستند،  موجود

همسرم نیز را فیلمها ویرایش و فیلم برداری زحمت تمام هستند. کتاب محتوای بر مناسبی افزونه ی فیلمها این نظرم به

ͬ گیرد. م وقت بیشتر خیلͬ ͬ رسد، م نظر به آنچه از کار این و ـــ است کشیده

است. وخیم بسیار منطق فهم لحاظ از ما دانشجویان اوضاع که دریافته ام معلمیم، کوتاه تجربه ی طͬ در

چالش به منطقͬ ساده ی مفاهیم فهم در هستند، چابͺتر و سریع تر بسیار اساتید از محاسبات در که دانشجویانͬ

که فرصتͬ که ͬ کند م تشویق مدام را دانش آموزان که است دبیرستانͬ آموزش سیستم ͷبی ش امر، این علت ͬ افتند. م

تست زنͬ ͬ های توانائ این که است جاهائͬ آن از ریاضͬ، مبانͬ بͺنند. زدن تست صرف کنند، فهمیدن صرف باید را

پیش و نمره  کسب نگران آنکه جای به درس، این در که ͬ کنم م خواهش صمیمانه دانشجویانم از ͬ آید. نم کار هیچ به

شمرند. مغتنم درس این در ریاضͬ ذهن شالوده ی کردن محͺم  برای را فرصت باشند، هم قطاران از افتادن

به افسوس، با و پیری، درسا همسرم به احترام با را، سطور این تألیف در معلمانه ام جوشش حاصل نهایت، در و

شد. سپری معلمͬ به نیز او عمر سالهای که ͬ کنم م تقدیم خانͬ ͬ اصغر عل مرحومم، پدر پیشͽاه

گذار که بͽذرد تو بر سالها

پدرت تربت سوی نکنͬ

خیر کردی چه پدر جای به تو

پسرت از داری چشم همان تا

سعدی

اسدالهͬ دکتر آقای ٣بخصوص

٢
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پیشͽفتار

کرد آینه در که جلوه ͷی به تو روی حسن

افتاد اوهام آیینه ی در نقش همه  این

حافظ

از تعریفͬ به نخست است بهتر بͽویم، سخن بشری علم از شاخه ای عنوان به ریاضͬ، مبانͬ درباره ی که آن از پیش

بپردازم. نالج) گاهͬ، (آ دانائͬ با آن تفاوت بیان و ساینس) (دانش، علم

دانشͽاه، استاد ͷی ͬ شود. م حاصل مطالعه یا تجارب کسب از استفاده با انسان، در که است کیفیتͬ دانائͬ،

ͬ تواند م نیز ͬ کند م کار مزرعه در که کشاورز ͷی حال عین در باشد؛ دانا دارد، که زیادی مطالعات سبب به ͬ تواند م

نیست، خبر با دیͽر کس ͬ های دانائ از کسͬ عموماً باشد. دانائͬ فرد است کرده کسب زندگͬ در که تجاربی سبب به

شاید را خوش سخن و دانا چنین افراد نمونه ی باشد. برداشت قابل او «سخنان» یا رفتار از دانائͬ این که این مͽر
۴ باشیم. دیده خود اطرافیان در ما همه ی

کشاورز فرزند است ممͺن مثلا́ کرد. منتقل دیͽر کسان به را آن نتوان شاید که است این گاهͬ دانائͬ مشͺل

به را آن کسب روش یا خود دانائͬ تدریس توانائͬ پدر که دلیل این به شاید نبرد؛ بهره ای هیچ دانائͬ از بالا، مثال

بوده دشواری کار دانائͬ آن انتقال اصولا˟ است، آمده بعدی بند در که مثالͬ مانند هم، شاید است. نداشته خود فرزندِ

باشد.

الهام طریق به شاید بلͺه مطالعه، و تجربه طریق از تنها نه شخص جا این در است. «معرفت» دانائͬ، از مثال ͷی

دیͽران به را خود دانائͬ نتواند عارف شاید که است برقرار قبلͬ مشͺل همان هم باز ولͬ است. کرده دانائͬ کسب

دیͽران که ͬ بینند م و ͬ دانند م را چیزهائͬ آنها که ͬ شود م برداشت ادعا این عارفان سخن از عموماً کند. منتقل

کنند! درک که نرسند مقامات بدان هیچͽاه شاید آن، از بدتر و ͬ بینند؛ نم و ͬ دانند نم

من یار شد خود ظن از کسͬ هر

من اسرار نُجست من درون وز

به کنند، سعͬ اگر حتͬ دیͽران که ͬ دانم م چیزهائͬ «من که: ͬ شود م برداشت چنین مولوی، از بالا مشهور بیت از

فهمیده اند». خودشان ظن

سخن با که ͬ شود م گفته ͬ ای دانائ به دانش ͬ کند. م نمایان را دانائͬ و دانش تعریف میان تفاوت دقیقاً گفته، این

دنیای در باشد. دیͽران به انتقال قابل منطق) (یعنͬ مشخص قاعده های دارای و مشترک زبان ͷی در نوشتن و گفتن

داشته وجود هم اگر چیزها آن فهمید». نخواهند هرگز دیͽران که ͬ دانم م چیزهائͬ «من گفت ͬ توان نم هیچͽاه علم

و نگارش به منطق طریق از که ͬ آیند م حساب به علم زمانͬ دقیقاً چیزها آن واقع در ͬ شوند. نم محسوب علم باشند،

دانائͬ، ͷی صورت، بدین بیفزایند. آنها بر امͺان صورت در و برسند دانائͬ به خواندشان با نیز دیͽران و درآیند سخن

و ͬ شود م تبدیل علم به همان دوباره و ͬ شود م عمومͬ دانائͬ ͷی به تبدیل سپس ͬ آید، درم علم صورت به نخست

منبع درباره ی او از وقتͬ است. ͬ گفته م حͺیمانه بس سخنانͬ که است شده آشنا روستائͬ مرد ͷی با که ͬ کرد م تعریف دوستͬ ۴

کنم! فکر زیاد مجبورم ندارم، سواد که آنجا از من راستش، که است شنیده پاسخ چنین است، پرسیده اطلاعاتش

۴



ͬ یابد. م ادامه  روند این

انتقال برای که گفتیم نیز ۵ است. به صورت نوشتار یاگفتاروقابل انتقال درآمده دانائͬ همان نوعͬ، به علم که گفتیم پس

و سخنان بتواند یابد، تسلط آن بر که کس هر که زبانͬ هستیم. مشترک زبانͬ نیازمند علم، به آن تبدیل یعنͬ دانائͬ،

مهم است. انگلیسͬ یا فارسͬ مثلا́ زبان زبان،  ͷی از فراتر چیزی علمͬ زبانِ ͷی درواقع کند. درک را ما نوشته های

علم، زبان واقع، در باشد. داشته وجود آرا تضارب و فهماندن و کردن استدلال برای مشترک قواعدی که است این
۶ است. منطقͬ زبان ͷی

زبانهای از است ترکیبی ریاضیات زبان ͬ شود. م بیان ریاضیات زبان در بشری جدید علوم از عمده ای بخش

بدون ریاضͬ تحصیل بدینسان، ریاضͬ. منطق یعنͬ ریاضͬ، استدلالͬ قواعد و انگلیسͬ،  و فارسͬ مانند گفتن،  سخن

من دانشجویان زمانͬ تنها نیست. پذیر امͺان زبان آن در استدلال نحوه ی کارگیری به و پذیرفتن و آن زبان فراگرافتن

موضوعه ی اصول حتͬ و استدلالها ثانیاً و بدانند را فارسͬ زبان اولا که بپذیرند را ͬ کنم م تدریس من آنچه ͬ توانند م

باشند. داشته قبول مرا

اثبات ریاضیات در که قضیه ای هر پشت آماده ایم: ریاضͬ» مبانͬ «علم بحث به ورود برای بعد به جا این از

استدلالها، این از بسیاری حال، این با دارند. قبول را استدلالها آن ͬ دانان ریاض که دارد قرار استدلالهائͬ ͬ شود، م

آن ترتیب همین به ͬ کنند. م مربوط دیͽر قضیه ی ͷی درستͬ به را ریاضͬ قضیه ی ͷی درستͬ که هستند گونه ای به

ͬ رساند م «قضیه ای»  به را ما مسیر، این دادن ادامه  است. شده نتیجه قبلͬ قضایای از درست استدلال با نیز قضیه ،

باشند. داشته قبول را آن همه  داریم انتظار که ͬ رسد م نظر به بدیهͬ و طبیعͬ قدر آن و ندارد وجود آن برای اثباتͬ که

اصول ͬ نامیم. م موضوعه اصول را اولیه قضایای آن باشد. متناهͬ باید بازگشتͬ سیر این که است این مهم نکته ی

هستند! خودشان برای اثباتͬ خودشان که بدیهیند آنقدر موضوعه،

کنیم: ثابت هم با را ریاضͬ قضیه ی ͷی بحث، دادن ادامه از پیش بیایید

ͬ سازد). م راست خط ͷی که است زاویه ای با برابر (یعنͬ است درجه ١٨٠ مثلث ͷی داخلͬ زوایای مجموع .١ قضیه

داریم: موازی اند، d٢ و d١ خطوط که آنجا از اثبات.

x٢ = c , x١ = b (∗)

داریم: بنابراین ͬ سازد. م درجه ١٨٠ زاویه ی ͷی خطͬ هر که ͬ دانیم م

x١ + a+ x٢ = ١٨٠o (∗∗)

چنین تعداد البته و کنند؛ تولید علمͬ مقاله ی ͬ توانند م نیز ندارند کافͬ علمͬ بصیرت که کسانͬ حتͬ نباشد. آن پشت بصیرتͬ اگر ۵حتͬ

کیفیت ارزیابی برای مختلفͬ سیستمهای است. مشͺل نیز علمͬ آثار میان شدن قائل تمایز علم، امروزی معنای در حتͬ نیست! کم افرادی

کافͬ باشیم، داشته مشͺلͬ کسͬ با اگر محض ریاضͬ «در گفت: من به روزی زیلبر بوریس  نیستند. اتکا قابل هیچͺدام که دارند وجود علم

است!» سختتر تو قضیه های از من قضیه های که بͽوییم او به است
معناست. همین به نیز است، شده گرفته آن از Logic که «Logos» یونان̞ͬ کلمه ی و ͬ آید،  م سخن یعنͬ «نطق»  از منطق ۶کلمه ی

۵



که ͬ گیریم م نتیجه (∗∗) در (∗) اطلاعاتِ جایͽذاری با

a+ b+ c = ١٨٠o.

است. شده استفاده زیر مواد از قضیه این اثبات در ͬ بینید م که طور همان

ریاضͬ). حروف و فارسͬ (زبان زبان .١

داشتیم). جا این از را مقادیر جایͽذاری مجوز (مثلا́ کردن استدلال صحیح نحوه ی با آشنایی .٢

قبلͬ) (دانسته های شده اند ثابت قبلا که قضیه هایی برخͬ با آشنایی .٣

اصول موضوعه ی از ͬͺی با معادل برابرند، b و x١ زوایای آنگاه باشند موازی d٢ و d١ خط دو اگر که این که کنید دقت

ͷی که کردیم استفاده دانسته این از همچنین کردیم. استفاده بالا اثبات در دانسته این از ما است. اقلیدسͬ هندسه ی

ͬͺی ͬ شود م که گفتیم یعنͬ گرفتیم. ͷکم (∗∗) و (∗) از نیز اثبات از بخشͬ در ͬ سازد. م درجه ١٨٠ زاویه ی خط،

است. کردن استدلال قانون ͷی این کرد. جایͽذاری دیͽری در را آنها از

که است، مشخص پنج دارای هندسه این که ͬ دانیم م ͷنی است. اقلیدسͬ هندسه ی در قضیه ͷی بالا، قضیه ی

ͬ شود. م نتیجه آنها از استدلال، متناهͬ تعداد با نحوی به قضیه ای هر

این پاسخ یافتن فکر این به ریاضیدانان ریاضͬ، علم مختلف شاخه های پیشرفت با همزمان بیستم،  قرن اوایل در

افتادند: سوال

ͬ گردند». برم آنها به ریاضͬ استدلالهای تمامͬ که هستند اولیه اصول  «کدام

را شیوه ها این هستند. مشخصͬ و محدود شیوه های ریاضͬ، در کردن استدلال شیوه های که کنید توجه

شیوه های همراه به را ریاضͬ موضوعه ی اصول اگر پس کرد. منتقل برنامه  نویسͬ طریق از نیز رایانه ͷی به ͬ توان م

و تولید را ریاضͬ قضایای تمامͬ و کند فکر ریاضیدانان جای به بتواند باید رایانه آن بدهیم، رایانه ͷی به استدلال

شود. خارج ماشین این از آنچه هر ͬ شود م ریاضͬ علم واقع در کند. اثبات

آیا بود: آلمانͬ برجسته ی ریاضیدان هیلبرت،  معروف سوالات از ͬͺی موضوع واقع در گفتم، بالا بند در آنچه

قضایای تمامͬ تا دارد رایانه ای الͽوریتم به استنتاج روش متناهͬ تعداد همراه به را اصول از متناهͬ تعداد است ممͺن

کند؟ تولید را ریاضͬ

هندسه ی مانند ریاضیات، علم اولیه ی اصول واقع، در است. خیر دیͽر بخشͬ و آری سوال، این از بخشͬ پاسخ

پذیرفته ریاضیات اولیه ی اصول عنوان به گوناگونͬ سیستمهای حتͬ است. مشخص و شده شناخته امروز اقلیدسͬ،

سیستمهاست. این از ͬͺی شناساندن ریاضͬ، مبانͬ درس اهداف مهمترین از ͬͺی هستند. شده

قضایای از ͬͺی موضوع ͬ شود، م نتیجه اصول این از لزوماً ریاضͬ قضیه ی هر آیا که سوال، این دوم قسمت اما
٧ ͬ گنجد. نم ریاضͬ مبانͬ درس در آن،  به پرداختن حال این با است؛ منفͬ سوال این پاسخ است. منطق علم در مهم

مطمئن که طوری به بͽیریم، نظر در شود تولید الͽوریتم ͷی توسط که را موضوعه اصول از سیستم ͷی اگر گودل، از قضیه ای به بنا ٧

۶



واقع، در درس این در پرداخت. نخواهیم بالا سوال دشواریهای همه ی به ریاضͬ مبانͬ درس در نباشید! نگران

پرداخت: خواهیم زیر امور به

کرد. خواهیم ارائه را ریاضیات برای شده پذیرفته اصول موضوعه ایِ سیستم ͷی .١

دانسته های از بخشͬ چه نیز و هستند استوار سیستم این بر ما ریاضͬ دانسته های اکثر چͽونه که دید خواهیم .٢

ͬ شوند. نم مربوط سیستم این به ما ریاضͬ

آموخت. خواهیم سیستم این چهارچوب در را کردن استدلال صحیح روشهای .٣

دید خواهیم ͬ گیرند. م قرار سیستم این کجای در نامتناهͬ و بی نهایت مانند رازآلودی مفاهیم که دید خواهیم .۴

کرد. خواهیم دسته بندی نیز را ͬ ها نامتناه و نیستند هم هم اندازه ی ͬ ها نامتناه ریاضیدانان برای که

کرد. جایͽزین دیͽری اصول با ͬ توان م را شده معرفͬ سیستم از اصولͬ چه که ͬ کنیم م بررسͬ سرآخر، .۵

نوشتن درست و کردن استدلال صحیح نحوه ی با آنچنان که است این دوره این پایان از پس دانشجویان از من انتظار

دهند. تشخیص سˀست استدلالهای و اشتباه جملات از را ریاضͬ درست استدلالهای و جملات خود˂ که شوند آشنا

بدانند انشاء ͷی موضوع عنوان به را سوال هر بیاموزند. را نوشتن روش و کردن فکر روش دانشجویانم که دارم انتظار

ͷی که باشد گونه ای به باید انشاء این بنویسند. انتها و بسط شروع،  دارای خواندنͬ، و دقیق انشاء ͷی پاسخش در و

من، با درس این گذراندن از پس که است این انتظارم نیز کند. درک و دنبال را آن دردسر بی ریاضͬ، متخصص

نشونم: دانشجویانم از را زیر سوالهای مانند سوالهایی

نگرفته ام؟! نمره  چرا نوشته ایم شما جزوه ی عین دقیقاً را چیز فلان که من .١

کنیم؟! حل استاد فلان روش با را چیز فلان ͬ شود م آیا .٢

درست اینها آیا بخوانم. ͬ توانم نم هم خودم که نوشته ام، فاعل و فعل بدون هم سر پشت جمله  مشت ͷی من .٣

است؟!

نتیجه اصول این از است، درست ͬ دانیم م که این با که ͬ شود م پیدا قضیه ای آنگاه نیستند، تناقض در هم با سیستم این جملات که شویم

منطق درس آن اثبات دیدن قضیه، و این با آشنائͬ برای باشد. درک قابل دانشجویان برای مقطع این در قضیه این که ندارم انتظار ͬ شود! نم

ͬ کنم. م ارائه زوج ترمهای در معمولا اینجانب که کنید، اخذ را ریاضͬ

٧



١ فصل

گزاره ها منطق

کرد نحو هوس̞ تا را تو طبع̧

کرد! محو ما دل از صبر صورت

گلستان سعدی،

گزاره ها منطق معرفͬ ١ . ١

جمله ی ͷی از منظور است. آنها ترکیبات و ریاضͬ تک بخشͬ)  (یعنͬ اتمͬ جملات بر منطق̞ حاکم گزاره ها، منطق

درست گاهͬ ریاضͬ، جمله ی که ندارد امͺان است. غلط یا درست ارزش دارای که است جمله ای ریاضͬ، اتمͬ

داد. تشخیص ریاضͬ جمله ی ͷی بودن غلط یا درست نتوان که ندارد امͺان همچنین غلط! گاهͬ و باشد

همیشه ٢ عدد است. درست ارزش دارای که است ریاضͬ جمله ͷی است، اول عدد ͷی ٢ جمله ی مثال، برای

جمله ی ͷی است؟» اول ٢ «آیا جمله ی حال، این با نباشد! روزها برخͬ و باشد اول روزها برخͬ ͬ تواند نم و است اول

داد. غلط یا درست ارزش آن به ͬ توان نم زیرا ͬ شود؛ نم محسوب ریاضͬ اتمͬ

ͬ کند: م مشخص روزمره زبان با را ریاضͬ زبان تفاوت ابتدا همان در ریاضͬ، جمله های ارزش بودن ͷی و صفر

دو تنها حسن برای که شود، محسوب ریاضͬ اتمͬ جمله ی ͷی ͬ تواند م صورتͬ در تنها است، راستگو حسن جمله ی

گاهͬ ͬ تواند م حسن روزمره، منطق در که است حالͬ در این دروغگو. یا باشد راستگو یا باشد: داشته وجود امͺان

تفاوت این که دید خواهیم نیز و پرداخت خواهیم بیشتر درس ادامه ی در نکته این به دروغ. گاهͬ و بͽوید راست

این تا بیایید فعلا́ پرداخت. خواهیم بدانها درس ادامه ی در که است شده منطقͬ پارادوکسهای برخͬ ایجاد موجب

کنیم: دقیق را کار جای

ͬ نامیم. م ریاضͬ اتمͬ گزاره های را غلط یا درست ارزش دارای خبری جملات اتمͬ). (گزاره های ٢ تعریف

مواد اتمͬ، گزاره ه های که دید خواهیم ادامه در ͬ دهیم. م نشان . . . و h ، q ، p مانند حروفͬ با را اتمͬ گزاره های

ارزش آنها، غلطͬ یا درستͬ دانستن و ͬ شوند م ساخته آنها از پیچیده تر گزاره های که هستند گزاره ها منطق اولیه ی

ͬ کند. م معلوم را گزاره ها سایر

٨



هستند: اتمͬ گزاره ی زیر، جملات پس پنداشت. ساده خبری جمله ی ͷی ͬ توان م را اتمͬ گزاره ی هر که گفتیم

است. آدم حسن ــ

است. بارانͬ هوا ــ

است. سبز تخته سیاه، ــ

ͬ آیند: نم حساب به اتمͬ گزاره ی زیر جملات اما

ͬ آیی؟ م حسن خانه ی ‐فردا

خوبی! هوای چه به به!

٣ و است آدم حسن جمله ی مثال، برای ͬ شود. م استفاده پیچیده تر جملات ساختن برای اتمͬ جملات از که گفتم

منطق در پیچیده تر جملات ساختن برای موجود رابطهای است. شده ایجاد اتمͬ جمله ی دو عطف از است، اول عدد

هستند: زیر صورت به گزاره ها

ͬ دهیم. م نشان ∧ با را آن که عطف علامت یا «و» •

ͬ دهیم. م نشان ∨ با را آن که فصل علامت یا «یا» •

ͬ دهیم. م →نشان با را آن که «آنگاه» علامت •

ͬ دهیم. م ↔نشان با را آن که «اگروتنهااگر» علامت •

ͬ دهیم. م نشان ¬ با را آن که «نقیض» علامت •

ͬ دهیم. م نشان ⊥ با را آن که تناقض علامت •

ͬ نامیم. م گزاره ها منطق منطقͬ ادوات را بالا در شده معرفͬ نمادهای .٣ تعریف

جملات زیر در ها pi اگر مثال برای نوشت. گزاره ها منطق در پیچیده تری جملات ͬ توان م شده یاد علائم از استفاده با

گزاره هاست. منطق در گزاره) ͷی (یا جمله ͷی زیر جمله ی باشند، اتمͬ

(p١ ∧ p٢) ∨ (¬p٣ −→ p۴) ∨ (¬(¬p۵) −→ p٢ ∧ p٣)

گزاره هاست. منطقͬ اداوت و اتمͬ جملات از متشͺل متناهͬ دنباله ی ͷی واقع در گزاره ها، منطق در گزاره ͷی پس

منطقͬ گزاره ی ͷی ¬p مثلا́ چرا که دریابد خواننده که طوری به کنیم، بیان دقیق تر را تعریف این باید حال این با

نیست! منطقͬ گزاره ی ͷی ¬ → p ولͬ است

دست به زیر طُرق از تنها گزار ها منطق در P گزاره ی ͷی گزاره ها). منطق گزاره های استقرائͬ (تعریف ۴ تعریف

ͬ آید: م

.P =⊥ یا است اتمͬ گزاره ی ͷی P یا .١

است. منطقͬ گزاره ی ͷی Q که است شده ثابت) (یا دانسته قبلا که طوری به است (¬Q) صورت به P یا .٢

٩



(یا دانسته قبل از که طوری به است، Q ↔ R یا (Q → R) یا (Q ∨ R) یا (Q ∧ R) صورتِ به P یا .٣

هستند. گزاره ها منطق در گزاره هائͬ R و Q که است شده ثابت)

در که کنید دقت شوند. محسوب گزار ه ͬ توانند نم چیزهائͬ چه که ͬ کند م مشخص دقیق طور به بالا تعریف

باشند. متناهͬ»  «دنباله های باید گزاره ها منطق جملات که است نهفته ضمنͬ طور به بالا تعریف

نیست: گونه این کدام و گزار ه هاست منطق در گزاره ای زیر عبارتهای از ͷکدامی .١ تمرین

.((p→ ¬q)→ r)¬ .١

.(((p ∧ q) ∨ r)→ s) .٢

.p ♣ q .٣

است. موجودی با جایͽزینͬ قابل که باشند آزاد متغیر ͷی درباره ی ͬ توانند نم جملات گزاره ها، منطق در .۵ توجه

است اول عدد ͷی ٢ جمله ی که حالͬ در است؛ نشده نوشته گزاره ها منطق در است، اول عدد ͷی x جمله ی مثلا́

وجود x عددِ ͷی جمله ی پس نداریم. گزاره ها منطق نحو در ∃ و ∀ علامت های همچنین گزاره هاست. منطق در

است. نشده نوشته گزاره ها منطق در است، اول که دارد

این تا یعنͬ گزار ه هاست. منطق نحوِ دادیم، شرح جا این به تا آنچه نکرده ایم. تعریف را گزاره ها» «منطق هنوز

تنها منطق، ͷی معرفͬ در که کنید دقت هستند. چه گزاره ها منطق زبان دستور و جملات و حروف که گفتیم تنها جا

درست جملات تمییز و جملات معانͬ تشخیص برای روشͬ باید آن بر علاوه بلͺه نیست. کافͬ زبان دستور دانستن

بخش در ͬ شود. م گفته آن معناشناسͬ یا منطق آن صرف منطق، ͷی از بخش این به باشد. داشته وجود آن در غلط و

پرداخته ایم. گزاره ها منطق معناشناسͬ به بعدی

گزاره ها منطق شناسͬ معنا ١ . ٢

منطق برای امر این هست. نیز معنابخشͬ قوانین نیازمند جمله نویسͬ، برای دستوری قواعد علاوه منطق، که گفتیم

درست دستورزبان لحاظ از است، موسیر ماست پنجره، جمله ی مثال، برای است. حاکم نیز روزمره زبان بر حاکم

ندارد. ارزشͬ معنائͬ، لحاظ از ولͬ است

صورت بدان (F) غلط ارزش دارای یا (T) درست ارزش بخشیدن با جمله ای هر معناشناس̞ͬ گزاره ها، منطق در

ͬ توان م p اتم̞ͬ گزاره ی ͷی برای که گفتیم ͬ شود. م کشیده ارزش جدول گزاره ها برای منطق این در معمولا˟ ͬ گیرد. م

کرد: تصور ارزش دو

p

T

F

١٠



قوانین این کرد. تعیین را دلخواه گزاره ی ͷی ارزش ͬ توان م آنها طبق که قوانینͬ بیان یعنͬ گزاره ها منطق معناشناسͬ

آورده ایم. پیش رو تعاریف در را

صورت به را آن که q و p عطف باشند. گزاره ها منطق در اتمͬ) لزوماً (نه گزاره دو q و p کنید فرض .۶ تعریف

ͬ شود: م شناسͬ معنا زیر صورت به ͬ دهیم؛ م نشان p ∧ q

p q q ∧ p

T T T

T F F

F T F

F F F

ͬ آید م نظر به باشند. T ارزش̞ دارای q و p همزمان که است T ارزش̞ دارای زمانͬ تنها p∧ q که کنید دقت پس

دارد. سازگاری هم روزمره زبان با قانون این که

ͬ شود: م شناسͬ معنا زیر صورت به ͬ دهیم؛ م نشان p ∨ q صورت به را آن که q و p گزاره ی دو فصل .٧ تعریف

p q q ∨ p

T T T

T F T

F T T

F F F

محاوره ای زبان در که ای «یا» با رو، این از و نیست جمع مانع یای بالا، در «یا» علامت که کنید دقت .٨ توجه

استفاده آن برای بالا قانون از بخواهیم اگر و است جمع مانع معمولا˟ محاوره ای یای ͬ کند. م فرق ͬ شود م استفاده

ͬ شود: م دگرگون زیر جمله ی مثل مهمͬ جملات معنͬ کنیم،

تو! جای یا است من جای یا خانه این در بعد به این از

است! جمع مانع شدت به بالا، یای که است معلوم

شود: تأکید بودن جمع مانع باید نیاز صورت در محاوره ای، زبان در واقع در

آنها. دوی هر کار هم شاید یا حسین، کار یا است، بوده حسن کار یا کار، این

١١



ͬ نویسیم: م را زیر گزاره ی شویم جمع مانع بخواهیم ریاضͬ در اگر حال، عین در

(p ∨ q) ∧ ¬(p ∧ q)

چیست؟ جمع مانع یای در جمع کلمه ی معنͬ دانشجویان). (سوال ١ سوال

ͬ زنم: م مثال را حافظ از زیر بیت همدیͽر. با آنها دوی هر داشتن یعنͬ فارسͬ در چیز دو جمع̧

است مراد مجموعه ی رندی، و شباب و عشق

زد. توان بیان گوی معانͬ، شد جمع چون

p دوی هر که است جائͬ هم آن داریم؛ غلط ارزش سطر ͷی در تنها p ∨ q ارزش̞ جدول در که کنید دقت .٩ توجه

باشند. غلط q و

ͬ شود. م شناسͬ معنا زیر صورت به p→ q گزاره ی باشند، گزاره ها منطق در گزاره دو q و p اگر .١٠ تعریف

p q p→ q

T T T

T F F

F T T

F F T

در است. درست مقدم انتفاء به موردنظر گزاره ی که ͬ گوئیم م بالا، ارزش جدول چهارم و سوم سطر در که کنید توجه

بر البته، است). درست گزاره (یعنͬ است! منتفͬ گزاره درستͬ یافتن برای تلاش فرض، دیدن محض̞ به حالت این

کنید فرض بالا، جدول چهارم سطر از مثالͬ برای دید. ͬ توان م حدودی تا هم را روزمره زبان در را این تصور، خلاف

درست ͬ رسد، م نظر به بی معنͬ که این با گزاره، این است». شتر اسب بͽوید، سخن سنگ «اگر که بͽوید کسͬ که

ͬ گوید! نم سخن سنگ که ͬ دانیم م چون است، شتر اسب که نداریم این تحقیق به نیاز هیچͽاه ما واقع در است!

باشد. شتر اسب ͬ گوید، م سخن سنگ آن در که دنیائͬ در شاید

در معمولا˟ دانشجویان که است این است شده جلب بدان توجهم تدریس حین در که پدیده هائͬ از ͬͺی .١١ توجه

بلافاصله است» شتر اسب بͽوید سخن سنگ «اگر ͬ گوییم م وقتͬ مثلا́ ͬ کنند. م توجه q به فقط p→ q ارزش̞ بررسͬ

اسب شاید بͽوید سخن سنگ اگر ولͬ نیست، شتر اسب بله؛ نیست. شتر اسب زیرا است غلط جمله این ͬ گویند م
١ شود! شتر هم

ͬ شود: م خوانده نیز زیر صورتهای به p→ q گزاره ی .١٢ توجه

q آنگاه p اگر

p آنگاه q اگر تنها

است q برای کافͬ شرط p

نیست! محال محال، فرض و ͬ  شود؛ م نتیجه چیز همه مˀحال فرض از که باشید شنیده هم را اینها ١شاید

١٢



است. p برای لازم شرط q

گفت. خواهم سخن مفصل تر بالا جملات درباره ی بعداً

ͬ شود. م شناسͬ معنا زیر صورت به p↔ q گزاره ی باشند، گزاره ها منطق در گزاره دو q و p اگر .١٣ تعریف

p q p↔ q

T T T

T F F

F T F

F F T

باشند. هم ارزش q و p که است درست زمانهائͬ تنها p↔ q ارزش̞ که کنید دقت

ͬ شود: م شناسͬ معنا زیر صورت به و است گزاره ͷی نیز ¬p باشد گزاره ͷی p اگر .١۴ تعریف

p ¬p

T F

F T

است. p گزاره ی ارزش برعکس دقیقاً ¬p گزاره ی ارزش پس

است. درست ارزش دارای همواره ⊤ گزاره ی و است غلط ارزش دارای همواره ⊥ گزاره ی .١۵ تعریف

ساخته منطقͬ ادوات از استفاده با که دادیم شرح را گزار ه هائͬ ارزشͽذاری نحوه ی بالا، تعاریف در که کنید دقت

هستند. کافͬ گزاره ها همه ی به ارزش دهͬ برای تعاریف همین ͬ شوند. م

کنید. رسم را ¬p ∨ q گزاره ی ارزش جدول .١۶ مثال

p q ¬p ∨ q

T T T

T F F

F T T

F F T

پاسخ.

کنید: رسم را زیر گزاره های ارزش جدول .٢ تمرین

.(p→ q)→ ¬(q → p) •

.(p→ q)→ q •

.(p→ q) ∧ (p→ ¬q) •
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.¬(p→ q) •

کنید. کامل را زیر جدول .٣ تمرین

p q ؟

T T F

T F F

F T F

F F T

گزاره ای دنبال به کنید فرض ͬ دهیم. م توضیح مثالͬ در را آن که دارد وجود کلͬ روش ͷی بالا تمرین برای .١٧ توجه

است: زیر ارزش جدول دارای که هستید

p q r ؟

T T T T

T T F F

T F T F

T F F T

F T T T

F T F F

F F F T

F F T F

سطرهای اینجا در باشد؛ T آنها در نظر مورد گزاره ی ارزش است قرار که کنید توجه جدول از سطرهائͬ به نخست

درست به بسته سطرها این در حال شود. گرفته اینها فصل است قرار که کنید توجه و هفتم و پنجم و چهارم و اول

بͽیرید. عطف و دهید قرار را نقیضشان یا خود اتمͬ گزاره های بودن غلط و

است: زیر صورت به بالا جدول نظر مد گزاره ی شد، گفته آنچه بر بنا

(p ∧ q ∧ r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ q ∧ r) ∨ (¬p ∧ ¬q ∧ ¬r).

است. درست شد، گفته بالا توجه در که روشͬ که کنید ثابت .۴ تمرین

معادل گزاره های گزاره ها: منطق در معناشناسͬ ادامه ی ١ . ٣

١٠ تعریفِ و ١ . ٢ مثالِ در ارزش جدول دو به ͬ پردازد. نم جملات غلطͬ و درستͬ بررسͬ به تنها منطق، ͷی صرفِ

گزاره ی دو نحوی، لحاظ از که این با یͺسانند، ¬p ∨ q و p→ q گزاره ی دو ارزش جداول آخر ستون کنید. توجه

اگر که بͽوید ͬͺی کنیم فرض نیست؛ تصور از دور امر این هم روزمره زبان در هستند. متفاوت هم با شده برده نام
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خیس زمین یا است نیامده باران یا که است سخن این هممعن̞ͬ حرف این ͬ شود؛ م خیس زمین باشد، باریده  باران

به نیز فرامنطق پای که جاست این شود. بررسͬ گزاره ها منطق صرف در باید گزاره  دو هممعنائͬ پدیده ی است!

ͬ شود. م بازتر منطق

ͬ نویسیم: م و هم هم ارزند با یا معادلند هم با ¬p ∨ q و p→ q گزاره ی دو که ͬ گوییم م

p→ q ⇔ ¬p ∨ q

حسب بر آندو ارزش جدول وقتͬ هرگاه معادلند، یا هم ارز گزار ها منطق در Q و P گزاره ی دو ͬ گوئيم م .١٨ تعریف

ͬ نویسیم: م بدهد رخ پدیده این که صورتͬ در شود. یͺسان آخر ستون شود، کشیده آنها در رفته کار به اتمͬ گزار ه ای

P ⇔ Q.

گزاره ͷی P ⇔ Q گزاره ی آیا بودیم. نکرده معرفͬ قبلا́ ⇔را نمادِ که بͽوید خود به هوشیار دانشجوی احتمالا˟

دارید. قرار درستͬ مسیر در است آمده پیش برایتان سوالͬ چنین اگر گزاره هاست؟ منطق در

نیست. گزاره ها منطق در گزاره ͷی زیر عبارت .١٩ ابهام رفع

(p→ q)⇔ ¬p ∨ q

علامت داریم. ⇔هم نماد گزاره ها، منطق در که نگفتیم هیچͽاه منطقͬ نمادهای معرفͬ هنگام باشید، خاطرتان اگر

چیزی گزاره ها منطق در نیست. گزاره ͷی (p→ q) ≡ ¬p ∨ q عبارت بنابراین نیست. منطقͬ نمادهای ⇔جزو

باشد. شده ساخته کردیم) صحبت درباره شان قبلا که ( ای منطقͬ نمادهای با که ͬ شود م حساب گزاره

دقت است. شده استفاده شما و من میان نوشتاری زبان در که است «فرامنطقͬ» نماد ͷی⇔ علامت واقع در

است. برقرار گفتگو منطق ͷی نیز شما و من میان ͬ کنیم، م صحبت گزاره ها منطق درباره ی شما و من وقتͬ که کنید

ͬ نویسم م هرگاه که گفته ام شما به من ͬ شود، م محسوب گزاره ها فرامنطق ͷی که گفتگو، منطق این در

P ⇔ Q

میان گفتگوی منطق بر هستند. یͺسان هم با Q و P گزاره ی دو ارزش جداول که است این من منظور که بدانید شما

کرد. خواهم صحبت نیز آنها درباره ی بعداً که است حاکم قوانینͬ نیز شما و من

ͬ کنیم. م نگاه گزاره ها منطق به بالا از داریم که شماست و من میان گفتگوی زبان در جمله ͷی زیر، عبارت پس

(p→ q)⇔ ¬p ∨ q

را چیزی چنین است». یͺسان هم با چپ و راست سمت گزاره ی ارزش جدول آخر «ستون که است این هم آن معنͬ

ͬ توانیم م هستیم منطق آن فرای که موجوداتͬ عنوان به ما و نوشت ͬ توان نم گزاره ها منطق خودِ در گزاره ͷی توسط

کنیم. صحبت درباره اش

 ͬ طولان جملات برای کوتاه نوشت که کنیم قرارداد خودمان بین نیز را دیͽری نمادهای داریم حق شما و من

باشند.
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که دهید نشان .۵ تمرین

p↔ q ⇔ (p→ q) ∧ (q → p) .١

است. ͬͺی جدول دو هر آخر ستون که کنید تحقیق و بͺشید جدول راست و چپ گزاره ی دو هر برای (باید

(جدول شود مشخص برایتان اجزایش تمام اول باید راست، سمت گزاره ی برای مثلا́ جدول، کشیدن برای

کنید)) پر را زیر

p q p→ q q → p (p→ q) ∧ (q → p)

بͺشید. جدول مشابه طور به نیز چپ سمت گزاره ی برای

p→ q ⇔ ¬q → ¬p .٢

→p؟ q ⇔ ¬p→ ¬q آیا .۶ تمرین

نیست. درست بالا عبارت که دهید نشان مثال آوردن با هم و جدول با هم راهنمایی.

زیر عبارتهای که کنید توجه کنیم. صحبت p→ q گزاره ی درباره ی کمͬ نیست بد ۶ تمرین با رابطه در .٢٠ مثال

ͬ اند: هم معن هم با

p→ q •

(q آنگاه p (اگر است. q برای کافͬ شرط p •

.(p نه آنگاه q اگرنه (تنها است. p برای لازم شرط q •

ͬ شوی». م موفق بخوانͬ درس «اگر که است گفته علͬ به است!) درست همیشه حرفهایش (که علͬ پدر کنید فرض

کنیم: ریاضͬ فرمولبندی را جمله این بیایید کرد؟ استنباط ͬ توان م چیزی چه علͬ پدر حرف از

p : بخواند درس علͬ

q : شود موفق علͬ

است: زیر گزاره ی علͬ، پدر سخن پس

p→ q

است. شدن موفق برای کافͬ شرط خواندن درس علͬ» پدر نظرِ «به دیͽر، بیان به
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«اگر که است نگفته واقع در است؛ نکرده ادعا چیزی نخواندن درس عواقب مورد در علͬ پدر که ͬ آید م نظر به

نتیجه علͬ پدر سخن از زیر گزاره ی پس ͬ شوی». م موفق بخوانͬ درس اگر «تنها یا ͬ شوی» نم موفق نخوانͬ درس

ͬ شود: نم

¬p→ ¬q.

هم دیͽر راههای از او، نظر (به است شدن موفق برای لازم شرط خواندن درس که است نگفته او دیͽر، بیان به

شد!). موفق ͬ شود م

اگر چون است. بوده نخوانده درس که ͬ فهمیم م نشود، موفق علͬ اگر علͬ، پدر جمله ی به بنا دیͽر، طرفͬ از اما

ͬ شود: م نتیجه علͬ پدر سخن از زیر گزاره ی پس بود. شده موفق ͬ خواند، م درس

¬q → ¬p.

فقط علͬ پدر است. خوانده درس علͬ که ͬ شود نم نتیجه لزوماً این از است. شده موفق علͬ که کنیم فرض حال

واقع در است. خواندن درس شدن موفق برای راه تنها که بود نگفته ولͬ ͬ شود، م موفق بخواند درس اگر که بود گفته

ͬ شود: نم نتیجه علͬ پدر سخن از نیز زیر جمله ی پس بخوانͬ». درس اگر تنها و اگر ͬ شوی م «موفق که بود نگفته او

q → p.

است. کنکور در شرکت دانشͽاه به ورود برای لازم شرط .٢١ مثال

است. شده وارد دانشͽاه به علͬ :q

است. داده کنکور علͬ :p

ͬ آید: درم زیر صورت به علͬ مورد در است، کنکوردادن دانشͽاه، به ورود برای لازم شرط جمله ی

q → p

زیر: صورت به معادلا˟

¬p→ ¬q

ͬ شویم. نم وارد دانشͽاه به ندهیم، کنکور اگر یعنͬ است، دادن کنکور دانشͽاه، به ورود برای لازم شرط ͬ گوئیم م وقتͬ

نوشت: نیز زیر صورت به ͬ توان م را جمله این

ͬ شویم. م دانشͽاه وارد دهیم کنکور تنهااگر

که دهید نشان .٧ تمرین

p→ q ⇔ ¬q → ¬p.

آیا .٢ سوال

¬p↔ q ⇔ p↔ ¬q?
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ͬ شود. م ختم یͺسانͬ ستون به q و p گزاره ی دو ارزش جدول یعنͬ p⇔ q که گفتیم

که دهید نشان .٨ تمرین

p⇔ q

باشد. شده تشͺیل T علامت از تنها p↔ q گزاره ی ارزش جدول در آخر ستون اگروتنهااگر

ͬ گوید م بالا تمرین است. شده نوشته شما و من گفتگوی زبان در کاملا́ بالا، تمرین اگرِ تنها و اگر که کنید دقت

در بͺشیم، را p ↔ q گزاره ی ارزش جدول اگر که ͬ گوید م که است فارسͬ زبان در جمله ͷی p ⇔ q جمله ی که

گرفته ایم. ایده بالا تمرین از زیر تعریف در ͬ بینیم. م T علامت فقط آن آخر ستون

.٢٢ تعریف

باشند) داشته آن اجزاء که ارزشͬ نوع هر تحت (یعنͬ همواره هرگاه ͬ خوانیم، م تاتولوژی ͷی را p گزاره ی .١
٢ شود. ظاهر T علامت فقط آن ارزش جدول آخر ستون در هرگاه دیͽر بیان به باشد؛  درست

تاتولوژی p → q هرگاه است، منطقͬ استلزام ͷی p → q یا است، q گزاره ی مستلزم p گزاره ی ͬ گوییم م .٢

ͬ نویسیم: م اینصورت در باشد،

p⇒ q

.٢٣ توجه

باشد. تاتولوژی ͷی p↔ q اگروتنهااگر p⇔ q بالا، تعریف با بنا •

نیست: گزاره ها منطق در گزاره ͷی زیر عبارت پس نیست؛ منطقͬ نماد ͷعلامت⇒ی •

p⇒ q.

است». تاتولوژی ͷی p→ q «گزاره ی که معنͬ بدین است روزمره زبان در جمله ͷی بالا عبارت

است: زیر صورت به آن ارزش جدول زیرا است؛ تاتولوژی ͷی p ∨ ¬p گزاره ی .٢۴ مثال

p ¬p ¬p ∨ p

T F T

F T T

درست گزاره ͷی خود یا نیست، سومͬ حالت یعنͬ ͬ خوانند. م ثالث ̞ˁش˼ق ِˁرد اصل̞ را است کرده بیان مثال این آنچه

آن. نقیض یا است

دهید نشان .٢۵ مثال

p ∧ q → r ⇔ p→ (q → r)

نامید. ͬ شود م نیز اثبات پذیر گزاره ی ͷی را تاتولوژی ٢گزاره ی
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دو که دهیم نشان باید است. تاتولوژی ͷی p ∧ q → r ↔ p → (q → r) که دهیم نشان ͬ خواهیم م پاسخ.

یͺسانند: هم با زیر جدول آخر ستون

p q r p ∧ q q → r p ∧ q → r p→ (q → r)

T T T T T T T

T T F T F F F

T F T

T F F

F T T

F T F

F F T

F F F

شما. عهده ی به جدول تکمیل

که دهید نشان .٩ تمرین

p ∧ q ⇒ p

p ∧ q ⇒ q

p⇒ p ∨ q

q ⇒ p ∨ q

(p→ q) ∧ (¬p→ q)⇒ q.

p ∧ q ⇔ q ∧ p

p ∨ q ⇔ q ∨ p.

چرا؟ است. بی معنͬ سوال، آن ،p→ q که دهید نشان بͽویند سوالͬ در اگر که است دریافته زیرک دانشجوی

است. P ↔ Q گزاره ی بودن تاتولوژی هم معنͬ Q و P گزاره  ی دو بودن معادل فراگرفته ایم، کنون تا آنچه با

جدول کشیدن کنیم. ͷچ را آخر ستون و بͺشیم را آن ارزش جدول باید گزاره، ͷی بودن تاتولوژی تشخیص برای

پر بسیار کار این و است سطر ٢n نیازمند است شده تشͺیل اتمͬ گزاره ی n از که دلخواه گزاره ی ͷی برای ارزش

گزاره ها بودن تاتولوژی تشخیص برای ساده تری حل راه گزاره ها منطق نباشید، نگران حال این با ٣ است. زحمت

وابسته زیر قضیه ی به شد، خواهد معرفͬ بعد بخش در که روشͬ پرداخت. خواهیم بدان بعدی بخش در که دارد

ͬ کنم. م واگذار خواننده به را ارزش جداول از استفاده با قضیه، این اثبات است.

معروف باز مسئله ی ͷی با معادل دارد وجود گزاره  بودن تاتولوژی تشخیص برای گزاره ها منطق در سریعتری روش اصولا آیا که این ٣

حل راه بودن درست تشخیص که مسئله ای هر که است این بیانگر نادقیق، بیان به p = np مسئله ی است. p = np مسئله ی نام با ریاضͬ،

است! آسان نیز حلش باشد، آسان آن
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که: است چنین گزاره ها منطق در .٢۶ قضیه

.(p→ q)⇔ ¬p ∨ q .١

فصل). انجمن̞ͬ  ͬ (ویژگ p ∨ (q ∨ r)⇔ (p ∨ q) ∨ r .٢

عطف). انجمن̞ͬ (ویژگͬ p ∧ (q ∧ r)⇔ (p ∧ q) ∧ r .٣

فصل). (جابه جائ̞ͬ (p ∨ q)⇔ (q ∨ p) .۴

فصل). (جابه جائ̞ͬ (p ∧ q)⇔ (q ∧ p) .۵

فصل). روی عطف (پخش پذیری p ∧ (q ∨ r)⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) .۶

عطف). روی فصل (پخش پذیری p ∨ (q ∧ r)⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) .٧

فصل). به نسبت غلط همواره گزاره ی (خنثائͬ p∨ ⊥⇔ p .٨

عطف). برای غلط همواره گزاره ی (پوچͽری (p∧ ⊥)⇔⊥ .٩

عطف). به نسبت درست همواره گزاره (خنثائͬ p ∧ ⊤ ⇔ p .١٠

فصل). به نسبت درست همواره گزاره ی (پوچͬ p ∨ ⊤ ⇔ ⊤ .١١

فصل). (همانͬ p ∨ p⇔ p .١٢

عطف). (همانͬ p ∧ p⇔ p .١٣

عطف). (جذب p ∧ (p ∨ q)⇔ p .١۴

فصل). (جذب p ∨ (p ∧ q)⇔ p .١۵

p ∧ ¬p⇔⊥ .١۶

p ∨ ¬p⇔ ⊤ .١٧

نقیض گیری). (قوانین ¬(¬p)⇔ p .١٨

.¬(p ∧ q)⇔ ¬p ∨ ¬q .١٩

دِمˀرگان). (قوانین .¬(p ∨ q)⇔ ¬p ∧ ¬q .٢٠

∧,∨,¬,⊥ منطق̞ͬ علامتهای همراه به گزاره ها منطق گزاره های که: است این بالا قضیه ی خلاصه ی بیان .٢٧ توجه
۴ ͬ دهند. م بولͬ جبر ͷی تشͺیل ,⊤

ͬ آید. م دست به ¬,∨ نمادهای →از نمادِ که است این بیان تنها مورد این ندارد. ربطͬ بولͬ جبر به قضیه در اول ۴مورد
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قضیه تعریف و گزاره ها منطق در استنتاج ۴ . ١

گزاره هاست. بودن تاتولوژی بررسͬ روش ͬ شود، م مربوط گزاره ها منطق صرف به که چیزی مهمترین

چنان آنگاه باشد، چنین اگر که است این بیانگر عموماً قضیه ای هر شنیده اید. زیاد را قضیه کلمه ی حال به تا

دارای همواره یعنͬ است»؛ تاتولوژی گزاره «فلان که است این بیانگر قضیه ͷی دقیقتر، بیان به واقع، در ͬ شود. م

دارد. استنتاج به نیاز قضیه ͷی اثبات است. قضیه ͷی p⇒ q ولͬ نیست قضیه ͷی p→ q پس است. ١ ارزش

ͬ شود. م گفته استنتاج ͷی ͬ شود، م اثبات گزاره ͷی بودن تاتولوژی آن طͬ که روندی به .٢٨ تعریف

نامتناهͬ ͬ شود م قانون متناهͬ تعداد این با دارد. وجود استنتاج برای قانون متناهͬ تعداد منطقͬ هر در معمولا˟

کرد. ثابت را تاتولوژی

آنگاه باشند. گزاره ها منطق در گزاره دو Q و P کنید فرض .٢٩ قضیه

P ⇒ Q

از استفاده بار متناهͬ با مشخص) تاتولوژیِ ͷی با آن بودن معادل (یا P → Q گزاره ی بودنِ تاتولوژی اگروتنهااگر

شود. حاصل جایͽذاری) بار متناهͬ همراه (به ٢۶ قضیه ی در شده معرفͬ تاتولوژی های

استفاده تنها ریاضͬ، مبانͬ درس در ͬ شود. م ارائه کارشناسͬ دوره  ی منطق درس در تنها بالا، قضیه ی اثبات

با را آن بودن تاتولوژی است کافͬ گزاره، ͷی بودن تاتولوژی اثبات برای قضیه ، این به بنا است. مهم قضیه این از

کنیم. اثبات ٢۶ قضیه ی در موجود مهم تاتولوژی های استفاده ی

.p⇒ p ∨ q که کنید ثابت .٣٠ مثال

گزار ه ی که دهیم نشان باید بالا قضیه ی به بنا است. تاتولوژی ͷی p → p ∨ q گزاره ی که دهیم نشان باید اثبات.

داریم ͬ آید. م دست به گزار ها بولͬ ترکیبات اعمال با یادشده

p→ (p ∨ q) ⇐⇒

¬p ∨ (p ∨ q) ⇐⇒

(¬p ∨ p) ∨ q ⇐⇒

(p ∨ ¬p) ∨ q ⇐⇒

⊤∨ q

⊤

تاتولوژی ما نظر مورد گزاره ی که ͬ گیریم م نتیجه است، معادل آن با ما گزاره و است تاتولوژی ͷی ⊤ که آنجا از

است.

٢١



است. شده استفاده ٢۶ قضیه ی قسمتهای کدام از بالا اثبات در که کنید بررسͬ .١٠ تمرین

کنید. ثابت را زیر عبارتهای .١١ تمرین

(p→ q) ∧ (q → r)⇒ p→ r

(p→ q) ∧ (r → s)⇒ (p ∨ r → q ∨ s)

(p→ q) ∧ (r → s)⇒ (p ∧ r → q ∧ s)

وسیعͬ طور به تاتولوژی این از آورده ایم. زیر در را آنها که موجودند گزار ه ها منطق در نیز دیͽر مهم تاتولوژی چند

ͬ شود. م استفاده ریاضͬ اثباتهای در

اگر استثنائͬ، قیاس به بنا ͬ شود. م گفته استثنائͬ» «قیاس بدان که است زیر قانون استنتاج،  طبیعͬ قوانین از ͬͺی

است. شده ثابت نیز Q گزاره ی آنگاه باشند، شده ثابت دو هر P گزاره ی و P → Q گزاره ی

۵ استثنائͬ قیاس (p→ q) ∧ p⇒ q .١ .٣١ قضیه

۶ تالͬ نفͬ (p→⊥)⇒ ¬p .٢

٧ خُلف برهان (p→ q) ⇐⇒ ((p ∧ ¬q)→⊥) .٣

کرده ایم. اکتفا اول مورد اثبات به تنها زیر در

که کنید دقت است. تاتولوژی (p→ q) ∧ p→ q گزاره ی که دهیم نشان ͬ خواهیم م اثبات.

(p→ q)⇔ ¬p ∨ q

پس

(p→ q) ∧ p ⇐⇒ (¬p ∨ q) ∧ p ⇐⇒ p ∧ (¬p ∨ q) ⇐⇒

(p ∧ ¬p) ∨ (p ∧ q) ⇐⇒ ⊥ ∨(p ∧ q) ⇐⇒ p ∧ q

حال است. p ∧ q گزار ه ی با معادل (p→ q) ∧ p گزاره ی بنابراین

p ∧ q ⇒ q

پس

(p→ q) ∧ p⇒ q.

۵modus ponens
۶modus tollens
٧reductio ad absurdum
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گزاره ی ارزش باشد، ͷی P گزاره ی ارزش که جا هر اگروتنهااگر P ⇒ Q که دهید نشان مهم). (تمرین ١٢ تمرین

باشد. ͷی نیز Q

نیستند: معادل هم با زیر جمله ی دو که دهید نشان .١٣ تمرین

P ⇒ Q .١

است. تاتولوژی Q آنگاه باشد، تاتولوژی P اگر .٢

ͬ شود. نم نتیجه دوم جمله ی از اول جمله ی ولͬ ͬ شود م نتیجه اول جمله ی از دوم جمله ی که دهید نشان واقع در

اگر که دهید نشان .١۴ تمرین

P ⇒ Q

و

Q⇒ R

آنگاه

P ⇒ R

ارزش دارای نیز P → R آنگاه باشند، ͷی ارزش دارای Q→ R و P → Q که هرگاه که دهید نشان .١۵ تمرین

است. ͷی

نقیض و تناقض میان فرق یعنͬ چیست؟ ¬ و ⊥ میانِ فرق دانشجویان). از ͬͺی برای آمده پیش (ابهام ١۶ تمرین

چیست؟

است. تاتولوژی Q آنگاه باشد،  تاتولوژی P اگر و ،P ⇒ Q اگر که دهید نشان .١٧ تمرین

بͽیرید: نظر در را زیر جمله ی دو .١٨ تمرین

است. مطلوب تابع ͷی f تابع آنگاه باشد، پیوسته a نقطه ی در f تابع اگر .١

است. مطلوب تابع ͷی f تابع آنگاه باشد، مشتق پذیر a نقطه ی در f تابع اگر .٢

٨ ͬ شود؟ م نتیجه دیͽری از بالا جمله ی کدام

بͽیرید: نظر در را زیر گزاره ی دو باشد. ͷی p→ q گزاره ی ارزش که کنید فرض .١٩ تمرین

.p→ r .١

.q → r .٢

تمرین! علت: اول. جمله ی از دوم جمله ی شما، تصور خلاف بر احتمالا˟ ٨جواب:
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است: ١ با برابر زیر گزاره های از ͷکدامی ارزش

.(p→ r)→ (q → r) .١

.(q → r)→ (p→ r) .٢

بͽیرید: نظر در را زیر جمله ی دو .A ⊆ B که کنید فرض .٢٠ تمرین

ͬ شوم. م خوشحال من A ⊆ C اگر .١

ͬ شوم. م خوشحال من B ⊆ C اگر .٢

است. نادرست زیر در دوم جمله ی و است درست زیر در اول جمله ی دهید نشان

ͬ شوم. م خوشحال B ⊆ C از من آنگاه بشوم خوشحال A ⊆ C از من اگر .١

ͬ شوم. م خوشحال A ⊆ C از من آنگاه بشوم خوشحال B ⊆ C از من اگر .٢
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٢ فصل

اول مرتبه ی منطق

پارسایان قرار و ربودند عارفان دل

معانͬ و صورت به تو صورت، به شاهدان همه

حافظ

با و کردیم صحبت ریاضͬ فکر بر حاکم ͬͺصفروی منطق ͷی عنوان به گزاره ها، منطق درباره ی قبل بخشهای در

دیͽر منطق هر در که معنͬ بدین است. ریاضͬ منطق ترین پایه ای گزاره ها منطق شدیم. آشنا آن در استدلال نحوه ی

از آنها درستͬ تعیین برای برسیم، ͷی و صفر ارزش دارای اتمهای توسط ساخته شده گزاره های به هرگاه ریاضͬ،

آشنا اول»  مرتبه ی «منطق نام به ریاضͬ دیͽر پایه ای منطق ͷی با درس ادامه ی در ͬ کنیم. م استفاده گزاره ها منطق

ͬ شویم. م

است: ناتوان زیر مانند عبارتهایی بیان از گزاره ها منطق

است. فرد ٢ از بزرگتر اول عدد هر ‐

دارند. متر سانتͬ ١٧٠ از بلندتر قدی ما کلاس̞ در نفر دو حداقل ‐

ریاضیات از اعظمͬ بخش شده اند. نوشته سورها) منطق یا محمولات، منطق (یا اول مرتبه ی منطق در بالا عبارت های

دستور یعنͬ اول، مرتبه ی منطق نحو بررسͬ به ابتدا معمول، مطابق است. بیان قابل اول مرتبه ی منطق از استفاده با

ͬ پردازیم. م منطق این زبان

اول مرتبه ی منطق نحو ٢ . ١

داریم. را زیر اجزای گزاره ها، منطق نحو در

یعنͬ گزاره ها، منطق منطقͬ نمادهای .١

∧,∨,¬,↔

∀ و ∃ وجودی: و عمومͬ سورهای .٢
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x, y, z, . . . متغیرها .٣

= تساوی علامت .۴

ثوابت. و محمولها تابعͬ، نمادهای حاوی مناسب زبان ͷی .۵

عدد ͷی x جمله ی مثلا́ کرد. جایͽزین مقداری با را آنها باید عموماً که ͬ شوند م نامیده  متغیر دلیل بدین متغیرها،

بͽیریم نظر در را ٢ عدد x جای به اگر است. عددی چه x از منظور بدانیم که دارد معنا زمانͬ تنها است، مثبت

منطق در را پدیده ای چنین است. غلط جمله این بͽیریم نظر در را −٢ عددِ x جای به اگر و است درست جمله این

نداشتیم. گزار ها

کرده ام. روشن را چیز همه است، آمده ادامه در که مثالهائͯ در نباشید. مفاهیم سایر فهمیدن نگران فعلا́

نظر در ادوات ارجحیت برای را زیر ترتیب شوند، نوشته  و فهمیده درستͬ به منطق این در جملات که این برای

کرد. خواهیم صحبت ادوات اهمیت درباره ی بیشتر ادامه ی در ͬ گیریم. م

(, ) .١

∀, ∃ .٢

¬ .٣

∧,∨ .۴

→,↔ .۵

است. ارجح شود، پدیدار زودتر آنکه هم ارزش، ادوات میان در .٣٢ توجه

ͬ شوند. م نامیده عمومͬ» «سور ∀ و وجودی» «سور ∃ .٣٣ توجه

نباشد، سوری هیچ دامنه ی در که متغیری ͬ شود. م نامیده پای بند متغیر بͽیرد، قرار سور ͷی دامنه ی در که متغیری

کرده ایم. روشن را بالا تعاریف همه ی زیر مثالهای در ͬ شود. م نامیده آزاد متغیر

کنید. پرانتزگذاری را نظر مورد فرمول و کنید مشخص را پای بند و آزاد متغیرهای زیر فرمول در .٣۴ مثال

∀x R١(x, y)→ ∃y(S(y) ∨R٢(x, y))

ͬ کنیم: م پرانتزگذاری را نظر مورد فرمول اولویتها، ترتیب اساس بر ابتدا پاسخ.

(∀x R١(x, y))→ ∃y
(
S(y) ∨R٢(x, y)

)
ͬ کنیم: م شناسایی را پای بند و آزاد متغیرهای حال

(∀x R١( x︸︷︷︸
پای بند

,

︷︸︸︷آزاد
y ))→ ∃y(S( y︸︷︷︸

پای بند

) ∨R٢(

︷︸︸︷آزاد
x , y︸︷︷︸

پای بند

))
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دارد. پایبند حضور ͷی و آزاد حضور ͷی x متغیرِ بالا، فرمولِ در که کنید دقت

دهیم، انجام زیر صورت به را پرانتزگذاری اگر است؛ درست بالا صورت به فقط بالا فرمول پرانتزگذاری توجه:

ͬ شوند: م عوض آزاد و پای بند متغیرهای و معنͬ

∀x

(
R١( x︸︷︷︸

پای بند

,

︷︸︸︷آزاد
y )→ ∃y

(
S( y︸︷︷︸

پای بند

) ∨R٢(

︷︸︸︷پای بند
x , y︸︷︷︸

پای بند

)

))

کنید: پرانتزگذاری را زیر فرمول .٣۵ مثال

∀xR١(x, y)→ ∃yS(y) ∨R٢(x, y)

∀xاثبات. R١( x︸︷︷︸
پای بند

,

︷︸︸︷آزاد
y )

→
(∃y S( y︸︷︷︸

پای بند

)

)
∨R٢(

︷︸︸︷آزاد
x , y︸︷︷︸

آزاد

)



کنید. مشخص را آن پایبند و آزاد متغیرهای و پرانتزگذاری را زیر فرمول .٣۶ مثال

∃x(S(x) ∧ ∀x
(
R(x, y)→ S(y))

)
اثبات.

∃x

(
S( x︸︷︷︸

پای بند

) ∧ ∀x
(
R( x︸︷︷︸

پای بند

, y︸︷︷︸
آزاد

)→ S( y︸︷︷︸
آزاد

)

))

کنید. مشخص را آن پایبند و آزاد متغیرهای و پرانتزگذاری را زیر فرمول .٣٧ مثال

∃xS(x) ∧ ∀xR(x, y)→ S(y)

))اثبات.
∃xS( x︸︷︷︸

پای بند

)

)
∧
(
∀xR( x︸︷︷︸

پای بند

, y︸︷︷︸
آزاد

)

))
→ S( y︸︷︷︸

آزاد

)

کنید. مشخص را آن پایبند و آزاد متغیرهای و پرانتزگذاری را زیر فرمول .٣٨ مثال

R(x, y)↔ ∃x
(
R(x, y) ∧ ∀x S(x)

)
∨ ∀y R(x, y)

اثبات.

R( x︸︷︷︸
آزاد

, y︸︷︷︸
آزاد

)↔

(
∃x
(
R( x︸︷︷︸

پای بند

, y︸︷︷︸
آزاد

) ∧ ∀x S(x)
)
∨ ∀y R( x︸︷︷︸

آزاد

, y︸︷︷︸
پای بند

)

)
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اول مرتبه ی منطق در ͬ نویسͬ ریاض ٢ . ٢

زبان، این ͬ کنیم. م انتخاب مناسب زبان ͷی ͬ کنیم، م صحبت چیزی چه مورد در اینکه به بسته اول مرتبه ی منطق در

نیاز آنها به منطقͬ) اداوت سایر و متغیرها و سورها بر (علاوه گفتن سخن برای که ثوابتͬ و توابع و محمولها شامل

مشخص ابتدا از باید که ͬ شود م نوشته مشخص جهان ͷی درباره ی ما جملات که کنیم دقت باید همچنین داریم.

بدهم. توضیح مثالها در را سخن این معنͬ بͽذارید باشد. شده

درس کلاس ما جهان که کنید فرض بنویسید. اول مرتبه ی منطق در مناسب زبان ͷی در را زیر عبارت .٣٩ مثال

باشد. خودمان

دارند. وجود خانم دانشجوی ٣ ‐حداقل

خانم ͷی x که این معنͬ به است تک موضعͬ محمول ͷی D آن در که ͬ گیریم م L = {D(x)} را زبان پاسخ.

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به اول مرتبه ی منطق در ما نظر مورد جمله ی است. دختر x : D(x)︸ ︷︷ ︸
محمول

است.

∃x, y, z (D(x) ∧D(y) ∧D(z) ∧ ¬(x = y) ∧ ¬(x = z) ∧ ¬(y = z).

در x که را این دارد. وجود درس) کلاس (یعنͬ ما جهان در x ͷی که یعنͬ ∃x بالا، عبارت در که کنید دقت

سورها که ͬ دانیم م کرده ایم مشخص اول از را جهان چون ولͬ ͬ نویسیم، نم اول مرتبه ی منطق در ماست درس کلاس

ͬ کنند. م صحبت جهان همین اشیای درباره ی

دارد. وجود خانم ٣ دقیقاً کلاس در .۴٠ مثال

در خانم سه حداقل اولا˟ که است معنͬ بدین بالا جمله ی ͬ کنیم. م استفاده بالا در L زبان همان از دوباره پاسخ.

ͬ نویسیم: م پس نیست. موجود کلاس در دیͽری خانم ثانیاً و دارند، وجود کلاس

∃x, y, z
(
D(x) ∧D(y) ∧D(z) ∧ ¬(x = y) ∧ ¬(x = z) ∧ ¬(y = z)∧

∀t (t = x ∨ t = y ∨ t = z
)
.

دارند». وجود خانم سه حداکثر کلاس «در بنویسید: بالا زبان همان در را زیر جمله ی .۴١ مثال

باشید. داشته دقت پرانتزها نقش به زیر، پاسخ در پاسخ.

∃x, y, z
(
D(x) ∧D(y) ∧D(z) ∧ ∀t

(
D(t)→ t = x ∨ t = y ∨ t = z

))

کرد. خواهیم تمرین اول، مرتبه ی منطق محدودیتهای از استفاده با را ͬ نویسͬ ریاض پیش رو، مثالهای در
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که بنویسید باشد. انسانͬ جامعه ی ͷی ما جهان که کنید فرض .۴٢ مثال

دارد. عموئͬ کسͬ هر

ͷی A(x, y) نمادِ .L = {A(x, y)} گیریم: مͬ نظر در زیر صورت به را L زبانِ جمله، این نوشتن برای اثبات.

صورت به زبان این در ما مورد جمله ی است. y عموی x که باشد معنͬ بدین است قرار که است دوموضعͬ محمول

است: زیر

∀x ∃y A(y, x)

بنویسید: را زیر جمله ی قبلͬ، زبان در .۴٣ مثال

است. همه عموی که هست کسͬ

∃y ∀x A(y, x)

دارد. دائͬ باشد، داشته عمو که کسͬ هر .۴۴ مثال

ͬ نویسیم: م است. y دائ̞ͬ x که باشد این معنͬ به D(x, y) کنید فرض

∀x (∃y A(y, x)→ ∃z D(z, x))

دارد. دائͬ که هست نفر ͷی باشند، داشته عمو افراد همه ی اگر .۴۵ مثال

∀x ∃y A(y, x)→ ∃x ∃y D(y, x)

بنویسید. اول مرتبه ی منطق زبان در را زیر جملات .٢١ تمرین

دارند. عمو همه باشد، داشته عمو او اگر که هست نفر ͷی •

دارند. عمو همه  دارد، عمو که باشد نفر ͷی اگر •

اوست. دائͬ ندارد، دائͬ شخص آن که شخصͬ هر عموی •

ما، جهان از زیرمجموعه هر که بͽوییم ͬ توانیم نم نداریم. مجموعه ها زیر روی سور اول، مرتبه ی منطق در .۴۶ توجه

دارد. را ویژگͬ فلان

((((((∀A ⊆ B . . .

بدین R(x, y) موضع̞ͬ دو محمولِ که کنید فرض و بͽیرید نظر در خودمان دانشͽاه جهانِ در را زیر مثالهای

است. y دشمن̞ x که است معنͬ بدین D(x, y) دوموضع̞ͬ محمول و است y دوستِ x که است معنͬ
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است. دوست همه با که هست نفر ͷی آنگاه باشد، داشته دوست دو حداقل کس هر اگر .۴٧ مثال

پاسخ.

∀x ∃y١, y٢ R(x, y١) ∧R(x, y٢) ∧ ¬(y١ = y٢)→ ∃z ∀t R(z, t)

است. دوست همه با باشد، داشته دوست دو حداقل که کسͬ هر .۴٨ مثال

پاسخ.

∀x
(
∃y١, y٢ R(x, y١) ∧R(x, y٢) ∧ ¬(y١ = y٢)→ ∀z R(x, z)

)

دارند. مشترک دوست ͷی تنها حداکثر آنها که دارد دوست دو کسͬ هر .۴٩ مثال

پاسخ.

∀x

(
∃y١, y٢ R(x, y١) ∧R(x, y٢) ∧ ¬(y١ = y٢) ∧ ∀z

(
R(y١, z) ∧R(y٢, z)→ (x = z)

))

ندارد. دیͽری دوست باشد، داشته دوستͬ که کسͬ هر .۵٠ مثال

پاسخ.

∀x

(
∃y R(x, y)→ ∀z

(
¬(y = z)→ ¬R(x, z)

))

اوست. دوست کس، هر دشمن̞ دشمن̞ .٢٢ تمرین

عموهای بنویسید: را زیر جمله ی ͬ شناسد م را y ،x که این معن̞ͬ ,R(xبه y) محمولِ ͷی کردن اضافه با .٢٣ تمرین

ͬ شناسند. م را او ͬ های دائ کس، هر

به است x ≤ y محمولِ ͷی دارای زبان، و است طبیعͬ اعداد جهانِ ما، نظر مورد جهان که کنید فرض .۵١ مثال

است. مساوی یا کمتر y از x که این معنͬ

است. بزرگتر دیͽر عدد ͷی از عددی هر •

∀x∃y(y ̸= x ∧ y ≤ x)
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دارد. وجود عدد ͷی عددی هر از بزرگتر •

∀x ∃y(x ≤ y).

است. بزرگتر اعداد همه ی از که هست عدد ͷی •

∃x ∀y y ≤ x.

ننوشته ایم که کنید دقت

∀x ∈ N∃y ∈ N . . .

گرفتیم، نظر در را جهان که آن از پس و ͬ نویسیم نم را جهان به متغیرها تعلق̞ اول، مرتبه ی منطق در که است آن علت

دارد. اشاره جهان آن عناصر به عمومͬ و وجودی سور هر

ͬ کنیم: م لحاظ اول مرتبه ی منطق در زیر صورت به را «که» کلمه ی .۵٢ توجه

دارد. دشمنͬ دارد، دوستͬ که کسͬ هر •

هر کرد: تبدیل زیر صورت به را آن باید باشد، اول مرتبه ی منطق در نوشتن قابل بالا جمله ی که این برای

ͬ نویسیم: م زیر صورت به را جمله پس دارد. دشمنͬ آنگاه باشد داشته دوستͬ اگر کسͬ

∀x (∃yR(y, x)→ ∃zD(z, x)).

ندارد. دشمنͬ دوست آن که دارد دوستͬ کس هر •

ندارد». دشمن و اوست دوست که دارد وجود کسͬ کس، هر «برای کنیم:  تبدیل صورت به باید را بالا جمله ی

∀x ∃y (R(x, y) ∧ ∀z¬D(z, y)).

بنویسید: دانشͽاه، جهان در و L = {R(x, y)} زبانِ در را زیر جملات .٢۴ تمرین

نیست. دوست نفر دو با حداقل است، دوست همه با که باشد داشته دوستͬ که کس هر .١

نیستند. دوست هم با که هستند نفر دو آنگاه باشد، داشته دوست ͷی حداقل کس هر اگر .٢

جملات و ͬ کند م زیباتر را ادبی جملات ایهام باشند. داشته ایهام نباید هیچͽاه ریاضͬ زبان در جملات .٢۵ تمرین

بنویسید: ریاضͬ زبان به را حافظ از زیر بیت ͬ توانید م آیا زشت تر. را ریاضͬ

است ناخشنود تو ز حافظ که نکته این از غیر

نیست! که نیست هنری وجودت سراپای در

آن، به مخصوص زبان با همراه را جهان ͬ دهیم. م نمایش جهان همراه˼ به خلاصه طور به را زبان اوقات، گاهͬ

ͬ نامیم. م ساختار ͷی
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بنویسید: را زیر جمله ی (N,×,+) ساختارِ در .۵٣ مثال

است. فرد ٢ مخالفِ اولِ عدد هر

عاد خودش و ͷی جز عددی هیچ توسط (یعنͬ باشد اول اگر عددی، هر شود: تبدیل زیر جمله ی به باید بالا جمله ی

است. فرد آنگاه باشد، ٢ مخالفِ و نشود)

∀x
(
x ̸= ٢ ∧ ∀y, z (x = y × z → (y = ١ ∨ x = ١))→ ∃k x = ٢× k + ١

)
نظرمان مورد جهان در عناصری و منطقͬ ادوات ضرب، و جمع علامتهای از تنها بالا، فرمولِ در که کنید دقت

حضور نیز ضرب و جمع تابع̞ͬ علامتهای آن در که بود این قبلͬ جهان های با بالا ساختار فرض ایم. کرده  استفاده

بودند). محمولͬ فقط قبلͬ (زبانهای داشتند

بنویسید: را زیر جمله ی قبلͬ، ساختار همان در .٢۶ تمرین

هستند. مشترک مقسوم علیه بزرگترین دارای عدد دو هر

است. پیوسته a نقطه ی در x٢ + x تابع̧ که بنویسید (R,+, ·, <) ساختارِ در .۵۴ مثال

است: زیر عبارت ͬ خواهیم م آنچه پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ ∀x
(
− δ < x− a < δ → −ϵ < f(x)− f(a) < ϵ

)
ͬ نویسیم: م زیر صورت به شده داده زبان در را آن که

∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ ∀x
(
R(x, a, δ)→ R

(
f(x), f(a), ϵ

))
ͬ شود، م استفاده علامت این از گاه هر ⇔نداریم. علامتِ نیز اول مرتبه ی منطق در گزاره ها، منطق همانند .۵۵ توجه

نوشته اول مرتبه ی منطق در که باشند جمله دو ψ و ϕ اگر مثلا́ است. نظر مد اول مرتبه ی منطق عبارت فرای مفهومͬ

از منظور شده اند،

ϕ⇔ ψ

جمله ای خود˂ هستند، هم معنͬ جمله دو این که این ببینید). را بعد (بخش هستند هم معنͬ جمله، دو این که است این

شده اند. نوشته جمله دو آن که زبانͬ در نه و است فارسͬ زبان در

خلاصه طور به است،  پیوسته a نقطه ی در f تابع که را این مثلا́ ͬ شود. م استفاده تعاریف ⇔برای از نیز گاهͬ

ͬ نویسیم: م زیر صورت به

lim
x→a

f(x) = f(a)

ͬ نویسیم: م )پس
lim
x→a

f(x) = f(a)
)
⇔ ∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ ∀x

(
|x− a| < δ → |f(x)− f(a)| < ϵ

)
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شده نوشته منطقͬ فرازبان در عبارت، این که است این کرده ایم استفاده دوخطه ف˼ل˼ش از عبارت دو بین که این علت

به اشاره برای limx→a f(x) = b نماد از که ͬ گوئیم م داریم واقع در بالا عبارت در ماست. خود قول از و است

نوشتاری زبان در چپ سمت عبارت و است منطقͬ راست سمت عبارت که کرده ایم استفاده راست سمت عبارت

است. شده نوشته شما و من میان گفتگوی زبان یعنͬ فرامنطق، زبان در ⇔نیز علامتِ و است خودمان

اول مرتبه ی منطق در درست همیشه فرمولهای ٢ . ٣

در را فرمولها و گزاره ها باید اینجا در ͬ گیرد. نم صورت ارزش جدول از استفاده با اول مرتبه ی منطق معناشناسͬ

بلندتر قد نفر سه ریاضͬ مبانͬ کلاس «در جمله ی صحت بررسͬ برای مثال، برای کرد. ارزیابی بدانها مربوط جهان

کنند. برآورده را شده ذکر شرط که گشت نفر سه دنبال به و شد، کلاس این وارد باید دارند» ͬ متر سانت ١٧٠ از

∀x ϕ(x) فرمولِ M در ͬ گوییم م باشد، بدان مربوط زبان L و باشد اول مرتبه ی جهان ͷی M اگر .۵۶ تعریف

معمولا˟ باشد. درست ϕ(a) فرمولِ باشد، شده انتخاب دلخواه طور به که a ∈M عنصرِ هر برای هرگاه است، درست

جا آن از بود، درست اگر خیر. یا است درست ϕ(a) آیا که ͬ کنیم م بررسͬ و ͬ کنیم م انتخاب دلخواه به a عنصر ͷی

ͬ کردیم، م انتخاب نیز را دیͽری عنصر هر اگر که ͬ گیریم م نتیجه بود، شده انتخاب دلخواه به نظر مورد عنصر که

ͬ بود. م درست حͺم همین

شخص̞ هر که دهیم نشان باید است، بیشتر متر ͷی از قدشان همه شما، کلاس در که این بررسͬ برای مثال، برای

است! بیشتر متر ͷی از قدش برداریم، که را کلاس در a

خیر؟ یا است درست M جهانِ ͷی در ∃x ϕ(x) فرمولِ آیا که دهیم تشخیص چͽونه .٢٧ تمرین

آنها در رفته کار به گزاره های ارزش از نظر صرف که هستند عباراتͬ گزاره ها، منطق در «تاتولوژی ها» که گفتیم

تاتولوژیها واقع در باشد. گزاره ای چه p که ͬ کند نم فرقͬ و است درست همواره p∨¬p مثال برای درستند. همواره

تاتولوژی کلمه ی از (ولͬ داریم درست همیشه عبارتهای نیز اول مرتبه ی منطق در هستند. استنتاج» «قوانین نوعͬ به

هر در که است عبارتͬ اول، مرتبه ی منطق در درست همیشه عبارت ͷی از منظور ͬ کنیم). نم استفاده آنها برای

است. درست کرد تعبیر بتوان را عبارت آن که جهانͬ

است: زیر جمله ی درست، همیشه جملات از معروف مثال ͷی

∃x (h(x)→ ∀y h(y)).

چیست h(x) معن̞ͬ که این و است شده نوشته جهانͬ چه در که این به بالا، جمله ی بودن درست که ͬ کنم م ادعا من

دارای x که باشد معنͬ بدین h(x) و باشد انسانها از جهان ͷی ما، جهان که کنید فرض مثال، برای ندارد. ربطͬ

باشد، داشته کلاه او اگر که دارد وجود نفر ͷی انسانͬ، جهان هر «در که ͬ گوید م دارد بالا جمله ی پس است. کلاه

دو از بͽیرید. نظر در را خودتان کلاس است. درست ولͬ نیاید؛ درست جمله این نظرتان به شاید دارند». کلاه همه
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جمله ی که باشند، داشته کلاه همه اگر ندارد. کلاه آقا، علͬ مثلا نفر، ͷی یا دارند، کلاه همه یا نیست. خارج حالت

مقدم). انتفاء  (به ͬ داشتند م کلاه همه ͬ داشت، م کلاه علͬ اگر صورت، این غیر در است. درست شما کلاس در بالا

دارند. کلاه همه باشد، داشته کلاه او اگر که هست نفر ͷی پس

آورده ایم. درست همیشه جملات از مثال چند زیر در

¬∀x p(x)↔ ∃x ¬p(x) .١

¬∃x p(x)↔ ∀x ¬p(x) .٢

∀x
(
p(x) ∧ q(x)

)
↔ ∀x p(x) ∧ ∀x q(x) .٣

∃x
(
p(x) ∨ q(x)

)
↔ ∃x p(x) ∨ ∃x q(x) .۴

¬∀x p(x) ↔ ∃x ¬p(x) فرمول بͽوییم که این جای به گزاره ها منطق مشابه ͬ کنیم. م ثابت را اولͬ زیر در

ͬ نویسیم: م است، درست همواره

¬∀x p(x)⇔ ∃x ¬p(x)

داشته M جهان در کنیم فرض شده اند. نوشته  آن درباره ی بالا گزاره های که باشد جهان ͷی M که کنیم فرض

باشیم:

¬∀x p(x)

که هست a ∈ M مانند عنصری پس باشند. داشته را p ویژگͬ x ∈ M هر که نیست اینگونه M جهان در یعنͬ

است: درست زیر جمله ی ما جهان در پس ¬p(a)

∃x ¬p(x)

باشد: درست زیر جمله ی M جهانِ در اگر مشابه طور به

∃x ¬p(x)

نقیض یعنͬ نیست، درست M در ∀xp(x) که جمله  این پس .¬p(a) که طوری به دارد وجود a ∈M عنصر آنگاه

است. درست آن

کنید. ثابت مشابه طور به نیز را بالا موارد بقیه ی .٢٨ تمرین

است؟ درست همیشه زیر عبارت آیا .٣ سوال

∀x
(
A(x) ∨B(x)

)
→ ∀x A(x) ∨ ∀x B(x)
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کنید: فرض پاسخ.

M = {a, b, c, d, e}

A = {a, b, c}, B = {c, d, e}

داریم .x ∈ B معنͬ به B(x) و باشد x ∈ A معنͬ به A(x) کنید فرض

∀x (x ∈ A ∨ x ∈ B)

نیست: درست ما جهان در زیر عبارت اما

∀x x ∈ A ∨ ∀x x ∈ B

است: درست زیر عبارت آیا .۵٧ مثال

∃x A(x) ∧ ∃x B(x)→ ∃x (A(x) ∧B(x))

داریم بͽیرید. نظر در زیر شͺل در شده کشیده صورت به را جهان پاسخ.

∃x x ∈ A

∃x x ∈ B

¬(∃x x ∈ A ∧ x ∈ B)
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است؟ درست همواره زیر عبارت آیا .۵٨ مثال

∀x ∃y R(x, y)→ ∃y ∀x R(x, y)

بͽیرید: نظر در گراف ͷی رأسهای مجموعه ی زیر، صورت به را جهان پاسخ.

M = {a, b, c, d}

کنید: تعبیر چنین را R رابطه ی و

باشد. داشته وجود یال ͷی y و x بین یعنͬ R(x, y)

جمله ی بالا جهان در

∀x ∃y R(x, y)

است: غلط زیر جمله ی ولͬ است درست

∃y ∀x R(x, y)

«هر جمله ی از که کرده ایم اثبات واقع در اشخاص، را رأسها و بͽیرید نظر در دوستͬ رابطه ی را R(x, y) بالا در اگر

ͬ شود. نم نتیجه است»  دوست همه با که هست ͬͺی» جمله ی دارد» دوستͬ کسͬ

در زیر جمله ی که کنید دقت بͽیرید. نظر در جهان عنوان به را طبیعͬ اعداد مجموعه ی دیͽر، مثالͬ عنوان به

است: درست مجموعه این مورد

∀x∃y x ≤ y

نیست: درست جهان این درباره ی زیر جمله ی اما

∃y∀x x ≤ y.

میان گزاره ها، منطق مشابه 

ϕ⇒ ψ

و

ϕ→ ψ
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برخͬ در که است ممͺن که است اول مرتبه ی منطق فرمول ͷی دومͬ دارد. وجود فرق نیز اول مرتبه ی منطق در

است: زیر ͬ تر طولان عبارت برای کوتاه نوشت ͷی اولͬ اما غلط. جهانها از دیͽر برخͬ در و باشد درست جهانها

از زمانͬ پس است. درست باشد، داشته را آن بیان برای لازم علائم که اول مرتبه ی جهان هر در ϕ → ψ جمله ی

ممͺنͬ جهان هر در منظورمان که ͬ نویسیم م را دومͬ زمانͬ و مشغولیم؛ خاص جهان ͷی در که ͬ کنیم م استفاده اولͬ

باشد. برقرار

اگر اول، مرتبه ی منطق در که دهید نشان .٢٩ تمرین

ϕ⇒ ψ

است؟ درست نیز گفته این عکس آیا ͬ شود. م نتیجه ψ بودنِ درست همواره ϕ بودنِ درست همواره از آنگاه

اثباتِ برای که گفتیم

ϕ⇒ ψ

وجود دیͽری راه اما کرد. بررسͬ جهانها همه ی در را ϕ → ψ گزاره ی بودن درست باید اول، مرتبه ی منطق در

محدودی تعداد گفتیم، گزاره ها منطق در آنچه مشابه اثبات، نظریه ی در است. اثبات» «نظریه ی از استفاده آن و دارد

گفته استتاج قوانین قوانین، آن به است. اثبات قابل گزاره ای هر بودن درست آنها از استفاده با که ͬ شود م ارائه قانون

نیست نیازی ͬ کنیم م استفاده آنها از وقتͬ و هستند درست جهانها همه ی در همزمان طور به استنتاج قوانین ͬ شود. م

مسائل هم قدر چه هر یعنͬ است. متناهͬ استنتاج قوانین تعداد که اینجاست جالب نکته ی کنیم. فکر خاصͬ جهان به

ͬ کنند. م پیروی خاص روش متناهͬ از ما استدلالهای تمام باشند، پیچیده ما

ترغیب را علاقه مند دانشجوی ͬ گنجد. نم ریاضͬ مبانͬ درس سطح در اول، مرتبه ی منطق در استنتاج قوانین بیان

نظریه ی در متخصص ͷی عنوان به نیز، بنده طرفͬ از بͽذراند. را منطق درس مباحث، این یادگیری برای تا ͬ کنم م

را آنها درستͬ یعنͬ کنم. اثبات مدلͬ نظریه ی رویͺرد با را قضایا ͬ الامͺان حت ͬ کنم م سعͬ اثبات، نظریه ی نه و مدل،
١ کنم. اثبات مجزا طور به جهانͬ هر در

دیͽر منطقهای ۴ . ٢

گزاره ها منطق شدیم. آشنا اجمالͬ بسیار نحوی به اول مرتبه ی منطق و گزاره ها منطق با گذشته، فصل دو طͬ در

مشخص جهان هایی درباره ی که جملاتͬ منطق اول، مرتبه ی منطق و است ͷی و صفر ارزش دارای گزاره های منطق

ͬ شود. م اشاره نظر مورد جهان به آن، جملات در که ͬ شود م نوشته

حال، این با است. بیان قابل اول مرتبه ی منطق در مجموعه ها، نظریه ی خصوصاً ریاضیات، از عمده ای بخش

من که منطقͬ ͬ کنید. م دنبال مرا نوشته های شما آن با که است منطقͬ همان ͬͺی دارند. وجود هم دیͽر منطقهای

گزاره هائͬ همان دقیقاً درست، همواره «گزاره های ͬ گوید: م که است گودل تمامیت قضیه ی اول، مرتبه ی منطق در مهم قضایای از ͬͺی ١

به استنتاج قوانین متناهͬ تعداد آن توسط که است درست جهانها همه ی در صورتͬ در تنها گزاره ، ͷی یعنͬ ͬ شوند». م اثبات که هستند

باشد. آمده دست
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سخن منطقها این درباره ی آن، با که منطقͬ دیͽر بیان به ͬ کنم. م توجیه را خود سخنان فارسͬ، زبان قالب در آن با

علائم از گاهͬ نیز منطق، این در است. تاتولوژی p → q گزاره ی یعنͬ p ⇒ q که گفتم منطق این با مثلا́ گفتم.

ͬ شود: م استفاده ریاضͬ

∀x ∈ R∃n ∈ N x ≤ n

ͷی از حقیقͬ، عدد هر که ͬ گوید م و است فارسͬ زبان در بلͺه است. نشده نوشته اول مرتبه ی منطق در بالا جمله ی

است! کمتر طبیعͬ عدد

استفاده زیرمجموعه ها روی سورزدن برای منطق این از دوم. مرتبه ی منطق نام به دارد وجود منطقͬ هم، این غیراز

در باید بالاست، کران کوچͺترین ͷی دارای حقیقͬ اعداد از بالاکراندار از زیرمجموعه ی هر که را این مثلا́ ͬ شود. م

کنیم. بیان دوم مرتبه ی منطق

دارای باشد، بالا کران دارای که حقیقͬ اعداد از زیرمجموعه   «هر که بنویسید ریاضͬ جمله ی ͷی با .٣٠ تمرین

بالاست. کران کوچͺترین

گفت. خواهم سخن درس از دیͽری بخشهای در منطقها، این درباره ی
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٣ فصل

مجموعه ها نظریه ی اصول

شوند همدستان که یارب غرض این دست دهد کͬ

شما پریشان زلف ما مجموع خاطر

حافظ

مطلوبی ͬ های ویژگ به بنا اصول، این است. ریاضیات اولیه ی اصول بیان درس این اهداف از ͬͺی که گفتیم مقدمه در

ͬ شوند.  م نوشته اول مرتبه ی منطق در ͬ گنجد، نم درس این در آنها بیان و دارد اول مرتبه ی منطق که

اولیه ی اصول که است لازم نخست ریاضیات، اولیه اصول کردن پیدا برای که کرد خواهیم توجیه بعداً همچنین

کنیم. پیدا را مجموعه ها نظریه ی

تعریفش که مجموعه  داریم. مجموعه ها برای موضوعه اصول نوشتن به نیازی چه که بپرسید خود از شاید اما

گفته ام. سخن باره این در زیر در است! مشخص
١ دارید: خاطر به دبیرستان دوره ی از را مجموعه ها تعریف

هستند. مشترکͬ ویژگͬ دارای که متمایز و مشخص اشیاء از است گردایه ای مجموعه،

گردایه، عبارتهای دارد. منطقͬ مشͺل ͷی تعریف این اما است. مجموعه  برای تعریف شهودی ترین بالا، تعریف

ͬ آید م نظر به دارند! تعریف به نیاز آنها خودِ و نیستند مجموعه کلمه ی از ساده تر ... و آمدن جمع هم دور شͬء،

همان مجموعه چیست؟ مجموعه است: شده جایͽزین دیͽر کلمه ی چند با مجموعه کلمه ی تنها بالا، تعریف در که

عنوان تحت مقاله ای اول پاراگراف در زیر، تعریف ١

Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre

است: شده نوشته کانتور از

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterscheidenen Ob-

jecten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente von M gennant werden) zu

einem ganzen

از ͷی هر به (که ما فکر در یا ما پیرامون محیط از است m متمایز و مشخص اشیاء از جمع آوری ͷی M مجموعه ͷی از منظور یعنͬ

مجموع. ͷی به ͬ گوییم) م مجموعه عضو ͷی اشیاء این
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را ما مجموعه ها برای تعریف این پذیرش ولͬ ͬ کنیم؛ م سختگیری بیهوده داریم که کنید احساس شاید است! گردایه

گفته ام. سخن آن درباره ی آینده بخش در که ͬ اندازد م بزرگͬ دام به

پارادوکس̞ راسل ٣ . ١

بیان به بود. مجموعه مفهوم برای ریاضیدانان قبول مورد تعریف بالا، مقدمه ی شهودی تعریف بیستم قرن اوایل تا

است: مجموعه ͷی زیر صورت به عبارت هر باشد، ویژگͬ ͷی p(x) اگر کانتور، نظر از دقیقتر،

{x|p(x)}

هستند. دارا را p مشخص̞ ویژگ̞ͬ که ͬ دهد م نشان را هائͬ x مجموعه ی بالا، عبارت

باشد: x ̸∈ x ویژگ̞ͬ p(x) کنید فرض

p(x) : x ̸∈ x

است: مجموعه ͷی زیر عبارت گفتیم، بالا در آنچه به بنا آنگاه

A = {x|x ̸∈ x}

A؟ ∈ A آیا .۴ سوال

آنگاه A ∈ A اگر پاسخ.

A ∈ {x|x ̸∈ x}

!A ̸∈ A پس

آنگاه A ̸∈ A اگر نیست: درست هم این انگار اما نیست. A به متعلق A که ͬ آید م نظر به پس

A ̸∈ {x|x ̸∈ x}

!A ∈ A پس

آنگاه باشد مجموعه ͷی A اگر دیͽر، بیان به

A ∈ A⇔ A ̸∈ A.

است! منطقͬ تناقض ͷی بالا گزاره ی

ریاضیدانان کار بنای پایه ی سالها که مجموعه ها، از ما تعریف شهودی ترین که ͬ دهد م نشان راسل پاردوکس رویداد

کجا از است. شده آشͺار تناقضͬ دچار قدم نخستین همین در ریاضͬ، علم واقع در است. تناقض آمیز است، بوده

چند که کنم ثابت کارم اتاق در قضیه ای امروز من شاید نباشند؟ تناقض دچار ریاضͬ دیͽر بخشهای سایر که معلوم

کنم! اثبات را آن نقیض است قرار بعد ماه
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که چاره ای و بجوئیم، چاره ای مجموعه ها، تعریف برای باید نیست، ما مطلوب تناقض، حاویِ علم̧ که آنجا از

آن کنیم، تعریف را مجموعه که این جای به که است این است، کرده  پیشنهاد پارادوکسها این از رهائͬ برای منطق

باید ولͬ ͬ کنید، م تصور مجموعه عنوان به شما که است چیزی آن هر مجموعه بͽوییم یعنͬ کنیم. «اصل بندی» را

کند. پیروی خاصͬ قوانین از شما تصور

را نکته دو زیر در آن از پیش ولͬ کرد، خواهم بیان موضوعه اصول صورت به را قوانین این درس ادامه ی در

ͬ شوم: م یادآور

ͬ خوانند. م نیز ٢ سهل انگارانه مجموعه ی نظریه ی گاهͬ را کانتور مجموعه های نظریه ی

پارادوکسهای نوع از بود، کرده مشغول خود به را فیلسوفان و ریاضیدانان از بسیاری ذهن که راسل، پارادوکس

آورده ایم: را پارادوکسها چنین از دیͽری مثال زیر در است. ٣ «ارجاع به خود»

یا است دروغگو شخص این آیا هستم». دروغگو «من بͽوید شخصͬ کنید فرض دروغگو). (پارادوکس ۵٩ مثال

پس باشد دروغگو اگر است! دروغگو پس است، دروغگو که است گفته راست پس باشد، راستگو اگر راستگو؟

راستگوست! پس دروغگوست، که است گفته دروغ

و است ربوده را پسری ͬ کند!) م عمل خود قول به هم و ͬ زند م حرف هم که تمساح ͷی (البته تمساحͬ .۶٠ مثال

چه من که بͽوئͬ درست «اگر ͬ گوید: م چنین پسر آن پدرِ به تمساح بدهد. پس پدرش به یا بخورد، را او یا ͬ خواهد م

کند؟ چه باید تمساح ͬ خوری، م را پسرم که ͬ گویم م من که بͽوید پدر اگر حال ͬ دهم». م پس را پسرت کرد، خواهم

پس را بچه تمساح اگر بدهد. پس را بچه باید تمساح یعنͬ است، گفته درست پدر پس بخورد، را بچه تمساح اگر

است! گفته اشتباه پدر چون است، نکرده عمل خودش حرف به پس بدهد،

تناقض آمیز جمله ی ͷی ͬ دانم» نم هیچ که ͬ دانم م «من جمله ی که کنید بررسͬ سقراط). (پارادوکس ٣١ تمرین

است.

آیا ͬ تراشند. نم را خود موهای خود˂ آنها که ͬ تراشد م را کسانͬ موهای فقط و فقط شهر،  ͷی آرایشͽرِ .٣٢ تمرین

ͬ تراشد؟ م را خود موهای آرایشͽر

دارد؟ وجود کرد، وصف فارسͬ زبان در کلمه ۵٠ از کمتر با را آن نتوان که طبیعͬ عدد کوچͺترین آیا .٣٣ تمرین

که ͬ کنند م قرارداد هم با آنها ͬ دهد. م وکالت درس دانشجوئͬ به ۴ وکالت، استاد ͷی دادگاه). (پارادوکس ٣۴ تمرین

استاد به را تدریس هزینه ی که است موظف بیاید، بیرون پیروز خود دادگاه جلسه ی اولین از نامبرده، دانشجوی اگر
۵ بپردازد.

٢naive set theory
٣self-reference

داده ام. تغییر کمͬ را پاردوکس این ۴صورت

۵Paradox of the Court, counterdilemma of Euathlus
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از استاد ͬ شود. نم دادگاهͬ هیچ وارد و ͬ شود م منصرف دادگاه در کار از دوره، اتمام از پس نظر مورد دانشجوی

که ͬ کند م دفاع خود از دانشجو ولͬ بدهد را او پول باید دانشجو که است مدعͬ و ͬ کند م شͺایت دادگاه به دانشجو

استاد؟ یا بدهد رأی دانشجو نفع به باید دادگاه آیا بدهد. استاد به پول نباید

مجموعه  تعریف برای اصل موضوعه ای روش ٣ . ٢

مجموعه تعریف برای را موضوعه ای اصل روش ریاضیدانان راسل، پاردوکس مانند پارادوکسهائͬ از رهائͬ برای

اصل روش در کرده ایم. معرفͬ اول جلسات در را آن که است استوار اول مرتبه ی منطق بر روش این برگزیده اند.

ͬ گوییم، م واقع در ͬ کنیم. م وضع قوانین مجموعه برای مجموعه ، برای مبهم تعریف ͷی ارائه ی جای به موضوعه ای،

پیروی خاصͬ قوانین از باید ͬ دانید، م مجموعه  خود ذهن در که آنچه ولͬ بیانگارید،  ͬ خواهید م چه هر را مجموعه

جهانهای جهانها، این به دارد. ∋وجود محمولِ ͷی آنها در که ͬ گیریم م نظر در را V جهانهای دقیقتر، بیان به کند.

بیان خود اصول از استفاده با را جهانهائͬ چنین بر حاکم قوانین که ͬ کنیم م سعͬ و ͬ گوییم م مجموعه ها همه ی

شود. برآورده آن مجموعه های همه ی توسط داریم انتظار که داریم اصولͬ جهان، ͷی برای دیͽر، بیان به ۶ کنیم.

مرتبه ی منطق از استفاده با بودنش) مجموعه (یا وجودش هرگاه ͬ نامیم م مجموعه ͷی را x متغیر رویͺرد، این در

جهان های تمام در درست جمله ی ͷی x بودنِ مجموعه یعنͬ شود؛ ثابت مجموعه ها از دلخواه جهان هر در اول

یا مختلف، افراد اذهان در ذهنͬ، جهانهای ͬ توانند م مجموعه ها، نظریه ی جهانهای باشد. مجموعه ها نظریه ی

باشند. واقعͬ جهان های

ͬ گوییم م ͬ نویسیم. م (V,∈) صورت به ساختاری درباره ی اول،  مرتبه ی جملاتͬ موضوعه ای، اصل روش در پس

روش در که x, y, z, . . . هر است. y از عنصری x ͬ شود: م خوانده x ∈ y و مجموعه هاست همه ی جهان V که

ͬ آید. م V جهانِ از شود، زده سور آن روی یا شود، صحبت آن درباره ی موضوعه ای اصل

(ZFC) زِد اف سͬ سیستم̧ میان از که است شده پیشنهاد مجموعه ها برای موضوعه اصول از مختلفͬ سیستم های

این معرفͬ به نیز ما درس این در و است شده واقع بهتری اقبال مورد انتخاب) اصل همراه به فرانکل و زِرم˼لو (اصول

از استفاده با و اصول این پایه ی بر ریاضیات، از اعظمͬ بخش چͽونه که دید خواهیم ٧ پرداخت. خواهیم اصول

است. شده بنا اول مرتبه ی منطق و گزاره ها منطق

(∃,∀,→,↔,∧,∨ (یعنͬ اول مرتبه ی منطق̞ͬ ادوات سایر ∋و علامتِ از استفاده با تنها اصول این شد، گفته آنچه بر بنا

توضیح رسمͬ غیر صورت به ابتدا را اصل هر کرده ام. بیان را مجموعه ها نظریه ی اصول زیر در شد. خواهند نوشته

x مانند متغیری هر مجموعه ها نظریه ی در که کنید دقت نوشته ام. اول مرتبه ی زبان در دقیق طور به سپس و داده ام

هر واقع در است. y مجموعه ی عضوی x مجموعه ی یعنͬ x ∈ y ͬ نویسیم م وقتͬ و است V در مجموعه  ͷی

دقت هستند! مجموعه خود˂ نیز، مجموعه ͷی اعضای و است، مجموعه ͷی ͬ کنیم م صحبت آن درباره ی که چیزی

منطقمان، و است V در ͬ کنیم م صحبت آن درباره ی که x هر زیرا ∀x ∈ V ننوشته ایم هیچͽاه ادامه، در که کنید

هر در ولͬ باشیم. داشته مجموعه ها از فراوانͬ جهان های شاید نداریم. مجموعه همه ی از ممͺن جهان ͷی تنها است. درست بله! ۶

داده ایم. قرار را عضویت رابطه ی ͷی
٧Zermelo, Fraenkel+ Choice
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است. اول مرتبه ی

نباشید، نگران اما آورده ام. مختصر توضیحͬ با و فهرست وار را مجموعه ها نظریه ی اصول بخش، این ادامه   ی در

کرده ام. مرتب سخت  به آسان ترتیبِ به را اصول پرداخت. خواهیم ͷی هر به مفصل طور به درس ادامه ی در زیرا

سخت، اصول اما کرده اید. استفاده آنها از بسیار و دیده اید احتمالا˟ هم دبیرستان در که هستند آنهائͬ آسان، اصول

بمانند! باقͬ مبهم برایتان هم، شاید درس این گذراندن از پس سالها تا که هستند آنهائͬ

→استفاده فلش̞ از باشیم خاص جهان ͷی در هرگاه داشتیم، اول مرتبه ی منطق فصل در که قراردادهائͬ مطابق

⇒ فلش̞ از باشد برقرار مجموعه ها نظریه ی برای ممͺن جهانهای تمامͬ در نظرمان مورد حͺم وقت هر ولͬ ͬ کنیم م

ͬ کنیم. م استفاده

وجود مجموعه ͷی دیͽر، بیان به است؛ مجموعه ͷی تهͬ، اصل، این به بنا غیررسمͬ: بیان وجود: اصل .١

نوشته ایم. اول مرتبه ی منطق در را اصل این رسمͬ بیان زیر در ندارد. عضوی هیچ که دارد

∃x ∀y ¬(y ∈ X)

ͬ کنیم: م استفاده زیر فرمول جای به x = ∅ نمادِ از بعد این از

∀y ¬(y ∈ x)

که ͬ گوید م اول اصل پس

∃x x = ∅

دارد. وجود مجموعه ͷی حداقل وجود، اصل به بنا

یͺسانͬ مجموعه های (از باشند داشته یͺسانͬ اعضای که مجموعه دو رسمͬ: غیر بیان گسترش: اصل .٢

رسمͬ: بیان برابرند. هم با باشند) شده  تشͺیل

∀a, b
(
∀x (x ∈ a↔ x ∈ b)→ a = b

)
فرمولِ جای به .۶١ توجه

∀x(x ∈ a→ x ∈ b)

ͬ نویسیم: م

a ⊆ b.

کرده ایم. استفاده فرمولها نوشتن کوتاه برای آن از ولͬ نیست، ما نظر مورد زبان علائم از ⊆ که کنید دقت

بنویسیم: زیر خلاصه ترِ صورتِ به ͬ توانیم م را گسترش اصل پس

∀a, b (a ⊆ b ∧ b ⊆ a→ a = b).
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a = b که دهیم نشان که این برای هستند، مجموعه b و a که بدانیم هرگاه گسترش، اصل به بنا .۶٢ توجه

x٠ ∈ b دلخواه˼ عنصرِ هر برای و x٠ ∈ b داریم x٠ ∈ a دلخواه˼ عنصر هر برای که دهیم نشان است کافͬ

.x٠ ∈ a دهیم نشان

کرد: ثابت ساده قضیه ی ͷی ͬ توان م دوم اصل به بنا حال دارد. وجود تهͬ مجموعه ی اول، اصل به بنا

ریاضͬ: بیان به مجموعه هاست؛ همه ی زیرمجموعه ی تهͬ مجموعه ی .۶٣ قضیه

∀x ∅ ⊆ x

مجموعه ها) از جهانͬ هر (در که دهیم نشان باید اثبات.

∀y∀x
(
x ∈ ∅ → x ∈ y

)
دهیم نشان باید است، مجموعه ͷی y٠ و هستیم مجموعه ها از جهان ͷی در که ͬ کنیم م فرض منظور این برای

که

∀x
(
x ∈ ∅ → x ∈ y٠

)
که دهیم نشان باید ͬ گیریم. م نظر در مجموعه هایمان جهان در را x٠ دلخواه˼ مجموعه ی نیز، منظور این برای

است: درست زیر عبارت

x٠ ∈ ∅ → x٠ ∈ y

گزاره ی که دیدیم گزاره ها، منطق در

p→ q

است. درست نیز ما نظر مورد گزاره ی پس است. درست مقدم انتفاء به باشد، صفر ارزش دارای p هرگاه

کرد: ثابت گفته ایم اینجا تا که اصولͬ از استفاده با ͬ توان م هم دیͽر ساده ی قضیه ی ͷی

.a ⊆ c آنگاه b ⊆ c و a ⊆ b اگر باشند. مجموعه سه a, b, c کنید فرض .۶۴ قضیه

و باشند مجموعه  a, b, c اگر مجموعه ها، از جهانͬ هر در که ͬ گوید م بالا قضیه ی که کنید دقت اثبات.

از ممͺن جهان ͷی وارد نخست بیایید پس است. برقرار قضیه حͺم آنگاه باشند، برقرار قضیه فرضهای

صورت به قضیه فرضهای ͬ کنیم. م بررسͬ را قضیه  حͺم و فرض نخست کنیم. کار آن در و شویم مجموعه ها

هستند: زیر

مجموعه اند. a, b, c (آ)

a ⊆ b (ب)
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b ⊆ c (ج)

عبارت باید a ⊆ c که این دادن نشان برای .a ⊆ c شرطها) برقراری صورت (در که است این قضیه حͺم

کنیم: ثابت را زیر

∀x
(
x ∈ a→ x ∈ c

)
درست زیر گزاره ی که دهیم نشان باید است، دلخواه عنصر ͷی x٠ که این فرض با بالا، عبارت اثبات برای

است.

x٠ ∈ a→ x٠ ∈ c

است: درست زیر گزار ه ی که ͬ شود م نتیجه اول، فرض از

x٠ ∈ a→ x٠ ∈ b

گزاره های ارزش اگر گزاره ها منطق در

p→ q, q → r

درست زیر گزاره ی که ͬ شود م نتیجه دوم فرض از است. ͷی نیز p → r گزاره ی ارزش آنگاه باشد، ͷی

است:

x٠ ∈ b→ x٠ ∈ c

نتیجه شد، گفته آنچه از است. درست x٠ ∈ a→ x٠ ∈ c گزاره ی که ͬ گیریم م نتیجه ١۴ تمرین̞ به بنا حال

جهان به ما استدلال که آنجا از است. درست a ⊆ c گزاره ی مجموعه ها از ما نظر مورد جهان در که ͬ شود م

است. درست مجموعه ها جهانهای تمام در گزاره این نداشت، یستگͬ خاصͬ

طور به بالا قضیه ی است. تاتولوژی خاص، گزاره ی ͷی که ͬ کند م بیان ریاضͬ، در قضیه ای هر .۶۵ توجه

مجموعه ها نظریه ی تصور قابل جهانهای همه ی در یعنͬ است؛ تاتولوژی زیر گزاره ی که ͬ گوید م خلاصه،

است: درست

∀a, b, c (a ⊆ b ∧ b ⊆ c→ a ⊆ c)

جفت سازی: اصل .٣

دو x, y اگر دیͽر، بیان به است. مجموعه ͷی {x, y} آنگاه باشند، مجموعه دو y و x اگر رسمͬ: غیر بیان

هستند. x, y دقیقاً آن، اعضای که دارد وجود مجموعه ای باشند، مجموعه

∀x, y ∃a
(
∀z z ∈ a↔ (z = x ∨ z = y)

)
ندارد! ربطͬ x, y مجموعه ی اجتماع̧ دو به اصل جفتسازی، که کنید دقت

وجود، اصل̞ به بنا بسازیم. ͬ توانیم م مجموعه هائͬ چه اول، اصل سه این از استفاده با که کنیم بررسͬ بیایید

گسترش، اصل به بنا حال است. مجموعه ͷی {∅, ∅} سازی زوج اصل به بنا است. مجموعه ͷی ∅
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مجموعه دو ∅, {∅} که ͬ دانیم م اینجا، تا پس دارند. یͺسانͬ اعضای مجموعه، دو این زیرا {∅, ∅} = {∅}

مجموعه، این گسترش، اصل به بنا است. مجموعه ͷی نیز {∅, {∅}} زوج سازی، اصل به بنا دوباره هستند.

است. نابرابر ∅, {∅} مجموعه ی دو هر با

مجموعه ͷی بالا روش با ͬ توانید م آیا بسازید؟ ͬ توانید م بالا طریق به دیͽری مجموعه های چه .٣۵ تمرین

باشد؟ داشته عضو دو از بیش که بسازید

تصریح: اصل .۴

مرتبه ی منطق در که باشد ویژگͬ ͷی p(x) اگر آنگاه است مجموعه ͷی a که بدانیم اگر رسمͬ: غیر بیان

است. مجموعه ͷی نیز زیر عبارت آنگاه است، شده بیان اول

{x ∈ a|p(x)}

بیان ͬ دهند. م مجموعه ͷی تشͺیل دارند خاصͬ ̞  ͬ ویژگ Aکه از عناصری باشد،  مجموعه ͷیA اگر واقع در

است: زیر صورت به فوق اصل رسمͬ

∀a ∃b ∀x
(
x ∈ b↔

(
x ∈ a ∧ p(x)

))
است. مجموعه ͷی تصریح اصل به بنا زیر عبارت باشد، مجموعه ͷی A اگر واقع در

B = {x ∈ A|p(x)}

مجموعه ͷی را زیر صورت به عبارتͬ هر سهل انگارانه، مجموعه های نظریه ی در که کنید توجه .۶۶ توجه

دانستیم:

{x|p(x)}

نیز زیر عبارت آنگاه است، مجموعه ͷی a که بدانیم اگر کرده ایم: اضافه بالا به شرط ͷی تصریح، اصل در

است: مجموعه ͷی

{x ∈ a|p(x)}.

باشد، عبارتِ اول مرتبه ی ویژگͬ ͷی p(x) اگر بنابراین

{x|p(x)}

ایجاد مجموعه ͷی شود، گرفته اشتراک مجموعه  ͷی با اگر بالا عبارت بیانͬ، به نیست. مجموعه ͷی لزوماً

ͬ کند. م

ͬ نامیم م کلاس ͷی را {x|p(x)}صورت به عبارتِ هر باشد، اول مرتبه ی  ͬ ویژگ ͷی p(x) اگر .۶٧ تعریف

نباشد). مجموعه کلاس، ͷی که است (ممͺن
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مجموعه هاست. از کلاس ͷی نیز {x|x ̸∈ x}همچنین مجموعه هاست. تمام کلاس {x|x = x} مثال، برای

است. مجموعه ͷی مجموعه، ͷی با کلاس ͷی اشتراکِ که است این بیانگر تصریح، اصل پس

نوشت: ͬ توان م زیرا است؛ مجموعه ͷی نیز y آنگاه y ⊆ x و باشد مجموعه ͷی x اگر .۶٨ مثال

y = {t ∈ x|t ∈ y}.

است: مجموعه ͷی زیر عبارت تصریح، اصل به بنا آنگاه، باشند، مجموعه دو x, y اگر .۶٩ تعریف

{x ∈ x|x ∈ y}

ͬ دهیم. م نمایش x ∩ y با را بالا مجموعه ی

داریم باشند،  مجموعه x, y اگر مجموعه ها، نظریه ی از مدل هر در که دهید نشان .٧٠ مثال

x ∩ y ⊆ x •

.x ∩ (y ∩ z) = (x ∩ y) ∩ z •

.x ∩ y = y ∩ x •

کنید فرض ͬ گذارم. م خواننده عهده ی به تمرین عنوان به را دیͽر مواردِ و ͬ کنم م اثبات را اول مورد اثبات.

که دهیم نشان باید ⊆ تعریفِ به بنا اول، مورد اثبات برای هستیم. مجموعه ها از جهان ͷی در که

∀t (t ∈ x ∩ y → t ∈ x)

داریم x ∩ y تعریفِ به بنا .t٠ ∈ x ∩ y و باشد دلخواه مجموعه ی ͷی t٠ که کنید فرض

t٠ ∈ x ∧ t٠ ∈ y.

که ͬ دانیم م

p ∧ q → p

.t٠ ∈ x که ͬ گیریم م نتیجه t٠ ∈ x ∧ t٠ ∈ y از پس است، تاتولوژی ͷی

کنیم؟ استفاده باید ٢۶ قضیه ی بخش̞ کدام دوم، از مورد اثبات برای .٣۶ تمرین

است: مجموعه ͷی زیر عبارت تصریح، اصل به بنا باشند. مجموعه دو x, y که کنید فرض .٧١ تعریف

{t ∈ x|t ̸∈ y}

ͬ دهیم. م نمایش x− y با را بالا مجموعه ی
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که دهید نشان باشند، مجموعه a, b, c کنید فرض .٣٧ تمرین

.a ∩ (b− c) = (a ∩ b)− (a ∩ c) •

.a− ∅ = a •

y؟ = z که ͬ شود م نتیجه x ∩ y = x ∩ z از آیا .٣٨ تمرین

−a؟ (b− c) = (a− b)− c آیا .٣٩ تمرین

که دهید نشان .a, b ⊆ c و باشند مجموعه a, b, c کنید فرض .۴٠ تمرین

a ∩ (c− b) = a− b

اجتماع: اصل .۵

اجتماع آنگاه است،  شده تشͺیل دیͽری مجموعه های از که باشد مجموعه ͷی a اگر رسمͬ: غیر بیان

دقیقاً که دارد وجود مجموعه ای دیͽر، بیان به ͬ دهد؛ م تشͺیل مجموعه ͷی نیز a در موجود مجموعه های

رسمͬ: بیان است. a در موجود مجموعه های اجتماع با برابر

∀a ∃u ∀x
(
x ∈ u↔ ∃b (b ∈ a ∧ x ∈ b)

)
ͬ نویسیم: م باشد، بالا مجموعه ی u اگر

u =
∪

a

جمله ی که طوری به دارد وجود c مجموعه ی ͷی آنگاه باشند. مجموعه دو x, y که کنید فرض .٧٢ قضیه

باشد: درست زیر

∀x
(
x ∈ c↔ (x ∈ a ∨ x ∈ b)

)
وجود c مجموعه ی ͷی اجتماع، اصل به بنا است. مجموعه ͷی {x, y} جفت سازی، اصل به بنا اثبات.

که طوری به دارد،

∀t (t ∈ c↔ ∃t′ ∈ {x, y} t ∈ t′)

داریم t هر برای پس

t ∈ c↔ t ∈ x ∨ t ∈ y

داریم t هر برای پس ͬ دهیم. م نشان x ∪ y با را بالا قضیه ی در c مجموعه ی .٧٣ تعریف

t ∈ x ∪ y ↔ t ∈ x ∨ t ∈ y.
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که دهید نشان است. مجموعه d = {a, b, c} که دهید نشان باشند، مجموعه a, b, c اگر .٧۴ مثال

.
∪
d = a ∪ (b ∪ c)

آنگاه A = {A١, A٢, A٣} اگر دبیرستانͬ، بیان ∪به
A = A١ ∪ A٢ ∪ A٣

یعنͬ

x ∈
∪

A↔ (x ∈ A١) ∨ (x ∈ A٢) ∨ (x ∈ A٣)

که دهید نشان ٢۶ قضیه ی از استفاده با .۴١ تمرین

.a ∪ (b ∪ c) = (a ∪ b) ∪ c •

.a ∩ (b ∪ c) = (a ∩ b) ∪ (a ∩ c) •

١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶ کنید فرض چیست؟ اجتماع اصل و جفت سازی اصل بین فرق دانشجویان). (سوال ٧۵ مثال

آنگاه باشند، مجموعه

x = {١, ٢, ٣}

y = {۴, ۵, ۶}

x ∪ y = {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶}

{x, y} = {{١, ٢, ٣}, {۴, ۵, ۶}}

b؟ = c که ͬ شود م نتیجه a ∪ b = a ∪ c از آیا .۴٢ تمرین

اجتماع، اصل به بنا هستند. مجموعه a−b, b−a دوی هر تصریح اصل به بنا آنگاه باشند، مجموعه a, b اگر

ͬ کنیم: م تعریف است. مجموعه نیز دو این اجتماع

a∆b = (a− b) ∪ (b− a)

.۴٣ تمرین

.a∆b = (a ∪ b)− (a ∩ b) که دهید نشان •

.b = c آنگاه a∆b = a∆c اگر که دهید نشان •

به بنا نیز {∅} که دیدیم همچنین ͬ دهیم. م نشان ٠ با را مجموعه این است. مجموعه ͷی ∅ که دیدیم قبلا́

تعریف همچنین .١ = پس{٠} ͬ دهیم. م نشان ١ با را مجموعه این است. مجموعه ͷی جفتسازی اصل

ͬ کنیم: م

٢ = {∅, {∅}}.
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اصل به بنا است. مجموعه ͷی {١, ٢} جفت سازی، اصل به بنا طرفͬ، از .٢ = {٠, ١} داریم بنابراین، 

ͬ دهیم. م نشان ۴ با را آن که است مجموعه ͷی {١, ٢, پس{٣ است. مجموعه ͷی نیز {١, ١∪{٢ اجتماع،

دیͽر بیان به

۴ = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}}

ͬ کنیم: م تعریف باشد،  تعریف n اگر ترتیب همین به

n+ ١ = {٠, . . . , n}.

ͷی طبیعͬ، عدد هر پس است. طبیعͬ» «عدد ͷی بیاید، دست به بالا روش به که n هر که ͬ گوییم م اصطلاحاً

ͬ دهد؟ م مجموعه ͷی تشͺیل نیز طبیعͬ اعداد همه ی گردایه ی آیا که است این سوال ͷی اما است. مجموعه

کرد. خواهیم صحبت بیشتر باره این در درس، این در بعداً

توان: مجموعه ی وجودِ اصل .۶

بیان به است. مجموعه ͷی نیز آن مجموعه های زیر تمام کلاس̞ باشد، مجموعه ͷی a اگر رسمͬ: غیر بیان

هستند. a زیرمجموعه های دقیقاً آن، اعضای که دارد وجود مجموعه ای آنگاه باشد، مجموعه ͷی a اگر دیͽر،

است: زیر صورت به اصل این رسمͬ بیان

∀a ∃b

(
∀x x ∈ b↔

(
∀z (z ∈ x→ z ∈ a)

)
︸ ︷︷ ︸

x⊆a

)

مجموعه  ͷی بالا اصل به بنا (که را مجموعه هایش زیر تمام گردایه ی ،a مجموعه ی ͷی برای .٧۶ توجه

ساده: زبان به پس ͬ دهیم؛ م نشان P (a) با است) 

P (a) = {b|b ⊆ A}

:٨ جانشانͬ اصل .٧

خود سعͬ اینجا در من حال، این با داد؛ توضیح تمام دقت به را اصل این ͬ توان م ریاضͬ منطق درس در تنها

ͬ کنم: م را

طوری به باشد اول مرتبه ی فرمول ͷی ϕ(x, y) که کنید فرض همچنین باشد. مجموعه ͷی a که کنید فرض

باشد. درست ϕ(x٠, y٠) فرمولِ که طوری به باشد، موجود y٠ عنصرِ ͷی تنها و تنها x٠ ∈ a هر برای که

ͬ دهند. م مجموعه ͷی تشͺیل ها y٠ آنگاه

است. مجموعه تعریف پذیر، تابع ͷی تحت مجموعه ͷی تصویر است: زیر فنͬ صورت به اصل این دیͽر بیان

آمده ضمنͬ طور به قبل بند جمله ی در ولͬ نیست، درس این اهداف جزو تعریف پذیر» «تابع معنͬ به پرداختن

کند. پیدا آشنائͬ «منطق» درس در مفهوم این با ͬ تواند م علاقه مند دانشجوی است.
٨replacement
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این ͬ هند؛ م مجموعه تشͺیل و دارند وجود (ai)i∈N صورت به دنباله هائͬ که است آن علت جانشانͬ اصل

در همچنین ͬ دهند. م مجموعه تشͺیل جانشانͬ اصل به بنا رو این از و هستند تابع ͷی بˀرد واقع، در دنباله ها

خواهیم آنجا در پرداخته ایم. اصل این از صورتͬ به دوباره کتاب، همین در مجموعه ها» «خانواده های بخش

دارند. وجود {aγ}γ∈Γ صورت به مجموعه ها از خانواده هائͬ جانشانͬ، اصل به بنا که دید

شود. نوشته یͺبار باید ϕ(x, y) فرمولِ هر برای بلͺه نیست،  اصل ͷی فقط جانشانͬ،  اصل

بنویسید. ϕ(x, y) فرمولِ ͷی برای را جانشانͬ اصل رسمͬ بیان .۴۴ تمرین

a اگر که کنید دقت است. مجموعه شناخت در اصول، تعیین کننده ترین از ͬͺی انتظام، اصل انتظام: اصل .٨

آنگاه باشد، مجموعه ͷی

{a}, {{a}}, {{{a}}}, . . . , {. . . {{{a}}} . . .}, . . .

اصل به بنا که شͽفتا ولͬ کرد؛ اضافه طرف دو در کولاد آ تعدادی هر به ͬ توان م یعنͬ هستند، مجموعه نیز

کولادها آ تعداد که صورتͬ به (یعنͬ زیر صورت به عبارتͬ یعنͬ نیست. امͺان پذیر کار این عکس بر انتظام،

ͬ آید: نم حساب به مجموعه باشد)، }}نامتناهͬ
{. . .}

}}
بدهیم: توضیح دقیق تر را آن بتوانیم تا باشیم داشته را اصل رسمͬ بیان بͽذارید

∀x
(
x ̸= ∅ → ∃z z ∈ x ∧ z ∩ x = ∅

)
ندارد. اشتراکͬ یادشده مجموعه ی با عضو آن که دارد عضوی مجموعه ای هر یعنͬ،

به اصل، این نقیض بررسͬ شاید ͬ گوید! م چه اصل این که است نشده مشخص هم هنوز که دارم قبول

پس نکند. صدق انتظام اصل در که باشیم داشته x مجموعه ی ͷی که کنید فرض کند. ͷکم آن فهمیدن

از باز .x٢ ∈ x١ ∩ x کنید فرض پس .x١ ∩ x ̸= ∅ که طوری به است موجود x١ ∈ x مجموعه ی ͷی

بدین طریق ͬ شود. م پیدا x٣ ∈ x٢ ∩ x مجموعه ی ͷی x٢ ∈ x و ͬ کند نم صدق انتظام اصل در x که آنجا

مجموعه های

x١ ∋ x٢ ∋ x٣ . . .

کرده ایم. دقیق تر را گفته این زیر در ͬ شوند. م پیدا

نامتناهͬ دنباله ای هیچ مجموعه ها، همه ی از متشͺل جهان ͷی در که ͬ شود م نتیجه انتظام اصل از .٧٧ قضیه
٩ ندارد. وجود مجموعه ها از زیر صورت به نزولͬ

a١ ∋ a٢ ∋ a٣ ∋ . . .

ͬ دهند. نم مجموعه تشͺیل a١, a٢, . . . آنگاه باشیم، داشته را مجموعه ها از بالا دنباله ی اگر دقیق تر بیان به
باشد. قضیه این در یادشده مجموعه ها آن بˀردِ که ندارد وجود مجموعه ها همه ی جهان به طبیعͬ اعداد از تابعͬ هیچ دقیقتر، بیان به ٩
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آنگاه an ∈ a اگر زیرا ͬ شود. م نقض انتظام اصل آنگاه باشد، مجموعه ͷی a = {a١, a٢, . . .} اگر اثبات.

دارد. اشتراک a با بͽیریم نظر در a در که عنصری هر دیͽر، بیان به .an+١ ∈ an ∩ a

دارند: وجود زیر صورت به دنباله هایی مجموعه ها، نظریه ی در واقع در است. عجیب کمͬ بالا قضیه ی حͺم

a١ ∈ a٢ ∈ a٣ ∈ . . .

ندارند: وجود زیر صورت به دنباله هائͬ اما

a١ ∋ a٢ ∋ a٣ . . .

دنباله های طبیعͬ اعداد در ͬ شود. م ملموستر کنید، قیاس طبیعͬ اعداد ترتیب با را گفته این اگر حال، این با

دارند: وجود زیر شͺل به صعودی

n < n+ ١ < n+ ٢ < . . .

نوشت: نامتناهͬ نزول̞ͬ دنباله ی ͷی ͬ توان نم قبل، به آن از بͽیرید، نظر در را n طبیع̞ͬ عدد ͷی اگر اما

n > n− ١ > n− ٢ > . . . > ١

است. مجموعه مفهوم در نکات کلیدی ترین از گفتم، پیش تر که همان گونه نکته، این

است: درست مجموعه ها نظریه ی در زیر جمله ی .٧٨ نتیجه

∀x x ̸∈ x

دنباله ی ͷی ͬ توان م آنگاه x٠ ∈ x٠ اگر باشد. مجموعه ها جهان در مجموعه ͷی x٠ که کنید فرض اثبات.

نوشت: مجموعه ها از زیر صورت به نزولͬ

x٠ ∋ x٠ ∋ . . .

است. ناممͺن قبل قضیه ی به بنا کار این ولͬ

.۴۵ تمرین

بنویسید. را انتظام اصل نقیض̞ (آ)

دنباله ی ͷی آن گاه باشد، درست انتظام اصل نقیض که صورتͬ در که دهید نشان (ب)

a٠ ∋ a١ ∋ . . .

ͬ شود. م پیدا
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نکند! پیروی انتظام اصل از که بسازید نامجموعه(!) ͷی که کنید سعͬ .۴۶ تمرین

نامتناهͬ مفهوم بشری، ذهن در مفاهیم رازآلودترین از ͬͺی نامتناهͬ. مجموعه ی وجود اصل نهم، اصل .٩

پاسخ که است بشری سوالات مهمترین از ͬͺی نامتناهͬ، یا است متناهͬ هستͬ جهان آیا که این است.

متناهͬ، جهان ͷی برای خالق ͷی وجود اثبات مثلا́ کند. حل را فلسفͬ مشͺلات از بسیاری ͬ تواند م آن،

تمام که شود بررسͬ نحوی به است کافͬ است؛ نامحدود جهانͬ برای خالق ͷی وجود اثبات از ساده تر بسیار

شده اند. خلق نفر ͷی توسط است، متناهͬ آنها تعداد که جهان، آن موجودات

وجود نامتناهͬ مجموعه ای که این و است ناممͺن ما برای نامتناهͬ وجود اثبات هم مجموعه ها نظریه ی در

وجود ریاضیدان که این محض به دید، خواهید آینده درسهای در که گونه همان اما است. اصل ͷی دارد،

واقع، در ͬ کند. م خودنمائͬ او روی پیش مختلف ͬ های نامتناه از رنگارنگͬ دنیای ͬ پذیرد، م را نامتناهͬ

اصل فعلا́ بͽذارید دارد. دقیقͬ و روشن  بسیار تصویر بداند، مجموعه ها نظریه ی که کسͬ ذهن در نامتناهͬ

موضوع این به جدی طور به دوباره درس، این از بخش هائͬ در سپس کنم؛ بیان را نامتناهͬ مجموعه ی وجود

پرداخت. خواهم جذاب

است. موجود نامتناهͬ مجموعه ی ͷی رسمͬ: غیر بیان

است: زیر هوشمندانه ی شیوه ی به مجموعه ها، نظریه ی زبان در اصل این رسمͬ بیان

رسمͬ: بیان

∃x

(
∅ ∈ x ∧ ∀y

(
y ∈ x→ y ∪ {y} ∈ x

))
است: زیر مجموعه ی شامل است، شده اشاره بدان بالا اصل در که x مجموعه ی خلاصه، طور }به

∅, {∅},
{
∅, {∅}

}
,
{
∅, {∅},

{
∅, {∅}

}}
, . . .

}

گفته ایم. سخن بیشتر اصل این درباره ی طبیعͬ»  «اعداد بخشهای در

ریاضͬ، پیشرفته ی اثباتهای در حتͬ عموماً است. بدیهͬ گیج کننده ای صورت به انتخاب، اصل انتخاب. اصل .١٠

این بیانگر تنها اصل این است. دشوار است شده استفاده انتخاب اصل از اثبات کجای در که این تشخیص̞

کنیم! انتخاب عضوی آنها از کدام هر از ͬ توانیم م باشیم، داشته ناتهͬ مجموعه ی تعدادی اگر که است

به نیازی آنها از عضو انتخاب برای باشیم، داشته a١, . . . , a۵ مانند ناتهͬ، مجموعه ی متناهͬ تعدادی اگر

واقع در نداریم. انتخاب اصل

(a١ ̸= ∅) ∧ . . . ∧ (a۵ ̸= ∅)→ ∃x١, . . . x۵ (x١ ∈ a١) ∧ . . . ∧ (x۵ ∈ a۵).

عضو آنها از ͬ توانیم م انتخاب اصل ͷکم با تنها باشیم،  داشته ناتهͬ مجموعه ی نامتناهͬ تعداد به اگر اما

کنیم. انتخاب
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است، شده تشͺیل ناتهͬ مجموعه هائͬ از خود˂ که باشد مجموعه ͷی a اگر انتخاب: اصل رسمͬ غیر بیان
١٠ رسمͬ: بیان کرد. انتخاب عنصر ͷی a در موجود مجموعه های از کدام هر از ͬ توان م

∀x
(
x ̸= ∅ → ∃f : x→

∪
x ∀y ∈ x f(y) ∈ y

)
آورده ام. انتخاب اصل استفاده ی از مثال ͷی زیر در

.٧٩ مثال

X =

{
{١, ٢}, {۴, ۵, ۶}, {٧, ٨}, {٩}

}
∪

X =
{

١, ٢, ۴, ۵, ۶, ٧, ٨, ٩
}

f : X →
∪

X

f({١, ٢}) = ١ f({۴, ۵, ۶}) = ۶, f({٧, ٨}) = ٧, f({٩}) = ٩

نیز دیͽری انتخاب توابع بالا، در X مجموعه ی برای است. انتخاب تابع ͷی از مثال ͷی بالا در f تابع

موجودند.

در همچنین کرده ایم. اصل این به تمرین) ͷی (در کوتاهͬ اشاره ی دوباره مجموعه ها، خانواده های بخش در

کرده ایم. کوتاهͬ صحبت اصل این درباره ی دوباره نیز طبیعͬ اعداد بخش

مجموعه ها نظریه ی اصول پایان

زد اف سͬ در راسل پارادوکس بررسͬ ٣ . ٣

برگزیده راسل پارادوکس مانند پارادوکسهائͬ از رهائͬ برای مجموعه ها، نظریه ی به اصل موضوعه ای رهیافت که گفتیم

مهم مشاهده ی ͷی نخست ͬ دهد. نم رخ راسل پارادوکس زد اف سͬ در چرا که کرده ایم بررسͬ زیر در است. شده

نیست. مجموعه خود˂ مجموعه ها، همه ی کلاس̞ باشیم: داشته

مجموعه ها همه ی مجموعه ی کند، ZFCپیروی اصول از که مجموعه ها از جهانͬ هر در که دهید نشان .٨٠ مشاهده

نداریم.

تصریح، اصل به بنا باشد. مجموعه ها همه ی Aمجموعه ی کنید فرض تصریح. اصل از استفاده با اول، روش اثبات.

است: مجموعه ͷی زیر عبارت

B = {x ∈ A|x ̸∈ x}

سورها نباید اول، ی مرتبه منطق در مͽر نوشته ایم؛  اول مرتبه ی منطق در را ∃f جمله ی حقͬ چه با که بͽوید هوشیار خواننده ی شاید ١٠

است تابع که دارد وجود مجموعه ͷی نوشت: زیر صورت به باید را بالا اصل واقع در است. خوبی بسیار سوال کنند؟ اثر متغیرها روی تنها

آورده ام. منطق درس در را گفته ها این دقیق تر و مفصل تر داراست! را انتخاب  ͬ ویژگ و
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به و .B ̸∈ B پس B ∈ {x ∈ A|x ̸∈ x} آنگاه B ∈ B اگر .B ̸∈ B یا B ∈ B یا داریم، حالت دو حال

که این همراه به مجموعه ها، نظریه ی اصول دیͽر بیان به است. تناقض این و B ∈ B آنگاه B ̸∈ B اگر مشابه طور

است. تناقض آمیز باشد، مجموعه مجموعه ها، همه ی کلاس

Aبنامیم. را آن باشد؛ مجموعه ͷی مجموعه ها، همه ی کلاس̞ کنیم فرض انتظام). اصل از استفاده (با دوم روش

به بنا این اما .A ∈ A پس مجموعه هاست همه ی از متشͺل کلاس A و است مجموعه ͷی A که آنجا از پس

است. تناقض در انتظام اصل با ٧٨ نتیجه ی

پیروی ZFC اصول از که مجموعه ها نظریه ی از جهانͬ در راسل، پارادوکس آیا که ͬ پردازیم م سوال این به حال

بدهد؟ رخ است ممͺن نیز کند

اصول از یعنͬ نیست! مجموعه پس مجموعه هاست. همه ی کلاس انتظام، اصل به بنا ،{x|x ̸∈ x}عبارت پاسخ.

بدهد). تناقض آنها با بخواهد (که ͬ کند نم پیروی زد اف سͬ

دارد؟ وجود مجموعه ای آیا ۴ . ٣

دارد؟ وجود مجموعه ها از جهانͬ آيا کرد:  دقیقتر زیر صورت به باید را بالا سوال

ندهند. تناقض هم با مجموعه ها نظریه ی اصول که باشد داشته وجود ͬ تواند م صورتͬ در تنها مجموعه ها جهان

باشد. داشته وجود نباید تناقض واقع جهان ͷی در زیرا

ͬ دهند: م پاسخ زیر سوال دو به مجموعه ها نظریه ی و منطق در گودل قضایای

است؟ تناقض از عاری مجموعه ها نظریه ی آیا .١

ͬ دانیم) م را ͬ اش درست (که قضیه ای هر لزوماً آیا ͬ دهند، نم تناقض مجموعه ها نظریه ی اصول که صورتͬ در .٢

ͬ شود؟ م اثبات آنها از استفاده با

معنͬ بدین این اما ͬ دهد، نم رخ زد اف سͬ مجموعه های نظریه ی در راسل تناقض که کردیم بررسͬ قبل بخش در

ͬ دهد. نم رخ زد اف سͬ در نیز دیͽری تناقض هیچ که نیست

ͬ کنیم، م ثابت منطق درس در را آن که گودل، دوم ناتمامیت قضیه ی است. مربوط هم به سوال دو این پاسخ

وجود مجموعه ها همه ی از متشͺل جهانͬ اگر یعنͬ ندهند، تناقض هم با زد اف سͬ اصول اگر که است این بیانگر

خودِ قضایا، این از ͬͺی ͬ شوند. نم نتیجه زد اف سͬ اصول از که دارند وجود ریاضͬ در قضایایی آنگاه باشد، داشته

تناقض هم با مجموعه ها نظریه ی اصول اگر که است کرده اثبات گودل یعنͬ است. زد اف سͬ ندادنِ تناقض همین
١١ کرد! ثابت اصول همان از استفاده با ͬ توان نم را، ͬ دهند نم تناقض هم با آنها که این ندهند، 

را ریاضͬ منطق درس حتما است کرده درگیر را ذهنتان مسئله اگر شوید. متوجه جا این در کامل طور به را قضیه این که ندارم ١١انتظار

کنید. اخذ
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مجموعه ها بولͬ جبر و مرجع مجموعه ی ۵ . ٣

زیرمجموعه ی مجموعه ها همه ی که دارد وجود مرجع مجموعه ی نام به مجموعه ای که خوانده اید دبیرستان در احتمالا˟

ͬ شود م نتیجه زد اف سͬ اصول از که کردیم ثابت قبل بخشهای در ͬ کنیم. م بررسͬ را گفته این درستͬ زیر در آنند.

ندارد. وجود مجموعه ها همه ی مجموعه ی که

باشند؟ آن مجموعه ی زیر مجموعه ها، همه ی که دارد وجود مجموعه ای آیا .۵ سوال

∪
C اجتماع، اصل به بنا بنابراین آنند. زیرمجموعه  ی مجموعه ها همه ی که باشد مجموعه ای C کنید فرض پاسخ.

مجموعه ی زیرا است، تناقض این و مجموعه هاست،  همه ی شامل
∪
C که ͬ کنیم م ادعا است. مجموعه ͷی نیز

ندارد. وجود مجموعه ها همه ی

دهیم نشان باید ادعا این اثبات برای .A ∈
∪
C که ͬ کنیم م ادعا باشد. دلخواه مجموعه ی ͷی A ͬ کنیم م فرض

و است مجموعه ͷی زوج سازی اصل به بنا {A} که دانیم مͬ .A ∈ D که طوری به است، موجود D ∈ C که

C درباره ی فرضمان به بنا است. مجموعه ͷی نیز {{A}} که ͬ دانیم م .{A} ∈ C که ͬ کنیم م ادعا A ∈ {A}

داریم

{{A}} ⊆ C

پس

{A} ∈ C.

نیست. درست آنند زیرمجموعه ی مجموعه ها همه ی که دارد وجود مرجع مجموعه ا ی که ادعˁا این پس

اجتماع اجتماع، اصل به بنا که ͬ دانیم م کنیم؟ برطرف چͽونه را ͬ بزرگ» «به اندازه ی کاف مجموعه ی ͷی داشتن به نیاز اما

مجموعه هایی همه ی که باشد مجموعه ͷی U که ͬ کنیم م فرض است. مجموعه  ͷی مجموعه، از (کم!) تعداد هر

همه ی اجتماع را U است کافͬ باشند. آن مجموعه ی زیر کرد، خواهیم صحبت آنها درباره ی درس ادامه ی این که

بنامیم. مرجع مجموعه ی را U بیابید پس است. شده اشاره بدانها کتاب این در که بͽیریم مجموعه هائͬ

از استفاده با خود نیز، زیر قضیه ی ͬ شود. م نتیجه زیر قضیه ی از مجموعه ها، نظریه ی دبیرستانͬ قضایای اکثر

ͬ کنیم: م تعریف حال کرده ایم. تعریف را a− b مجموعه ی قبلا́ ͬ شود. م اثبات ٢۶ قضیه ی

ac = U − a.

دربردارد: را مجموعه ها نظریه ی منطق گزاره ای محتوایِ همه ی زیر قضیه ی

(که ͬ دهد م بولͬ جبر ͷی تشͺیل ∅, U مجموعه های و ∪,∩,c عملهایِ همراه به U مرجع̧ مجموعه ی .٨١ قضیه

از استفاده که کنید (دقت هستند: برقرار زیر عبارتهای همه  دیͽر، بیان به ͬ شود). م گفته مجموعه ها بولͬ جبر بدان

است). درست مجموعه ها نظریه ی از جهانͬ هر در ͬ ها ویژگ این که است دلیل بدین دوخطه فلش
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a ∪ (b ∪ c) = (a ∪ b) ∪ c .١

a ∩ (b ∩ c)⇔ (a ∩ b) ∩ c .٢

.(a ∪ b) = (b ∪ a) .٣

.(a ∩ b) = (b ∩ a) .۴

.a ∩ (b ∪ c) = (a ∩ b) ∪ (a ∩ c) .۵

.a ∪ (b ∩ c) = (a ∪ b) ∩ (a ∪ c) .۶

a ∪ ∅ = a .٧

a ∩ ∅ = ∅ .٨

.a ∩ U = a .٩

.a ∪ U = U .١٠

a ∪ a = a .١١

.a ∩ a = a .١٢

.a ∩ (a ∪ b) = a .١٣

.a ∪ (a ∩ b) = a .١۴

a ∩ ac = ∅ .١۵

.a ∪ ac = U .١۶

.(ac)c = a .١٧

.(a ∩ b)c = ac ∪ bc .١٨

.(a ∪ b)c = ac ∩ bc .١٩

کنید: تعریف A مجموعه  هر برای .٨٢ تعریف

Ac = U − A

که دهید نشان .۴٧ تمرین

A−B = A ∩Bc
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.a∩U = a که داده ایم نشان زیر در مثال برای ͬ شوند. م نتیجه بالا قضیه ی از مجموعه ها ساده ی ͬ های ویژگ اکثر

که کنیم ثابت باید a ∩ U = a که دهیم نشان که این برای گسترش، اصل به بنا دوم: مورد اثبات.

∀x (x ∈ a ∩ U ↔ x ∈ a)

دهیم: نشان باید بͽیرید. نظر در را x٠ دلخواه مجموعه ی

x٠ ∈ a ∩ U ↔ x٠ ∈ a

داریم: اشتراک تعریف طبق

x٠ ∈ a ∩ U ↔ (x٠ ∈ a) ∧ (x٠ ∈ U)

که دهیم نشان است کافͬ پس

(x٠ ∈ a) ∧ (x٠ ∈ U)↔ x٠ ∈ a.

است: تاتولوژی ͷی زیر عبارت که ͬ دانیم م

p ∧ q → p

داریم: پس

(x٠ ∈ a) ∧ (x٠ ∈ U)→ x٠ ∈ a

داریم A ⊆ X که آنجا از همچنین

x٠ ∈ a→ x٠ ∈ U

است: تاتولوژی زیر عبارت

(p→ q)→
(
p→ (p ∧ q)

)
پس

x٠ ∈ a→ (x٠ ∈ a) ∧ (x٠ ∈ U)

داریم: C و B ، A مجموعه ی هر برای که دهید نشان .٨٣ مثال

A ∩ (B − C) = (A ∩B)− (A ∩ C)

دهیم: نشان است کافͬ گسترش، اصل به بنا پاسخ.

..١ A ∩ (B − C) ⊆ (A ∩B)− (A ∩ C)

و
..٢ (A ∩B)− (A ∩ C) ⊆ A ∩ (B − C)
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که دهیم نشان باید ..٢ و ..١ موارد اثبات برای اثبات.

∀x
(
x ∈ A ∩ (B − C)↔ x ∈ (A ∩B)− (A ∩ C)

)
ͬ کنیم: م استفاده ٢۶ قضیه ی از باشد. دلخواه مجموعه ی ͷی x کنید فرض

x ∈ A ∩ (B − C) ⇐⇒ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B − C) ⇐⇒

(x ∈ A) ∧ (x ∈ B ∧ x ̸∈ C) ⇐⇒

(x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∧ x ̸∈ C) ⇐⇒

x ∈ (A ∩B) ∧ (x ̸∈ A ∩ C) ⇐⇒

x ∈ (A ∩B)− (A ∩ C)

شد: استفاده گزاره ها منطق در زیر تاتولوژی از بالا اثبات در که کنید دقت

.p ∧ (q ∧ r)⇔ (p ∧ q) ∧ (p ∧ r) •

کرد: ثابت قبلͬ قضیه ی از استفاده با مستقیماً ͬ شد م را بالا قضیه ی

(a ∩ b)− (a ∩ c) = (a ∩ b) ∩ (a ∩ c)c =

(a ∩ b) ∩ (ac ∪ cc) =

((a ∩ b) ∩ ac) ∪ (a ∩ b ∩ cc) = a ∩ (b− c).

که دهید نشان .۴٨ تمرین

(A−B) ∪ (B − A) = (A ∪B)− (A ∩B)

ͬ کنیم م تعریف .۴٩ تمرین

A⊕B = (A−B) ∪ (B − A)

موارد یعنͬ است؛ ١٢ آبلͬ گروه ͷی (X,⊕) که دهید نشان .X = P (A) و باشد مجموعه ͷی A که کنید فرض

دهید: نشان را زیر

∀A,B ∈ X A⊕B ∈ X .١

∀A,B ∈ X A⊕B = B ⊕ A .٢

آن که دارد وجود جمع عمل ͷی آن روی که است مجموعه  ͷی آبلͬ گروه  شد. خواهید آشنا جبر مبانͬ درس در آبلͬ گروه مفهوم ١٢با

داراست. شده اند) را فهرست تمرین این در که ͬ هائͬ ویژگ جمع(شبیه مطلوب ͬ های ویژگ عمل
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∀A,B,C ∈ X A⊕ (B ⊕ C) = (A⊕B)⊕ C .٣

∀A A⊕ ∅ = A .۴

∀A A⊕ A = ∅ .۵

که این بالا در چند هر دارد. اعداد جمع شبیه ͬ هائͬ ویژگ ⊕ که داده اید نشان بالا تمرین در واقع در

A⊕ A = ∅

نیست! سازگار اعداد جمع به نسبت ما درک با

که دهید نشان .۵٠ تمرین

A ⊆ B ⇐⇒ A ∪B = B .١

A ⊆ B ⇐⇒ A ∩B = A .٢

A ⊆ C,B ⊆ C ⇒ A ∪B ⊆ C .٣

(A ∩B) ∪ C = A ∩ (B ∪ C) ⇐⇒ C ⊆ A .۴

A ∪B = A ∩B ⇐⇒ A = B .۵

A ⊆ B ⇒ P (A) ⊆ P (B) .۶

است؟ درست زیر عبارت آیا .٨۴ مثال

A ∪B = A ∪ C ⇒ B = C

نقض. مثال پاسخ.

A = {١, ٢, ٣}

B = {٢}

C = {٣}

داریم

A ∪B = A ∪ C ∧ ¬B = C

که دهید نشان آنگاه B ⊆ C و A ⊆ C ،A ∪B = C ،A ∩B = ∅ اگر .٨۵ مثال

A = C −B
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که کنیم اثبات است کافͬ گسترش اصل بر بنا پاسخ.

و A ⊆ C −B .١

.C −B ⊆ A .٢

که دهیم نشان باید ..١ اثبات برای

∀x
(
x ∈ A→ x ∈ (C −B)

)
∗

دهیم: نشان گرفته نظر در دلخواه x٠ است کافͬ اثبات∗ برای

x٠ ∈ A→ x٠ ∈ (C −B)

داریم: ،A ⊆ C سؤال صورت فرض طبق که آنجا از .x٠ ∈ A ͬ کنیم م فرض پس

x٠ ∈ C ,
داریم: )همچنین

x٠ ∈ A ∧ A ∩B = ∅ → x٠ ̸∈ B
) ,,

داریم , و ,, به بنا پس

x٠ ∈ C −B.

..٢ اثبات

x٠ ∈ C −B ⇒ x٠ ∈ C ∧ x٠ ̸∈ B

پس C = A ∪B که آنجا از

(x٠ ∈ A ∪B) ∧ (x٠ ̸∈ B)⇒ (x٠ ∈ A ∨ x٠ ∈ B) ∧ (x٠ ̸∈ B)

⇒ x٠ ∈ A

؟ P (A ∪B) = P (A) ∪ P (B) آیا .٨۶ مثال

ͬ کنیم م ثابت نخست است. برقرار پایین در ١ عبارت چند هر نیست، برقرار بالا حͺم که داده ایم نشان زیر در پاسخ.

که

..١ P (A) ∪ P (B) ⊆ P (A ∪B)
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ͬ کنیم: م ثابت زیر استنتاجͬ روش با را بالا عبارت

١ c ∈ P (A) ∪ P (B)→ c ∈ P (A) ∨ c ∈ P (B)

٢ c ∈ P (A)→ c ⊆ A

٣ A ⊆ A ∪B

۴ c ∈ P (A)→ c ⊆ A ∪B ٢, ٣ به بنا

۵ c ∈ P (B)→ c ⊆ A ∪B A جای به B برای ٢و٣و۴ تکرار

۶ c ∈ P (A) ∨ c ∈ P (B)→ c ⊆ A ∪B ۴و۵ به بنا

٧ c ∈ P (A) ∪ P (B)→ c ∈ P (A ∪B).

c؟ ∈ P (A) ∪ P (B) آیا که ببینیم ͬ خواهیم م .c ⊆ A ∪B آنگاه .c ∈ P (A ∪B) کنید فرض حال

داریم:

∗ ∗ c ∈ P (A) ∪ P (B)⇔ c ∈ P (A) ∨ c ∈ P (B)

⇔ c ⊆ A ∨ c ⊆ B

است: زیر سوال با معادل بالا سوال پس

بͽیریم اگر مثال برای است. غلط بالا حͺم c؟ ⊆ A ∪B → (c ⊆ A) ∨ (c ⊆ B) آیا

A = {١, ٢} B = {٣, ۴}

و

c = {٢, ٣}

آنگاه

A ∪B = {١, ٢, ٣, ۴}

که حͺم این بنابراین

P (A ∪B) = P (A) ∪ P (B)

است. غلط

.B ⊆ A یا A ⊆ B اگر تنها و اگر P (A ∪B) = P (A) ∪ P (B) که دهید نشان .٨٧ مثال

.P (A ∪B) = P (A) ∪ P (B) آنگاه B ⊆ A یا A ⊆ B اگر ..١ حͺم: پاسخ.

.B ⊆ A یا A ⊆ B یا آنگاه P (A ∪B) = P (A) ∪ P (B) اگر ..٢ و

ͬ کنیم: م ثابت را زیر معادل عبارت دوم مورد اثبات برای . ..٢ اثبات
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.P (A ∪B) ̸= P (A) ∪ P (B) آنگاه B ⊆ A نه و A ⊆ B نه اگر

آنگاه B ̸⊆ A و A ̸⊆ B اگر

∃y ∈ B − A

و

∃x ∈ A−B.

که کنید توجه حال .x٠ ∈ A−B و y٠ ∈ B − A کنید فرض

{x٠, y٠} ̸∈ P (A), {x٠, y٠} ̸∈ P (B) {x٠, y٠} ∈ P (A ∪B).

پس (چرا؟). P (A) ⊆ P (B) و A ∪B = B آنگاه A ⊆ B اگر . ..٢ اثبات

P (A ∪B) = P (B) = P (A) ∪ P (B)

a)؟ ∪ b)− b = a آیا .۵١ تمرین
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۴ فصل

اول مرتبه ی منطق در استقراء و طبیعͬ اعداد

که کس آن مͽر است، نکرده اقرار خویش جهل به کسͬ «هرگز ͬ گفت: م که شنیدم حͺما از را ͬͺی

کند.» آغاز سخن گفته، ناتمام همچنان باشد، سخن در دیͽری چون

بˀن و خردمند اى است سر را سخن

سˀخُن میان در سخن میاور

هوش و فرهنگ و تدبیر خداوند

خموش نبیند تا سخن نگوید

سعدی

است: زیر روش است، کرده پیشنهاد طبیعͬ عدد هر تعریف برای زِرم˼لو که روشͬ

٠ = ∅

١ = {٠} = ∅ ∪ {∅} = {∅}

٢ = {٠, ١} = {∅} ∪
{
{∅}
}
=
{
∅, {∅}

}
٣ = {٠, ١, ٢} =

{
∅, {∅},

{
∅, {∅}

}}
...

همچنین است. مجموعه ͷی که) ͬ شود م ثابت زد اف سͬ اصول از استفاده (با زرملو تعریف در n طبیع̞ͬ عدد هر پس

ͬ کنید: م مشاهده بالا در که همانطور

n+ ١ = n ∪ {n}.

آیا که است این سوال اما

{٠, ١, . . .}

ͬ دهیم: م نشان N با را بالا عبارت معمولا˟ است؟ مجموعه ͷی

N = {٠, ١, . . .}.
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است؟ مجموعه ͷی بالا عبارت که کرد ثابت زد اف سͬ اصول با ͬ توان م آیا یعنͬ

مختصری توضیح آن از پس و پرداخته ام طبیعͬ اعداد دقیق  تعریف به زیر در است. پیچیده ای سوال بالا سوال

داده ام. بالا سوال پیچیدگͬ علت درباره ی

بود: زیر صورت به نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل که ͬ کنم م یادآوری

∃x
(
∅ ∈ x ∧ ∀y (y ∈ x→ y ∪ {y} ∈ x)

)
کند، صدق ϕ(x) شرط در که x مجموعه ی هر به دهیم. نشان ϕ(x) با را پرانتز داخل فرمولِ سادگͬ، برای بیایید

که ͬ گوید م نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل پس ͬ شود. م گفته استقرائͬ مجموعه ی ͷی

∃x ϕ(x).

که ͬ گوید م اصل این دیͽر، بیان به دارد. وجود استقرائͬ مجموعه ی ͷی یعنͬ

{x|ϕ(x)}

است. ناتهͬ مجموعه این و است مجموعه ͷی

به است. استقرائͬ مجموعه های همه ی زیرمجموعه ی که دارد وجود مجموعه  ͷی تنها قضیه). و (تعریف ٨٨ قضیه

ͬ دهیم. م نشان ω با را آن و ͬ گوییم م طبیعͬ اعداد مجموعه ی مجموعه ، این

است. برقرار ϕ(a) که طوری به است موجود a مجموعه ی ͷی نامتناهͬ، مجموعه ی ͷی وجودِ اصل به بنا اثبات.

است: مجموعه ͷی زیر عبارت تصریح، اصل به بنا پس

{x ∈ a|∀y
((
∅ ∈ y ∧ ∀z (z ∈ y → z ∪ {z} ∈ y)︸ ︷︷ ︸

ϕ(y)

)
→ x ∈ y

)
}

ͬ دهد: م نشان را زیر مجموعه ی واقع در بالا عبارت

ω = {x ∈ a|است x شامل̞ استقرائͬ مجموعه ی هر }

بͽیرید: نظر در را استقرائͬ مجموعه های همه ی کلاس

E = {x|ϕ(x)}

بالا قضیه ی به بنا

ω =
∩

E

ͬ شود. م گفته طبیعͬ اعداد مجموعه ی آن به که است ω مجموعه ی استقرائͬ، مجموعه های تمام اشتراک دیͽر، بیان به
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تفاوت آن و ١ کنم بیان ریاضͬ مبانͬ مدرسین برای را، گیج کننده بسیار نکته ی ͷی ͬ خواهم م اینجا در .٨٩ توجه

که گفتم است. N و ω میانِ

N = {٠, ١, . . .}

دارد. وجود ω مجموعه ی که ͬ شود م نتیجه زد اف سͬ اصولِ از که گفتم نیز طرفͬ از

دارد. وجود طبیعͬ)  اعداد از مجموعه ͷی (یعنͬ ω مجموعه ی ͷی مجموعه ها، نظریه ی از مدلͬ هر در واقع در

وجود بزرگ بی نهایت طبیعͬ مجموعه، اعداد این در شاید (مثلا نباشد آشنا طبیعͬ اعداد همان مجموعه ، این شاید

خیال با درس، این ادامه ی در است. N همان ω مجموعه ها، نظریه ی «خوش بنیاد» مدلهای در اما باشند). داشته

گرفته ایم. ͬͺی را ω,N راحت

ͬ کنیم: م تعریف باشد، طبیعͬ عدد ͷی x اگر که ͬ کنم م یادآوری اول، مرتبه ی استقراء قضیه ی بیان از پیش

x+ ١ = x ∪ {x}.

منطق در که باشد طبیعͬ اعداد برای ویژگͬ ͷی p(x) کنید فرض طبیعͬ). اعداد اولِ مرتبه ی (استقراء ٩٠ قضیه
٢ است: درست طبیعͬ اعداد در زیر جمله ی آنگاه است. شده نوشته مجموعه ها نظریه ی زبان در و اول مرتبه ی

p(٠) ∧ ∀x
(
p(x)→ p(x+ ١)

)
→ ∀y p(y)

باشد. درست طبیعͬ اعداد در زیر جمله ی کنید فرض اثبات.

p(٠) ∧ ∀x
(
p(x)→ p(x+ ١)

)
است: درست طبیعͬ اعداد در زیر جمله ی که این دادن نشان هدف:

∀x p(x)

است: مجموعه ͷی زیر عبارت تصریح اصل به بنا

S = {x ∈ N|p(x)}

خواهد درست p حͺم̧ طبیعͬ، اعداد تمام برای صورت آن در .N ⊆ S که دهیم نشان اگر .S ⊆ N که است واضح

رسید. خواهد پایان به اثبات و بود

مجموعه ی ͷی S که دهیم نشان است کافͬ پس است. استقرائͯ مجموعه ی هر زیرمجموعه ی N که گفتیم

است. استقرائͬ

ندارم! اول ترم دانشجویان از را گفته این درک ١انتظار

دوم مرتبه ی اصل بندی در حال این با ͬ نویسیم؛ م اول مرتبه ی ͬ های ویژگ برای را استقراء مجموعه ها، نظریه ی اول مرتبه ی اصلبندی در ٢

بدین صورت ͬ نویسیم. م طبیعͬ اعداد زیرمجموعه های همه ی برای را استقراء پرداخته ایم، بدان درس این اواخر در که مجموعه ها، نظریه ی

است. طبیعͬ اعداد خودِ  با برابر باشد، آن تالͬ شامل حتما باشد، عنصری شامل اگر و باشد ٠ شامل که طبیعͬ اعداد زیرمجموعه ی هر که
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آنگاه x ∈ S اگر ثانیاً . ٠ ∈ S اولا˟

x+ ١ := x ∪ {x} ∈ S

است. استقرائͬ S پس

حͺمͬ p اگر که کرده ایم ثابت یعنͬ کرده ایم. ثابت طبیعͬ اعداد برای را «استقراء» واقع در بالا قضیه ی در

حͺم آنگاه شود، نتیجه p(x + ١) برقراریِ p(x) هر برقراری از و باشد برقرار p(٠) و باشد طبیعͬ اعداد درباره ی

نوشت: نیز زیر دقیق تر صورت به ͬ توان م را استقراء است. درست طبیعͬ اعداد تمام برای نظر مورد

که باشد گونه ای به S ⊆ N کنید فرض

٠ ∈ S ∧ ∀x (x ∈ S → x+ ١ ∈ S)

.S = N آنگاه
٣ ͬ کنیم: م استفاده نیز طبیعͬ اعداد به مربوط های تعریف برای گاهͬ استقراء از

۴ ͬ شود: م تعریف زیر صورت به استقراء توسط طبیعͬ اعداد جمع .٩١ تعریف

x+ ٠ = x

x+ (n+ ١) = (x+ n) + ١

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به طبیعͬ اعداد ضرب همچنین

m× ٠ = ٠

m× (n+ ١) = m× n+ ١.

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به فاکتوریل تابع̧

٠! = ١

(n+ ١)! = (n+ ١)× n!

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به طبیعͬ اعداد توان رسانͬ ترتیب، همین به

m٠ = ١

mn+١ = m×mn.

داریم. بازگشت قضیه ی نام به استقراء، از تعمیمͬ به نیاز است، تعریف قابل زد اف سͬ در حقیقͬ اعداد ضرب که این اثبات برای ٣

ببینید. را منطقم جزوه ی در ٢٣۴ قضیه ی
که ͬ شود م پیدا مجموعه ها نظریه ی در فرمولͬ یعنͬ هستند. «تعریف پذیر» طبیعͬ اعداد در توان، و ضرب و جمع تابعهای واقع در ۴

ͬ تواند م علاقه مند خواننده ی نپرداخته ام. بدان اینجا در که دارد یافته تعمیم استقراء اثبات به نیز گفته این اثبات کند. وصف را x+ y = z

بیابد. خودم) (از مجموعه ها نظریه ی و منطق مبانͬ جزوه ی در را قضایا گونه این
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طبیعͬ اعداد ساختار ͬ شود. م گفته طبیعͬ» اعداد «ساختارِ بالا، در ضرب و جمع توابع̧ همراه به N مجموعه ی به

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ترتیب طبیعͬ، اعداد برای ͬ دهند. م نشان (N,+,×) صورتِ به را

∀x, y ∈ N
(
x < y ⇐⇒ x ∈ y

)
ͬ شود. م گفته پئانو اصول آنها به که ͬ شود م نوشته اصول موضوعه سری ͷی نیز طبیعͬ اعداد برای مجموعه ها، مشابه

واقع در ͬ کنند. م بیان (٩٠ قضیه ی (مشابه استقراء قانون همراه به را طبیعͬ اعداد ضرب و جمع قوانین اصول، این

ضربی و جمع و باشد ٠ شامل طبیعͬ اعداد به شبیه که مجموعه ای هر که هستند این بیانگر اول مرتبه ی پئانوی اصول

اعداد از مجموعه ͷی بدان باشد، درست نیز استقراء آن در و باشد داشته وجود اعضایش بین طبیعͬ اعداد شبیه

ͬ شود. م گفته طبیعͬ

درست زیر فرمول هرگاه است عضوی n مجموعه ی ͷی a ͬ گوییم م باشد. مجموعه ͷی a کنید فرض .٩٢ تعریف

باشد:

∃x١, . . . , xn
(
x١ ∈ a ∧ . . . ∧ xn ∈ a ∧ ∀t (t ∈ a→ t = x١ ∨ . . . ∨ t = xn)

)
.

هستند. عضوی سه دو هر {٠, ١, ٢} مجموعه ی و {١, ٢, ٣} مجموعه ی مثال، عنوان به

r زیرمجموعه های تعداد که دهید نشان .r ≤ n و باشد عضوی n مجموعه ی ͷی a که کنید فرض .۵٢ تمرین

با است برابر a )عضویِ
n

r

)
=

n!

r!(n− r)!

داریم n طبیعͬ عدد هر برای که دهید نشان .۵٣ تمرین

(a+ b)n =

(
n

٠

)
an +

(
n

١

)
an−١b١ + . . .+

(
n

n− ١

)
a١bn−١ +

(
n

n

)
bn

که بͽیرید نتیجه آن از و

٢n =

(
n

٠

)
+

(
n

١

)
+ . . .+

(
n

n

)
داریم: که است واضح باشد. عضوی n مجموعه ی ͷی a که کنید فرض .٩٣ نتیجه

دوعضوی زیرمجموعه های تعداد علاوه ی به aعضوی تک زیرمجموعه های تعداد با است برابر aزیرمجوعه های تعداد

با است برابر a زیرمجموعه های تعداد دیͽر، بیان به .a عضوی n زیرمجموعه های …تعداد علاوه  به a(
n

٠

)
+ . . .+

(
n

n

)
است. ٢n با برابر عضوی n مجموعه ی ͷی زیرمجموعه های تعداد قبلͬ، تمرینهای به بنا

باشد عضو n دارای a مجموعه ی کنید فرض کرد. ثابت ساده تر احتمال علم روشهای با ͬ توان م را بالا گفته ی

٢n حداکثر پس .x ̸∈ y یا x ∈ y یا داریم؛ حالت دو x ∈ a عنصرِ هر برای باشد. a از زیرمجموعه  ͷی y و

دارند. وجود a از متفاوت زیرمجموعه ی
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کنید. ثابت استقراء با را زیر احͺام .۵۴ تمرین

است. پذیر بخش  ٣ بر n٣ − n عددِ n طبیع̞ͬ عدد هر برای .١

.n٣ ≤ ٢n داریم n ≥ ١٠ طبیع̞ͬ عدد هر برای .٢

.n! > ٢n داریم n ≥ ۴ طبیع̞ͬ عدد هر برای .٣

است. بخش پذیر ١٣ بر ٢۴n+٢ + ٣n+٢ عددِ n طبیع̞ͬ عدد هر برای .۴

داریم n ≥ ١ طبیع̞ͬ عدد هر برای .۵

١ + ٢ + . . .+ n =
n(n+ ١)

٢

١٢ + ٢٢ + . . .+ n٢ =
n(n+ ٢)(١n+ ١)

۶

١٣ + ٢٣ + . . .+ n٣ =
(n(n+ ١)

٢
)٢

= (١ + ٢ + . . .+ n)٢.

از و باشد، درست ٠ عدد درباره ی حͺمͬ اگر که است این بیانگر طبیعͬ اعداد در استقراء گفتیم که طور همان

عددِ هر برای حͺم آن آنگاه شود، نتیجه n+ ١ عددِ درباره ی آن بودن درست n عددِ درباره ی حͺم آن بودن درست

ولͬ کرد، ثابت طبیعͬ عدد هر درباره ی را حͺمͬ ͬ توان م استقراء، از استفاده با واقع، در است. درست n طبیع̞ͬ

مجموعه ی ͷی ٠ عددِ مثلا́ کرد. ثابت طبیعͬ اعداد مجموعه ی درباره ی را حͺمͬ استقراء، از استفاده با ͬ توان نم

عدد هر که ͬ شود م نتیجه این از است؛ متناهͬ هم n + ١ آنگاه باشد متناهͬ مجموعه ی ͷی n اگر است؛ متناهͬ

است! متناهͬ طبیعͬ اعداد مجموعه ی که ͬ شود نم نتیجه اما است؛ متناهͬ مجموعه ی ͷی n طبیع̞ͬ

نفر دارد. قرار ما مقابل افراد از صفͬ که کنید فرض بͽیرید. نظر در را رو پیش مثال بالا گفته ی بهتر فهم برای

نتیجه ای تنها این از است. عینکͬ نیز او از پس نفر باشد، عینکͬ که کس هر که ͬ دانیم م و است عینکͬ صف، اول

گرفت نتیجه ͬ توان نم ولͬ است؛ عینکͬ ، است ایستاده صف در که افرادی از ͷی هر که است این گرفت ͬ شود م که
۵ دارد! عینک صف خودِ که

(راهنمائͬ. است. ͬ موم مین عنصر ͷی دارای طبیعͬ اعداد مجموعه ی از زیرمجموعه هر که دهید نشان .۵۵ تمرین

است: زیر صورت به طبیعͬ اعداد ترتیب که کنید دقت

x < y ⇔ x ∈ y

در که دهید نشان نیست؛ ͬ موم مین عنصر دارای که باشد داشته وجود طبیعͬ اعداد از زیرمجموعه ای که کنید فرض

نزول̞ͬ دنباله ی ͷی صورت این

a٠ ∋ a١ ∋ . . .

ͬ کند.) م نقض را انتظام اصل این و ͬ شود م پیدا مجموعه ها از
دیده ام! زیاد را استقراء از نادرست استفاده گونه این نمونه ی ۵
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کرده اید. استفاده انتخاب اصل از ناخواسته!، یا خواسته بالا، تمرین پاسخ کجای در که کنید بیان .۵۶ تمرین

ثابت است عنصر کوچͺترین دارای طبیعͬ اعداد از زیرمجموعه  هر که نکته این از استفاده با را استقراء .۵٧ تمرین

n + ١ شامل که شود نتیجه است n شامل که این از و باشد ٠ شامل S ⊆ N که کنید فرض (راهنمائͬ: کنید.

N − S ⊆ N زیرا دارد وجود عددی چنین .a ̸∈ S که باشد ͬ ای طبیع عدد کوچͺترین a کنید فرض حال است.

دهید). ادامه شما را اثبات است. ͬ موم مین عنصر دارای

ندارد. وجود طبیعͬ عدد بزرگترین که دهید نشان .۵٨ تمرین

که دهید نشان استقراء از استفاده با باشند. مجموعه A,B١, . . . , Bn کنید فرض .۵٩ تمرین

A ∩ (B١ ∪ . . . ∪Bn) = (A ∩B١) ∪ . . . ∪ (A ∩Bn)

و

A ∪ (B١ ∩ . . . ∩Bn) = (A ∪B١) ∩ . . . ∩ (A ∪Bn)

یعنͬ است. طبیعͬ ماقبل  ͷی دارای صفر، مخالفِ طبیع̞ͬ عدد هر .۶٠ تمرین

∀n ∈ N (n ̸= ٠→ ∃n′ ∈ N n = n′ + ١)

طبیعͬ اعداد برای موضوعه اصول از کامل دستگاه ͷی نوشتن بیستم، قرن ریاضیات در معروف سوالات از ͬͺی

از طبیعͬ، اعداد درباره ی قضیه ای هر که کرد پیدا موضوعه اصول سری ͷی ͬ شود م آیا که بود این دقیقاً  سوال˂ بود.

شود؟ نتیجه منطقͬ) استنتاجهای ͷکم (با اصول آن

نوشته طبیعͬ اعداد برای که اصول از دستگاهͬ هر است: داده گودل نام به منطقدانͬ را سوال این به منفͬ پاسخ

نیست: خارج حالت دو از شود

ͬ شوند؛ م نتیجه آن اصول از متناقض قضیه ی دو یعنͬ است؛ تناقض آمیز دستگاه ͷی یا •

اصول این از که ͬ شود م پیدا طبیعͬ اعداد درباره ی قضیه ی ͷی یعنͬ نیست؛  کامل نباشد) متناقض (اگر یا •

ͬ شود. نم نتیجه

خواهیم اشاره بدان درس آینده ی بخشهای در که هستند نیز دوم مرتبه ی منطق در اصل بندی ͷی دارای طبیعͬ اعداد

کرد.
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۵ فصل

مجموعه ها خانواده های

مسمتع نکند گر سخن فهم

مجوی متکلم از طبع قو̰ت

بیار ارادت میدان فُسحʿتِ

گوی سخنگوی، مردِ بزند تا

سعدی

ͬ شوند. م نمایان انتخاب، اصل و جانشانͬ اصل مجموعه ها، نظریه ی از اصل دو مجموعه ها، خانواده های مبحث در

مجموعه ͷی Γ اگر که است این بیانگر جانشانͬ، اصل باشد. مجموعه ها همه ی جهان V کنید فرض همیشه مثل

کنید دقت ͬ دهد. م مجموعه ͷی تشͺیل {f(γ)|γ ∈ Γ} گردایه ی آنگاه ١ باشد، تابع ͷی f : Γ → V و باشد

Γ اندیس̞ مجموعه ی با مجموعه ها، از خانواده  ͷی را {fγ|γ ∈ Γ} گردایه ای است. مجموعه ͷی f(γ) هر که

ͬ نامیم. م

عبارت بͽیرید. نظر در Aγرا مجموعه ی ͷی γ ∈ Γ هر برای و باشد مجموعه ͷی Γ کنید فرض ساده تر بیان به

ͬ خوانیم: م مجموعه ها از اندیس دار خانواده ی ͷی ، را زیر

{Aγ|γ ∈ Γ} = {Aγ}γ∈Γ

از خانواده ͷی دیͽر، بیان به ͬ آیند؛ م مجموعه ͷی از آن اندیسهای که است این خانواده، تعریف در مهم نکته ی

از خانواده ͷی {Aγ}γ∈Γ که این برای واقع در نیست. بزرگ مجموعه ها، از کلاس ͷی اندازه  به مجموعه ها،

است. مجموعه ͷی Γ که بدانیم را این باید اولا باشد، مجموعه

مجموعه ها از خانواده  ͷی اعضای از برخͬ است ممͺن که است این خانواده ها تعریف در دیͽر مهم نکته ی

مجموعه هاست. از خانواده ͷی زیر عبارت مثلا́ .Aγ = Aγ′ باشند: تکراری

A = {a, a, a, a}

بنامیم. شبه تابع را f است بهتر نیست، مجموعه  V که آنجا از کرد. خواهم صحبت بعداً تابع مفهوم ١درباره ی
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کرد: اندیس گذاری زیر صورت به ͬ توان م را بالا خانواده ی

A = {Ai}i∈I I = {١, ٢, ٣, ۴} ∀i ∈ I Ai = a

برای کرد. وصف اندیسهایشان حسب بر بتوان باید را خانواده ها که است این خانواده تعریف در مهم نکته ی سومین

مثال،

F = {{١}, {٢, ٣}, {٣, ۴, ۵}, {۴, ۵, ۶, ٧}, . . .}

ͬ شود: م وصف زیر صورت به که است مجموعه از خانواده ͷی

F = {Ai}i∈N−{٠}

و

Ai = {i, i+ ١, . . . , i+ (i− ١)}.

٢

ͬ کنیم: م تعریف باشد. مجموعه ها از خانواده ای F = {Aγ}γ∈Γ کنید فرض .٩۴ ∪تعریف
F =

∪
γ∈Γ

Aγ = {x ∈ U |∃γ ∈ Γ x ∈ Aγ}

∩
F =

∩
γ∈Γ

Aγ = {x ∈ U |∀γ ∈ Γ x ∈ Aγ}

گویا صحیح، اعداد مجموعه های به آینده، درسهای در شده ایم. آشنا طبیعͬ اعداد مجموعه ی با درس اینجای تا

شما که بͽیریم همان را حقیقͬ اعداد مجموعه ی بیایید آن، از پیش اما کرد. خواهیم معرفͬ دقیق طور به را حقیقͬ و

ͬ شناسید. م دبیرستان از

که است این بیانگر ارشمیدسͬ ویژگͬ است. ارشمیدسͬ  ͬ ویژگ حقیقͬ، اعداد مجموعه ی مهم ویژگیهای از ͬͺی

خانواده ها: بیان به باشد. بزرگتر طبیعͬ اعداد تمام از که ندارد وجود ͬ ای حقیق عدد ∩هیچ
n∈N−{٠}

(n,∞) = ∅.

است: زیر مجموعه ی (n,∞) از منظورمان بالا در

{x ∈ R|x > n}.
داریم و است N− {٠} با برابر اندیس مجموعه ی که ͬ کنیم م دقت بالا، خانواده ی دقیق وصف برای ٢

∀i ∈ N− {٠} ∀x
(
x ∈ Ai ↔ x ∈ N ∧ x ≥ i ∧ x ≤ i+ (i− ١)

)
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.٩۵ مثال

معادلند: هم با زیر حͺم دو که دهید نشان .۶١ تمرین

باشد. بزرگتر طبیعͬ اعداد تمام از که ندارد وجود ͬ ای حقیق عدد هیچ •

باشد. کوچͺتر طبیعͬ اعداد تمام از که ندارد وجود ͬ ای حقیق عدد هیچ •

کدام و درست حقیقͬ اعداد مجموعه ی مورد در زیر احͺام از ͷکدامی که کنید بررسͬ دلیل، ذکر با .۶٢ تمرین

است. غلط

∀n ∈ N ∃r ∈ R ٠ < r < ١
n

.١

∃r ∈ R ∀n ∈ N ٠ < r < ١
n

.٢

بیابید. را R زیرمجموعه های از زیر خانواده ی اشتراک

(٠, ١) (٠, ١
٢
) (٠, ١

٣
) (٠, ١

۴
) . . .

کنیم: اندیس گذاری زیر صورت به را بالا خانواده ی بیایید

An = (٠, ١
n
).

A١

(٠, ١)
A٢

(٠, ١
٢
)

A٣

(٠, ١
٣
)

A۴

(٠, ١
۴
)︸ ︷︷ ︸

={x∈R|٠<x< ١
۴}

. . .

داریم: را مجموعه ها از زیر خانواده ی پس

F = {An}n∈N−{٠}

دهیم. نشان نیز زیر نمادهای با ͬ توانیم م را خانواده این ∩اشتراک
n∈N

(٠, ١
n
) =

∩
n∈N

An =
∩

F

داریم

x ∈
∩

(٠, ١
n
)↔ ∀n ∈ N ٠ < x <

١
n
.
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همزمان ها ١
n

تمام̧ از که ͬ شود نم پیدا ͬ ای حقیق عدد هیچ که ͬ شود م نتیجه ارشمیدسͬ ویژگͬ از بالا، تمرینهای به بنا

خانواده ها بیان به باشد؛ ∩کوچͺتر
n∈N−{٠}

(٠, ١
n
) = ∅.

داریم n ∈ N هر برای داریم: جالب مشاهده ی ͷی جا این در .٩۶ ∩توجه
١≤i≤n

(٠, ١
i
) = (٠, ١

n
)

∩ولͬ
i∈N

(٠, ١
i
) = ∅.

که کرد ثابت ͬ توان م طبیعͬ اعداد روی استقراء با آیا .۶٣ ∩تمرین
i∈N

(٠, ١
i
) = ∅.

که ͬ دانیم م .٩٧ توجه
..١ A ∩ (B١ ∪B٢) = (A ∩B١) ∪ (A ∩B٢)

n ∈ N هر برای که کرد ثابت ͬ توان م استقراء با که گفتیم همچنین

..٢ A ∩ (B١ ∪B٢ ∪ . . . ∪Bn) = (A ∩B١) ∪ . . . ∪ (A ∩Bn)

نوشت: زیر صورت به خانواده ها از استفاده با ͬ توان م را بالا عبارت

A ∩
∪

i∈{١,...,n}

Bi =
∪

i∈{١,...,n}

(A ∩Bi)

داد: تعمیم زیر صورت به ͬ توان م را حͺم این که ͬ کنیم م ادعا حال

..٣ A ∩
( ∪
i∈N

Bi

)
=
∪
i∈N

(
A ∩Bi

)
کرد؟ ثابت استقراء با ͬ توان م را ..٣ حͺم آیا .۶۴ تمرین

کرد: ثابت طبیعͬ عدد هر درباره ی را زیر احͺام مانند احͺامͬ ͬ توان م استقراء از استفاده با .٩٨ توجه

داریم n ∈ N هر برای کرد: ثابت استقراء با ͬ توان م را زیر حͺم مثال، عنوان به .p(n) داریم n طبیع̞ͬ عددِ هر برای

١ + ٢ + . . .+ n =
n(n+ ١)

٢

استقراء  با ͬ توان م نیز را است بزرگتر خودش از قبل عدد از ناصفر طبیعͬ عدد هر که حͺم این دیͽر، مثال عنوان به

برای گرفت. نتیجه را حͺمͬ طبیعͬ اعداد روی استقراء با ͬ توان نم طبیعͬ» اعداد «مجموعه ی مورد در اما کرد. ثابت

کرد: ثابت استقراء با را زیر حͺم ͬ توان نم مثال

پس نیست، n طبیع̞ͬ عددِ ͷی درباره ی حͺمͬ نیز ..٣ حͺم است. نامتناهͬ مجموعه ای طبیعͬ اعداد مجموعه ی

کرد. ثابت استقراء با را آن ͬ توان نم

٧۴



ͬ کنیم: م ثابت زیر صورت به را ..٣ حͺم̧

که دهیم نشان است کافͬ گسترش اصل به بنا داریم مجموعه طرف دو در که آنجا از . ..٣ اثبات

و A ∩
(∪

i∈NBi

)
⊆
∪

i∈N
(
A ∩Bi

)
.١

∪
i∈N
(
A ∩Bi

)
⊆ A ∩

(∪
i∈NBi

)
.٢

بͽیرید. نظر در دلخواه صورت به را x٠ ∈ U عنصرِ ͷی

x٠ ∈ A ∩
( ∪
i∈N

Bi

)
⇒ (x٠ ∈ A) ∧

(
x٠ ∈

∪
i∈N

Bi

)
⇒ x٠ ∈ A ∧

(
∃i٠ ∈ N x٠ ∈ Bi٠

)
که طوری به است موجود i٠ ∈ N که گرفتیم نتیجه x٠ ∈ A ∩ (

∪
i∈NBi) اینکه از پس

x٠ ∈ A ∩Bi٠

داریم:

A ∩Bi٠ ⊆
∪
i∈N

(
A ∩Bi

)
پس

x٠ ∈
∪
i∈N

(
A ∩Bi

)
.٢ اثبات

x٠ ∈
∪
i∈N

(
A ∩Bi

)
⇒ ∃i٠ ∈ N x٠ ∈ A ∩Bi٠

.
..۴

x٠ ∈
∪

i∈NBi پس Bi٠ ⊆
∪

i∈NBi که آنجا از .x٠ ∈ Bi٠ و
..٣

x٠ ∈ A پس

که ͬ شود م نتیجه ..۴ و ..٣ از

x٠ ∈ A ∩
( ∪
i∈N

Bi

)

است: درست اندیسͬ مجموعه ی هر برای بالا حͺم

باشد. اندیس مجموعه ی ͷی Γ کنید فرض (پخش پذیری). ٩٩ قضیه

A ∩
(∪

γ∈ΓBγ

)
=
∪

γ∈Γ
(
A ∩Bγ

)
.١

A ∪
(∩

γ∈ΓBγ

)
=
∩

γ∈Γ
(
A ∪Bγ

)
.٢
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که کنیم ثابت ͬ خواهیم م کرده ایم. ثابت را بالا موارد از ͬͺی زیر در اثبات.

A ∩
( ∪
γ∈Γ

Bγ

)
=
∪
γ∈Γ

(
A ∩Bγ

)
داریم:

x٠ ∈ A ∩
( ∪
γ∈Γ

Bγ

)
⇔ x٠ ∈ A ∧ x٠ ∈

∪
γ∈Γ

Bγ

⇔ (x٠ ∈ A) ∧ (∃γ٠ ∈ Γ x٠ ∈ Bγ٠)

که ͬ گیریم م نتیجه (x٠ ∈ A) ∧ (x٠ ∈ Bγ٠) از

x٠ ∈ A ∩Bγ٠

که آنجا از

A ∩Bγ٠ ⊆
∪
γ∈Γ

(A ∩Bγ)

که ͬ گیریم م نتیجه

x٠ ∈
∪
γ∈Γ

(A ∩Bγ)

که ͬ گیریم م نتیجه پس

A ∩
( ∪
γ∈Γ

Bγ

)
⊆
∪
γ∈Γ

(
A ∩Bγ

)
ͬ کنیم: م بررسͬ را

∪
γ∈Γ
(
A ∩Bγ

)
⊆ A ∩

(∪
γ∈ΓBγ

)
درستͬ حال

x٠ ∈
∪
γ∈Γ

(
A ∩Bγ

)
⇒ ∃γ٠ ∈ Γ x٠ ∈ A ∩Bγ٠

⇒ x٠ ∈ A ∧ x٠ ∈ Bγ٠ ⇒ (x٠ ∈ A) ∧ (x٠ ∈
∪
γ∈Γ

Bγ٠)

⇒ x٠ ∈ A ∩
( ∪
γ∈Γ

Bγ

)

.١٠٠ ∪)قضیه
γ∈ΓAγ

)c
=
∩

γ∈ΓA
c
γ .١(∩

γ∈Γ
)
Aγ

)c
=
∪

γ∈ΓA
c
γ .٢
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که کنیم ثابت ͬ خواهیم م )اثبات. ∪
γ∈Γ

Aγ

)c
︸ ︷︷ ︸

C

=
∩
γ∈Γ

Ac
γ︸ ︷︷ ︸

D

است: زیر صورت به اثبات مسیر

x٠ ∈ C ⇔ x٠ ∈
( ∪
γ∈Γ

Aγ

)c
⇐⇒ x٠ /∈

∪
γ∈Γ

Aγ ⇐⇒ ∀γ ∈ Γ (x٠ /∈ Aγ)

⇐⇒ ∀γ ∈ Γ x٠ ∈ Ac
γ ⇐⇒ x٠ ∈

∩
γ∈Γ

Ac
γ

که دهید نشان باشند، مجموعه ها از خانواده هایی {Bδ}δ∈∆ و {Aγ}γ∈Γ کنید فرض .۶۵ تمرین

..١
( ∪
γ∈Γ

Aγ

)
∩
( ∪
δ∈∆

Bδ

)
=

∪
δ∈∆

( ∪
γ∈Γ

Aγ ∩Bδ

)
=
∪
δ∈∆

( ∪
γ∈Γ

(Aγ ∩Bδ)
)

..٢
( ∩
γ∈Γ

Aγ

)
∪
( ∩
δ∈∆

Bδ

)
=

∩
δ∈∆

( ∩
γ∈Γ

Aγ ∩Bδ

)
=
∩
δ∈∆

∩
γ∈Γ

(Aγ ∪Bδ)

..٣
( m∪
i=١

Ai

)
∩
( n∪
j=١

Bj

) ∆={١,...,n},Γ={١,...,m}
=

∪
j∈{١,...,n}

∪
i∈{١,...,m}

(Ai ∩Bj)

باشد I زیرمجموعه های از خانواده ای {Jk}k∈L و باشد مجموعه ها از خانواده ای {Ai}i∈I کنید فرض .۶۶ تمرین

که طوری ∪به
k∈L

Jk = I.

که دهید ∪نشان
i∈I Ai =

∪
k∈L
∪

j∈Jk Aj .١

∩
i∈I Ai =

∩
k∈L
∩

j∈Jk Aj .٢
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که دهید نشان .۶٧ تمرین

.A−
∪

γ∈ΓBγ =
∩

γ∈Γ(A−Bγ) .١

A−
∪

γ∈ΓBγ =
∩

γ∈Γ(A−Bγ) .٢

حاصل .١٠١ ∪مثال
k∈N

(k, k + ١]

بیابید: ∪را
k∈N

(k, k + ١] = (٠, ١] ∪ (١, ٢] ∪ (٢, ٣] ∪ . . . ∪ (k, k + ١] ∪ . . .

= (٠,∞) = {x ∈ R|x > ٠}

.١٠٢ مثال
..١

∩
k∈N

(−١
k
,

١
k
) = {٠}

..٢
∩

k∈{١,٢,...,n}

(−١
k
,

١
k
) = (−١, ١) ∩ (−١

٢
,

١
٢
) ∩ (−١

٣
,

١
٣
) ∩ . . . ∩ (−١

n
,

١
n
) = (−١

n
,

١
n
)

که کنید توجه اثبات، برای

x٠ ∈
∩
k∈N

(−١
k
,

١
k
)⇒ ∀k ∈ N x٠ ∈ (−١

k
,

١
k
)

⇒ ∀k ∈ N − ١
k
< x٠ <

١
k

صدق شرط این در صفر غیر عددی هیچ که ͬ دهیم م نشان ͬ کند. م صدق بالا شرط در صفر عدد که است واضح

ͬ کند. نم

که ͬ گیریم م نتیجه بالا شرط از .x٠ > ٠ کنید فرض

∀k ∈ N ٠ < x٠ <
١
k

� ارشمیدسͬ ویژگͬ به بنا

آنگاه x٠ < ٠ اگر همچنین

∀k ∈ N − ١
k
< x٠ < ٠

⇒ ∀k ∈ N ٠ < −x٠ <
١
k

� ارشمیدسͬ ویژگͬ به بنا

کنید. ثابت استقراء با را ..٢ مورد
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به I زیرمجموعه های از خانواده ای {Jk}k∈L و باشد مجموعه ها از خانواده ای ،{Ai}i∈I کنید فرض .١٠٣ مثال

که کنید ثابت .
∪

k∈L Jk = I که ∪طوری
i∈I

Ai =
∪
k∈L

∪
j∈Jk

Aj

که کنیم ثابت ͬ خواهیم م پاسخ.
..١
∪
i∈I

Ai ⊆
∪
k∈L

∪
j∈Jk

Aj

..٢
∪
k∈L

∪
j∈Jk

Aj ⊆
∪
i∈I

Ai

ͬ نهیم. م شما عهده ی به تمرین عنوان به را دومͬ و ͬ کنیم م ثابت را اولͬ جا این در

x ∈
∪
i∈I

Ai ⇒ ∃i٠ ∈ I x ∈ Ai٠ (١ . ۵)

(i٠ ∈ I) ∧ (I =
∪
k∈L

Jk)⇒ ∃k٠ ∈ L i٠ ∈ Jk٠ (٢ . ۵)

(x ∈ Ai٠) ∧ (i٠ ∈ Jk٠)⇒ x ∈
∪

j∈Jk٠

Aj (٣ . ۵)

(k٠ ∈ L) ∧ x ∈
∪

j∈Jk٠

Aj ⇒ x ∈
∪
k∈L

∪
j∈Jk

Aj (۴ . ۵)

x ∈
∪
i∈I

Ai ⇒ x ∈
∪
k∈L

∪
j∈Jk

Aj ١و٢و٣و۴ به بنا (۵ . ۵)

؟
∪

i∈ΓAi −
∪

i∈∆Ai =
∪

i∈Γ−∆Ai آیا .∆ ⊆ Γ که کنید فرض .۶٨ تمرین

تعریف زیر صورت به را
∏

γ∈ΓAγ مجموعه ی باشد. مجموعه ها از خانواده ای {Aγ}γ∈Γ کنید فرض .١٠۴ تعریف

کنید.

(xγ)γ∈Γ ∈
∏
γ∈Γ

Aγ ⇔ ∀γ ∈ Γ xγ ∈ Aγ

.٣ مجموعه هاست از دنباله ͷی
∏

γ∈ΓAγ به متعلق عنصرِ هر واقع در

است. ناتهͬ
∏

γ∈ΓAγ مجموعه ی که دهید نشان باشند. ناتهͬ Aγ مجموعه های تک تکِ کنید فرض .۶٩ تمرین

کرده اید. استفاده انتخاب اصل از بدیهͬ، تقریباً عبارتِ این اثبات کجای که کنید بیان

است مجموعه ͷی اینچنین عنصرِ هر جانشانͬ اصل به بنا پس ٣

٧٩



۶ فصل

اصول از استفاده ͬ های پیچیدگ و بازگشت قضیه ی

است. شده نوشته مدرسان نیز و علاقه مند، دانشجویان برای تنها بخش این و نیست اجباری بخش این خواندن

کدامشان از که ͬ شویم نم متوجه گاهͬ که بدیهیند آنقدر مجموعه ها نظریه ی اصول که گفتم گذشته، بخشهای در

دارد. ویژه ای جایͽاه انتخاب، اصل میان این در کرده ایم. استفاده

بازگشت قضیه ی به استقرائͬ، تعاریف در که کردم اشاره نکته بدین استقراء، و طبیعͬ اعداد فصل در همچنین

را اصول از استفاده در ریاضͬ دقت رعایت پیچیدگͬ بازگشت، قضیه ی بیان ضمن کوتاه، بخش این در است. نیاز

بخش های در دکارتͬ، ضربهای مثلا́ شده اند، استفاده بخش این در که مفاهیمͬ از برخͬ داده ام. توضیح مثال ͷی طͬ

داده ام. نشان را طبیعͬ اعداد مجموعه ی ω با زیر، در شد. خواهند بیان آینده

بودنشان تابع (که باشند تابع دو h : A× ω × B → B و g : A → B که کنید فرض (بازگشت). ١٠۵ قضیه

تابع̧ ͷی مجموعه ها نظریه ی اصول به بنا صورت، این در است). شده محرز مجموعه ها نظریه ی اصول از استفاده با

که طوری به است موجود f : A× ω → B

f(a, ٠) = g(a)

f(a, n+ ١) = h(a, n, f(a, n))

.n ∈ ω و a ∈ A هر برای

شده استفاده بازگشت قضیه ی در توابعͬ چه از طبیعͬ، اعداد ضرب و جمع تعریفِ در که کنید بررسͬ .٧٠ تمرین

است.

آوردن دست به برای استقراء از استفاده نحوه ی درواقع ͬ پردازم، نم درس این در آن اثبات به که بازگشت، قضیه ی

و باشد تابع ͷی h : A → A اگر قضیه، این به بنا خاص، طور به ͬ کند. م بیان را طبیعͬ اعداد دامنه ی با توابع

ͬ شود: م تعریف زیر استقرائͬ صورت به که دارد وجود f : N→ A مانند تابعͬ آنگاه باشد، عنصر ͷی a ∈ A

f(٠) = a

٨٠



f(n+ ١) = h(f(n)).

کنید: توجه زیر مثال به حال

نزول̞ͬ دنباله ی ͷی آنگاه نباشد، ͬ موم مین دارای A نامتناه̞ͬ مرتبِ مجموعه ی ͷی اگر که دهید نشان .١٠۶ مثال

a٠ > a١ > a٢ > . . .

ͬ شود. م پیدا آن عناصر از

دارد. وجود a٠ ∈ A عنصر است، ناتهͬ A که آنجا از است: ساده بسیار عوام، ریاضیات در بالا گفته ی اثبات

را کار این ͬ شود. م پیدا A در a١ < a٠ مانندِ عنصری پس نیست آن ͬ موم مین a٠ ندارد، ͬ موم مین A که آنجا از

که آنجا از باشند، شده  پیدا an < an−١ < . . . < a٠ اگر که طریق بدین داد؛ انجام n طبیعͬ عدد هر برای ͬ توان م

که طوری به کرد پیدا را an+١ عنصرِ ͬ توان م نیست، A ͬ موم̧ مین an

an+١ < an < an١ < . . . < a٠

دارد! ادامه کار این و

عناصرِ که این برای کنیم. دقیقتر را بالا نوشته های بیایید حال

a٠ > a١ > a٢ > . . .

نیازمندیم. g : N→ A نزول̞ͬ تابع̧ ͷی به واقع در کنیم پیدا را

تابع ͷی حال بͽیرید. نظر در k(x) = {y|y < x} ضابطه ی با را k : A → p(A) تابع̧ نخست

صورت این در ͬ کند. م انتخاب عنصری A زیرمجموعه ی هر از که بͽیرید نظر در را h : p(A)→ A انتخابِ

ͬ کند. م انتخاب عنصری آن از کمتر عناصر میان از x هر برای که است تابع ͷی نیز h ◦ k : A→ A

+g(n؛ ١) = h ◦ k(g(n)) و g(٠) = a٠ که طوری به است موجود g : N→ A تابع̧ ͷی بازگشت قضیه ی به بنا حال

ͬ دهد. م را ما نظر مورد دنباله ی تابع، این و
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٧ فصل

دکارتͬ ضربهای

حرفͬ بازیچه سرِ از نگویند

هوش صاحب نگیرد پندی کزان

نادان پیش حͺمت بابِ صد گر و

گوش در بازیچه آیدش بخوانند

سعدی

نظریه ی اصول از استفاده با چͽونه متمم) اشتراک، (اجتماع، مجموعه ها بولͬ ترکیبات که فهمیدیم اینجا به تا

دکارتͬ ضربهای بخش این در مجموعه ها، نظریه ی اساس بر ریاضͬ کردن بنا ادامه ی در ͬ شوند. م تعریف مجموعه ها

است. تابع و رابطه مانند دیͽری مهم مفاهیم مقدمه ی مفهوم این که کرده ایم معرفͬ را مجموعه ها

است مجموعه ͷی {x, y} جفت سازی اصل به بنا .y ∈ B و x ∈ A و باشند مجموعه دو B و A کنید فرض

را مجموعه این است. مجموعه ͷی {{x}, {x, y}} جفت سازی اصل به بنا دوباره است. مجموعه ͷی نیز {x} و

پس ͬ دهیم. م نشان (x, y) با

(x, y) = {{x}, {x, y}}

که دهید نشان .٧١ تمرین

(x٠, y٠) = (x١, y١) ⇐⇒ (x٠ = x١) ∧ (y٠ = y١)

ͬ کنیم: م تعریف باشند. مجموعه دو B و A کنید فرض .١٠٧ تعریف

A×B = {(x, y)|x ∈ A, y ∈ B}

است. مجموعه ͷی A×B .١٠٨ قضیه

مجموعه ها نظریه ی اصول از بالا صورت به A × B وجودِ که دهیم نشان نحوی به باید که است طبیعͬ اثبات.

و {x} ∈ P (A ∪ B) بنابراین .{x, y} ⊆ p(A ∪ B) و {x} ⊆ A ∪ B که کنید دقت ͬ شود. م نتیجه

٨٢



رو این از .{x, y} ∈ P (A ∪B)

{{x}, {x, y}} ∈ P (P (A ∪B))

که ͬ گوید م ما به بالا ساده ی مشاهده ی

A×B = {c ∈ PP (A ∪B)|∃x ∈ A ∃y ∈ B c = {{x}, {x, y}}}

است. مجموعه ͷی بالا در c تصریح، اصل به بنا

اگر مثال برای

A = {a, b, c} B = {٠, ١, ٢, ٣}

آنگاه

A×B = {(a, ٠), (a, ١), (a, ٢), (a, ٣), (b, ٠), (b, ١), (b, ٢), (b, ٣), (c, ٠), (c, ١), (c, ٢), (c, ٣)}

ͬ کند: م راحت تر را دکارتͬ ضرب مفهوم درک زیر، صورت به متعامد محور دو کشیدن گاهͬ

.١٠٩ قضیه

A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

اثبات.

(x, y) ∈ A× (B ∩ C) ⇐⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ B ∩ C) ⇐⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ B ∧ y ∈ C)

p↔p∧p⇐⇒ (x ∈ A ∧ x ∈ A ∧ y ∈ B ∧ y ∈ C)⇔

(x ∈ A ∧ y ∈ B) ∧ (x ∈ A ∧ y ∈ C) ⇐⇒
(
(x, y) ∈ A×B

)
∧
(
(x, y) ∈ A× C

)
⇐⇒ (x, y) ∈ (A×B) ∩ (A× C)
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که کرد ثابت ͬ توان م مشابه طور به

A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).

ͬ کنم. م رها تمرین عنوان به را بالا عبارت اثبات

.١١٠ قضیه

A× (B − C) = (A×B)− (A× C)

کرده ایم. ارائه بالا حͺم برای استنتاجͬ اثباتͬ زیر در اثبات.

(x, y) ∈ A× (B − C)⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ B − C) (٧ . ١)

x ∈ A ∧ y ∈ B − C ⇒ x ∈ A ∧ y ∈ B ∧ y /∈ C (٧ . ٢)

x ∈ A ∧ y ∈ B ∧ y /∈ C ⇒ (x, y) ∈ A×B (٧ . ٣)

x ∈ A ∧ y ∈ B ∧ y /∈ C ⇒ (x, y) /∈ A× C (۴ . ٧)

(x, y) ∈ A× (B − C)⇒ (x, y) ∈ (A×B)− (A× C) ١٨ تا ١۵ موارد به بنا (۵ . ٧)

برگشت: اثبات

(x, y) ∈ (A×B)− (A× C)⇒ (x, y) ∈ A×B ∧ (x, y) /∈ A× C (۶ . ٧)

(x, y) ∈ A×B ⇒ x ∈ A ∧ y ∈ B (٧ . ٧)

(x, y) /∈ A× C ⇒ (x /∈ A) ∨ (y /∈ C) (٧ . ٨)

(x ∈ A ∧ y ∈ B) ∧ ((x /∈ A) ∨ (y /∈ C))⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ B ∧ y ̸∈ C). (٧ . ٩)

(x, y) ∈ (A×B)− (A× C)⇒ (x, y) ∈ A× (B − C).٢٣ تا ٢٠ موارد به بنا (٧ . ١٠)

که دهید نشان .٧٢ تمرین

(A×B)− (C ×D) =
(
(A− C)×B

)
∪
(
A× (B −D)

)
(A×B)؟ ∪ (C ×D) = (A ∪ C)× (B ∪D) آیا .۶ سوال

آنگاه .x٠ ∈ A, y٠ ∈ D و A,D ̸= ∅ که کنید فرض پاسخ.

(x٠, y٠) /∈ (A×B) ∪ (C ×D)

اما

(x٠, y٠) ∈ (A ∪ C)× (B ∪D)
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استقراء، از استفاده با عضوی. n مجموعه ی ͷیB و باشد mعضوی مجموعه ی ͷیA که کنید فرض .٧٣ تمرین

.m× n با است برابر A×B مجموعه ی اعضای تعداد که دهید نشان

که دهید نشان .٧۴ تمرین

A×
∪
γ∈Γ

Bγ =
∪
γ∈Γ

(A×Bγ)

P؟ (A×B) = P (A)× P (B) آیا .٧۵ تمرین

که دهید نشان .٧۶ تمرین

(
∪
γ∈Γ

Aγ) ∩ (
∪
δ∈∆

Bδ) =
∪

(δ,γ)∈∆×Γ

(Aγ ∩Bδ)

.A×B =
∪

b∈B(A× {b}) =
∪

a∈A({a} × B) که دهید نشان .٧٧ تمرین
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٨ فصل

روابط

گفتند یار حسن کز بی نهایت شرح این

آمد عبارت کاندر هزاران از حرفیست

حافظ

باشیم: نکرده توجه آن دقیق تعریف به آن استفاده هنگام شاید که است پرکاربرد آنقدر روزمره زبان در رابطه مفهوم

را رابطه  باید ریاضͬ، مصارف برای امثالهم. و همسن وسال بودن بودن، دخترخاله و پسرخاله فرزندی، و پدر رابطه ی

کنیم: تعریف مجموعه ها نظریه ی اصول طبق بر و دقیق،

هر مجموعه ها، نظریه ی اصول به بنا است. مجموعه ͷی A×B آنگاه باشند، مجموعه دو A,B اگر که گفتیم

ͬ نامیم. م B به A از رابطه ͷی را A×B از زیرمجموعه هر است. مجموعه ͷی نیز A×B از زیرمجموعه

ͷی ،B مجموعه ی به A مجموعه ی از R رابطه ی ͷی پس ͬ دهیم. م نشان R,S, . . . مانند حروفͬ با را رابطه ها

است. X به X از رابطه ͷی X مجموعه ی روی رابطه ͷی از منظور نیز است. P (A×B) از عنصر

جای به .١١١ نمادگذاری

(x, y) ∈ R

ͬ نویسیم: م گاهͬ

xRy

بزنید. مثال {a, b, c, d} مجموعه ی به {١, ٢, ٣} مجموعه ی از رابطه ͷی .٧٨ تمرین

است؟ چقدر عضوی m مجموعه ی ͷی به عضوی n مجموعه ی ͷی از روابط کل تعداد .٧٩ تمرین

ͷی بودن برادر مثال، برای نشده اند. درگیر رابطه این در A,B عناصرِ همه ی لزوماً B به A از رابطه ای R وقتͬ

باشند. همدیͽر برادر بͽیریم نظر در که را انسانͬ دو هر که نیست گونه این حال این با انسانهاست. جامعه ی در رابطه

ͬ کنیم: م تعریف آنگاه باشد. B به A از رابطه ͷی R ⊆ A×B کنید فرض .١١٢ تعریف

Dom(R) = {x ∈ A|∃y ∈ B (x, y) ∈ R}
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Range(R) = {y ∈ B|∃x ∈ A (x, y) ∈ R}

اعضای مجموعه ی روی مثال برای نیست. X تمام R دامنه ی لزوماً باشد Y به X از رابطه ای R اگر .١١٣ توجه

دارد. عضو ͷی تنها است، y پدرِ x رابطه ی دامنه ی مشخص، خانواده ی ͷی

را P (X) روی زیر رابطه ی برد و دامنه ثابت. مجموعه ی ͷی D ⊆ X و باشد مجموعه ͷی X اگر .٨٠ تمرین

کنید. تعیین

(A,B) ∈ R ⇐⇒ A ∪D = B

دیͽر: بیان به

R = {(A,B)|A,B ∈ P (X), A ∪D = B}

روابط از مثالهائͬ

تساوی رابطه ی

ͬ خوانیم: م X روی تساوی رابطه ی را زیر رابطه ی باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض

R = {(x, y)|x ∈ X, y ∈ X, x = y}

دیͽر بیان به

R = {(x, x)|x ∈ X}

داد: نمایش هم زیر صورت به ͬ توان م را ͬ خوانیم) م نیز قطری رابطه ی را آن (که تساوی رابطه ی

∀x, y ∈ X (xRy ⇐⇒ x = y)

تا ͬ نویسیم م اندیس صورت به نیز را نظر مورد مجموعه اوقات گاهͬ ͬ دهیم. م نمایش گاهͬ نیز ∆ با را رابطه این

خلاصه: طور به پس ماست. منظور مجموعه ای چه روی تساوی که شود مشخص

∆X = {(x, x)|x ∈ X}
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تعلق رابطه ی

به X از رابطه ای تعلق رابطه ی آن. مجموعه های زیر تمام مجموعه ی P (X) و باشد مجموعه ͷی X کنید فرض

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که است P (X)

R = {(x, y)|x ∈ X, y ∈ P (X), x ∈ y}.

کنید). تحقیق را گفته (این .P (X)− {∅} با است برابر آن بˀرد و است X رابطه ، این دامنه ی که کنید توجه

مشمولیت رابطه ی

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به مشمولیت رابطه ی P (X) روی باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض

ARB ⇐⇒ A ⊆ B

دیͽر بیان به

R = {(x, y)|x ∈ P (X), y ∈ P (X), x ⊆ y}

رابطه ͷی معکوس

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به A به B از را R−١ رابطه ی باشد، B به A از رابطه ͷی R اگر

R−١ = {(x, y)|x ∈ B, y ∈ A, (y, x) ∈ R}.

دیͽر بیان به

(x, y) ∈ R−١ ⇐⇒ (y, x) ∈ R

روابط ترکیب

صورت به C به A از را S ◦R رابطه ی آنگاه باشند. C به B از رابطه ͷی S و B به A از رابطه ͷی R کنید فرض

ͬ کنیم: م تعریف زیر

(x, y) ∈ S ◦R ⇐⇒ ∃z ∈ B
(
(x, z) ∈ R ∧ (z, y) ∈ S

)
باشند: شده تعریف زیر صورت به S و R روابط انسانها از مجموعه ͷی روی کنید فرض .١١۴ مثال

(x, y) ∈ R ⇐⇒ باشد y فرزند x

(x, y) ∈ S ⇐⇒ باشد x برادر y

داریم: آنگاه

(x, y) ∈ R ◦ S ⇐⇒ ∃z باشد) z فرزند x) ∧ باشد) y برادر z)

⇐⇒ باشد. y برادرزاده ی x
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روابط ͬ های ویژگ ٨ . ١

باشد. X مجموعه ی روی رابطه ای R کنید فرض قسمت، این سرتاسر در

هرگاه ͬ خوانیم م ١ انعکاسͬ را R رابطه ی .١١۵ تعریف

∀x ∈ X xRx

داریم بͽیرید. نظر در X دلخواه˼ مجموعه ی ͷی روی را تساوی رابطه ی .١١۶ مثال

∀x ∈ X x = x

است. انعکاسͬ رابطه، این پس

نیز P (X) مجموعه ی ͷی روی ⊆ رابطه ی پس است خودش مجموعه ی زیر مجموعه ای هر همچنین .١١٧ مثال

است. انعکاسͬ رابطه ی ͷی

داریم بͽیرید. نظر در {∅, {∅}} مجموعه ی روی را ∈ رابطه ی نقض). مثالِ (دو ١١٨ مثال

∅ /∈ ∅

بͽیرید: نظر در را زیر رابطه ی انسانها، مجموعه ی روی اگر همچنین نیست. انعکاسͬ رابطه این پس

xRy ⇐⇒ باشد x yپدرِ

است. انعکاسͬ غیر نیز رابطه این

کنید تعریف باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .٨١ تمرین

∆X = {(x, x)|x ∈ X}.

اگر تنها و اگر است انعکاسͬ X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی که دهید نشان

∆X ⊆ R.

باشد: درست زیر جمله ی هرگاه ͬ خوانیم م ٢ تقارنͬ را X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی .١١٩ تعریف

∀x, y ∈ X
(
xRy ↔ yRx

)
١reflective
٢symmetric
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تقارنͬ روابطͬ مجموعه دو بودن مجزا و (x ̸= y) تمایز و (x = y) تساوی رابطه های که کنید بررسͬ .٨٢ تمرین

هستند.

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به P (X) مجموعه ی ͷی روی بودن مجزا رابطه ی

XRY ⇐⇒ X ∩ Y = ∅

نیستند. تقارنͬ ١١٨ مثالِ در آمده رابطه های که دهید نشان نقض). (مثال ٨٣ تمرین

درست زیر جمله ی هرگاه نیست)  تقارنͬ (یعنͬ است غیرتقارنͬ X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی .١٢٠ توجه

باشد:

∃x, y ∈ X (x, y) ∈ R ∧ (y, x) ̸∈ R.

هرگاه ͬ خوانیم م پادتقارنͬ را X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی .١٢١ تعریف

∀x, y ∈ X
(
xRy ∧ yRx→ x = y

)
هستند. پادتقارنͬ دو هر P (X) روی ⊆ رابطه ی و X مجموعه ی ͷی روی = رابطه ی که کنید بررسͬ .٨۴ تمرین

نیستند. پادتقارنͬ انسانها از مجموعه ͷی روی بودن همسن  و دوستͬ روابط که دهید نشان نقض). (مثال ١٢٢ مثال

مثال رابطه ͷی تمرین، عنوان به است. پادتقارنͬ حتما نباشد تقارنͬ که رابطه ای هر که نیست چنین .٨۵ تمرین

پادتقارنͬ. نه و باشد تقارنͬ نه که بزنید

هرگاه ͬ خوانیم م متعدّی را X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی .١٢٣ تعریف

∀x, y, z ∈ X
(
xRy ∧ yRz → xRz

)
زیر و انسانها، مجموعه ی در بودن همسن ،X مجموعه ی ͷی روی تساوی رابطه ی که کنید بررسͬ .٨۶ تمرین

هستند. متعدی سه هر P (X) مجموعه ی ͷی روی بودن مجموعه

رابطه ی و انسانها مجموعه ی روی دوستͬ رابطه ی که کنید بررسͬ نقض). (مثال ٨٧ تمرین

xRy ⇔ است x پدر y

هستند. نامتعدی روابطͬ

هرگاه ͬ خوانیم م تام را X مجموعه ی ͷی روی R رابطه ی بودن). (تام ١٢۴ تعریف

∀x, y ∈ X
(
xRy ∨ yRx

)
پدری. رابطه ی نقض). (مثال ١٢۵ مثال

است. تساوی رابطه ی پادتقارنͬ، هم و تقارنͬ هم و باشد انعکاسͬ هم که رابطه ای تنها که دهید نشان .٨٨ تمرین

بͽیرید: نظر در را زیر رابطه ی طبیعͬ، اعداد مجموعه ی روی .٨٩ تمرین

xRy ⇔ x ≤ y.

دارد؟ را درس این در شده معرفͬ ͬ های ویژگ از ͷی کدام ترتیب) (رابطه ی بالا رابطه ی
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روابط مبحث از مثال چند حل

دهید قرار باشد. حقیقͬ اعداد مجموعه ی R کنید فرض .١٢۶ مثال

R = {(x, y) ∈ R٢|y = x٢}

است. R روی رابطه ͷی از نمونه ای R که کنید دقت

R ◦R ⊆ R اگر تنها و اگر است متعدی X مجموعه ی روی R رابطه ی که دهید نشان .١٢٧ مثال

که ͬ کنیم م یادآوری نخست اثبات.

(x, y) ∈ R ◦R ⇐⇒ ∃z R(x, z) ∧R(z, y)

آنگاه باشد متعدی R رابطه ی اگر که ͬ دهیم م نشان نخست

R ◦R ⊆ R

که ͬ شود م نتیجه (x, y) ∈ R ◦R که این از .(x, y) ∈ R ◦R و است متعدی R کنیم فرض

∃z٠ (x, z٠) ∈ R ∧ (z٠, y) ∈ R (∗)

که ͬ شود م نتیجه R بودن متعدی و (∗) به بنا

(x, y) ∈ R

است. متعدی R آنگاه R ◦R ⊆ R اگر که ͬ کنیم م ثابت حال

R ◦R ⊆ R فرض:

حͺم:

(x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ R⇒ (x, z) ∈ R

که ͬ شود م نتیجه (y, z) ∈ R و (x, y) ∈ R اینکه از .R ◦R ⊆ R و (y, z) ∈ R و (x, y) ∈ R کنید فرض

(x, z) ∈ R ◦R

که ͬ گیریم م نتیجه R ◦R ⊆ R فرض از

(x, z) ∈ R.

.∆X ⊆ R اگر تنها و اگر است انعکاسͬ X مجموعه ی روی R رابطه ی که دهید نشان .١٢٨ مثال
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که ͬ کنیم م ثابت و است انعکاسͬ R که ͬ کنیم م فرض نخست اثبات.

∆X ⊆ R

پس .(x, x) ∈ R که ͬ گیریم م نتیجه است انعکاسͬ R که این به بنا .(x, x) ∈ ∆X کنید فرض

∆X ⊆ R.

بͽیرید. نظر در را x٠ ∈ X دلخواه عنصر است. انعکاسͬ R که کنیم ثابت ͬ خواهیم م .∆X ⊆ R کنید فرض حال

داریم: ٣ قطری رابطه ی تعریف به بنا

(x٠, x٠) ∈ ∆X

که ͬ گیریم م نتیجه ∆X ⊆ R فرض از حال

(x٠, x٠) ∈ R

است. انعکاسͬ R که ͬ گیریم م نتیجه است، شده انتخاب دلخواه طور به x٠ که آنجا از

اگر تنها و اگر است تام X مجموعه ی روی R رابطه ی که دهید نشان .١٢٩ مثال

R ∪R−١ = X ×X

یا (x٠, y٠) ∈ R یا است تام R که آنجا از آنگاه (x٠, y٠) ∈ X × X اگر باشد. تام R کنیم فرض اثبات.

شده انتخاب دلخواه طور به (x٠, y٠) که آنجا از .(x٠, y٠) ∈ R−١ یا (x٠, y٠) ∈ R یا پس .(y٠, x٠) ∈ R

داریم: است،

X ×X ⊆ R ∪R−١.

که این اثباتِ

R ∪R−١ ⊆ X ×X :

پس است X روی رابطه ͷی R ͬ دانیم م

R ⊆ X ×X

پس است X روی رابطه ͷی R−١ دانیم مͬ

R−١ ⊆ X ×X

پس

R ∪R−١ ⊆ X ×X

ͬ خوانیم. م X روی قطری رابطه ی را ∆X ٣رابطه ی
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آنگاه باشد تام R اگر که کرده ایم ثابت اینجا تا

X ×X = R ∪R−١.

کنید فرض حال

X ×X = R ∪R−١

ͬ دانیم م بͽیرید. نظر در را x٠, y٠ ∈ X دلخواه عناصر است. تام R که کنیم ثابت ͬ خواهیم م

(x٠, y٠) ∈ X ×X

پس

(x٠, y٠) ∈ R ∪R−١

تام R رابطه ی پس y٠Rx٠ صورت این در که (x٠, y٠) ∈ R−١ یا x٠Ry٠ اینصورت در که (x٠, y٠) ∈ R یا پس

است.
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٩ فصل

هم ارزی روابط

دوست حͺایت جز گفتیم چه هر

پشیمانیم آن از عمر همه در

سعدی

مثلا́ ͬ آید: م پیش بسیار ریاضͬ در هم و روزمره زندگͬ در هم مشترک ͬ های ویژگ اساس بر اشیاء  دسته بندی مسئله ی

طبیعͬ اعداد که این یا کنیم؛ بندی دسته تولد روز یا قد حسب بر را کلاسمان دانشجویان بخواهیم است ممͺن

حسب بر را طبیعͬ اعداد که این یا کنیم؛ تقسیم فرد و زوج اعداد دسته ی دو به ٢ به آنها باقیمانده ی حسب بر را

نظر در را قد حسب بر کلاس دانشجویان دسته بندی مثال همان فعلا́ کنیم. تقسیم دسته سه به ٣ به باقیمانده شان

مشهودند: دسته بندی این درباره ی زیر نکات بͽیرید.

بودن. همقد رابطه ی است: گرفته صورت رابطه ͷی اساس بر دسته بندی این .١

به ندارند؛ هم با اشتراکͬ هیچ دسته بندی ها این ͬ کنیم، م بندی دسته یا قدشان حسب بر را دانشجویان وقتͬ .٢

بͽیرد! قرار قدّی دسته ی دو در که نیست کس هیچ دیͽر بیان

حسن با هم قد افراد دسته ی همان دقیقاً علͬ، با همقد افراد دسته ی آنگاه باشند، دسته ͷی در حسن و علͬ اگر .٣

بنامیم. حسن همقدان دسته ی ͬ توانیم م هم و بنامیم، علͬ همقدان دسته ی ͬ توان م هم را دسته این است.

این در که است همقد حسین با حسن یا نیست: خارج حالت دو از باشند، دانشجو دو حسین و حسن اگر .۴

نیست، همقد حسین با حسن یا است؛ حسین با همقد افراد گروه همان دقیقاً حسن، همقد افراد گروه صورت

ندارد. حسین با همقد افراد گروه با اشتراکͬ هیچ حسن، با همقد افراد گروه صورت این در که

دسته ی (یعنͬ دسته ها از ͬͺی در کلاس افراد از ͷی هر بنابراین است! همقد خودش با کلاس افراد از ͷی هر .۵

ͬ گیرد. م قرار خودش) با هم قد افراد
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از استفاده با ریاضیات، در دسته بندی پرداخت. خواهیم ریاضیات در دسته بندی سازوکار بسط به درس ادامه ی در

ͬ گیرد. م صورت هم ارزی روابط

روابط از ͬ شود. م گفته هم ارزی رابطه ی ͷی باشد، داشته تعدی و تقارنͬ انعکاسͬ، ͬ های ویژگ که رابطه ای به

در را کلاس ͷی دانشجویان همه ی مجموعه ی مثال، برای ͬ شود. م استفاده مجموعه ͷی تقسیم بندی برای هم ارزی

رابطه ی اساس بر ͬ توان م را کلاس این در حاضر افراد است. هم ارزی رابطه ی ͷی بودن همقد رابطه ی بͽیرید. نظر

کنید توجه کرد. همͽروه هستند، هم قد که را افرادی است کافͬ کار این برای کرد. افراز) (یا تقسیم بندی بودن هم قد

انتخاب نماینده عنوان به را گروه آن از شخص کدام ͬ کند نم فرقͬ اما است، نماینده ای دارای قد)، (هر گروه هر که

همقدِ افرادِ مجموعه ی همان دقیقاً x همقدِ افراد مجموعه ی آنگاه باشند، همقد فرد دو x, y اگر دیͽر، بیان به کرد.

همقد افراد مجموعه ی با اشتراکͬ هیچ x با همقد افراد مجموعه ی آنگاه نباشند، همقد x, y اگر همچنین است. y

بیابید. اثباتها تمام در را آن نمودِ و باشید داشته ذهن در را بودن همقد مثال جلسه، این درس سرتاسرِ در ندارد. y با

با آنها قد که افرادی گروه یعنͬ علͬ، همقدان گروه آنگاه کنیم، دسته بندی قد اساس بر را کلاس اگر که گفتیم

عنصری x٠ ∈ X کنید فرض Xباشد. مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷیR کنید فرض مشابهاً است. برابر علͬ

ͬ کنیم: م تعریف باشد. دلخواه

R رابطه ی تحت x٠ عنصر هم ارزی کلاس = [x٠]R = {y ∈ X|yRx} = {y ∈ X|xRy}

است: حسن با همقد افراد گروه همان دقیقاً علͬ، با همقد افراد گروه باشند، همقد علͬ و حسن اگر که گفتیم

آنگاه .x٠Ry٠ و x٠, y٠ ∈ X و باشد X مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷی R که کنید فرض .١٣٠ قضیه

[x٠]R = [y٠]R

اصل مطابق باید برابرند، مجموعه دو که این دادن نشان برای هستند؛ مجموعه دو، هر [y٠]R و [x٠]R اثبات.

دارند. یͺسانͬ اعضای که دهیم نشان گسترش

بنا حال .x٠Ry٠ داریم قضیه  فرض به بنا طرفͬ از .tRx٠ داریم [x٠]R تعریفِ به بنا .t ∈ [x٠]R کنید فرض

داریم است متعدی رابطه ی ͷی R رابطه ی که این به

tRx٠ ∧ x٠Ry٠ → tRy٠.

.t ∈ [y٠]R که ͬ شود م نتیجه [y٠]R مجموعه ی تعریفِ به بنا tRy٠ از

نشان اثبات همین است. [y٠]R مجموعه ی از عضو ͷی [x٠]R ازمجموعه ی عضو هر که دادیم نشان بالا در

برابر هم با مجموعه دو این رو این از و است [x٠]R مجموعه ی از عضو ͷی [y٠]R مجموعه ی از عضو هر که ͬ دهد م

هستند.

باشد: همقد آنها دوی هر با که نیست کس هیچ نباشند، همقد حسن و علͬ اگر

آنگاه x٠��Ry٠ کنید فرض .١٣١ قضیه

[x٠] ∩ [y٠] = ∅
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تاتولوژی به بنا است کافͬ اثبات.

¬q → ¬p ⇐⇒ p→ q

.z٠ ∈ [x٠] ∩ [y٠] کنید فرض .[x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ کنید فرض .x٠Ry٠ آنگاه [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ اگر که کنیم ثابت

که ͬ گیریم م نتیجه [x٠] = {y|yRx٠} و z٠ ∈ [x٠] که آنجا از

z٠Rx٠
..١

که ͬ گیریم م نتیجه z٠ ∈ [y٠] اینکه از مشابه، طور به و

z٠Ry٠
..٢

که ͬ شود م نتیجه ..١ از است تقارنͬ R که آنجا از

x٠Rz٠
..٣

که ͬ شود م نتیجه ..٣ و ..٢ از R بودن متعدی به بنا

x٠Ry٠

بنویسیم: استنتاجͬ صورت به دیͽر بار را اثبات همین بیایید

..١ [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ ⇒ ∃z z ∈ [x٠] ∩ [y٠]

z٠ ∈ [x٠] ∩ [y٠] ͬ کنیم فرض م

..٢ z٠ ∈ [x٠] ∩ [y٠]⇒ (z٠ ∈ [x٠]) ∧ (z٠ ∈ [y٠])

..٣ z٠ ∈ [x٠]⇒ z٠Rx٠

..۴ z٠ ∈ [y٠]⇒ z٠Ry٠

..۵ z٠Rx٠
⇒تقارنͬ x٠Rz٠

..۶ (x٠Rz٠) ∧ (z٠Ry٠)
⇒تعدی x٠Ry٠

..٧ [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ ⇒ x٠Ry٠ ۶ تا ١ به بنا

اگر .١٣٢ قضیه

[x٠] ∩ [y٠] = ∅

آنگاه

x٠��Ry٠
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آنگاه x٠Ry٠ اگر که ͬ کنیم م ثابت اثبات.

[x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅

داریم [y٠] تعریفِ به بنا آنگاه x٠Ry٠ اگر

x٠ ∈ [y٠] ..١

داریم است انعکاسͬ R که آنجا از از همچنین

x٠Rx٠

پس

x٠ ∈ [x٠] ..٢

که ͬ گیریم م نتیجه ..٢ و ..١ از

x٠ ∈ [x٠] ∩ [y٠]

بنابراین

[x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅

.١٣٣ نتیجه

x٠��Ry٠ ⇐⇒ [x٠] ∩ [y٠] = ∅

x٠Ry٠ ⇐⇒ [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅

آنگاه [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ اگر .١٣۴ قضیه

[x٠] = [y٠]

است. موجود z٠ ∈ [x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ مانند عنصری صورت این در .[x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ که کنید فرض اثبات.

بنابراین

z٠Rx٠ z٠Ry٠

یعنͬ

x٠Rz٠Ry٠

تعدی به بنا و

x٠Ry٠

که ͬ گیریم م نتیجه ١٣٠ قضیه ی به بنا حال

[x٠] = [y٠].

٩٧



موارد همه ی آنگاه باشد، X مجموعه ی ͷی روی هم ارزی رابطه ی ͷی R اگر که کرده ایم ثابت جا این به تا پس

هستند: معادل هم با زیر

x٠Ry٠ .١

.[x٠] ∩ [y٠] ̸= ∅ .٢

.[x٠] = [y٠] .٣

معادلند: هم با نیز زیر موارد تمام همچنین

.¬(x٠Ry٠) .١

[x٠] ̸= [y٠] .٢

.[x٠] ∩ [y٠] = ∅ .٣

ندارند. اشتراکͬ هیچ هم با یا منطبقند هم بر یا هم ارزی کلاس دو خلاصه تر، طور به

ͬ کنیم: م تعریف باشد. X مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷی R که کنید فرض

X/R = {[x]|x ∈ X}.

باشند تکراری ͬ توانند م آن اعضای از برخͬ زیرا مجموعه هاست؛ از خانواده ͷی بالا تعریف در X/R که کنید توجه

این حال، این با .[x] = [y] آنگاه xRy اگر دیدیم که طور همان است. مشخص آن در عضویت تعریف همچنین و

ͷی X/Rرا درس ادامه ی در گرفت. نادیده آن در را تکرارها ͬ توان م زیرا هست هم مجموعه ͷی واقع در خانواده،

ͬ گیریم. نم نظر در آن در را تکرارها یعنͬ گرفته ایم؛ نظر در مجموعه

.١٣۵ ∪قضیه
X/R = X

آنگاه باشد مجموعه ͷی A اگر که ͬ کنیم م یادآوری .١٣۶ ∪توجه
A = {x|∃y ∈ A x ∈ y}

آنگاه باشد، مجموعه ها از خانواده ای {Ai}i∈I اگر ∪همچنین
i∈I

Ai = {x|∃i ∈ I x ∈ Ai}

کرده ایم. استفاده اولͬ نمادگذاری از بالا قضیه ی در
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که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.

X ⊆
∪

X/R.

دیͽر بیان به x٠Rx٠؛ داریم است انعکاسͬ R رابطه ی که آنجا از .x٠ ∈ X که کنید فرض

x٠ ∈ [x٠].

x٠ ∈
∪
X/R. که ͬ شود م نتیجه بالا توجه به بنا x٠ ∈ [x٠] و [x٠] ∈ X/R که آنجا از

که ͬ کنیم م ثابت ∪حال
X/R ⊆ X

که است معلوم پس x٠ ∈ [y] = {x ∈ X|xRy} ⊆ X که است موجود چنان y ∈ X آنگاه x٠ ∈
∪
X/R اگر

x٠ ∈ X.

که کنید توجه

است. X زیرمجموعه های از مجموعه ای X/R •

ندارند. اشتراک هم با X/R از عضو دو هیچ •

.
∪
X/R = X •

است. X مجموعه ی برای افراز ͷی X/R دیͽر، بیان به

در ͬ یابیم. م دست آن برای افراز ͷی به X مجموعه ی ͷی روی R هم ارزیِ رابطه ی هر از شد، گفته آنچه بر بنا

رابطه ی ͷی به X مجموعه ی ͷی برای افراز هر از واقع در که دید خواهیم افراز) دقیق تعریف از (پس آینده درسهای

و افراز مفهوم̧ دو یعنͬ بدهد. دست به را افراز همان X/R که طوری به ͬ رسیم م مجموعه این روی R هم ارزیِ

هم ارزند. هم با هم ارزی رابطه ی

هم ارزی ⇔رابطه ی افراز

کنید فرض یعنͬ، هستند؛ آن روی هم ارزی روابط با ͷی به ͷی تناظر در X مجموعه ی ͷی افرازهای دیͽر، بیان به

باشد. X مجموعه ی روی هم ارزی روابط همه ی مجموعه ی B و باشد X مجموعه ی افرازهای همه ی مجموعه ی A

کنید: تعریف زیر صورت به را f : B → A تابع̧

f(R) = X/R

درسهای در را پوشا و ͷبه ی ͷی تابع، مفاهیم نباشید. گفته این سختͬ نگران (فعلا́ پوشاست. و ͷی به  ͷی بالا، تابع

دید.) خواهیم آینده
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هم ارزی روابط کاربرد از مثال چند ٩ . ١

است: هم ارزی رابطه ی ͷی ،(=) تساوی، رابطه ی X مجموعه ی ͷی روی .١٣٧ مثال

R ⊆ P (X ×X)

xRy ⇐⇒ x = y

X/= = {[x]=|x ∈ X} =
{
{x}|x ∈ X

}
ͬ کند. م دسته بندی تک عضوی کلاسهای به را X مجموعه ی تساوی، رابطه ی

مجموعه ͷی تشͺیل آنها که دادیم نشان و شدیم آشنا طبیعͬ اعداد با ۴ فصل در صحیح). اعداد (تعریف ١٣٨ مثال

خاص: طور به بنابراین است؛ مجموعه ͷی مجموعه، دو دکارتͬ حاصل ضربِ که گفتیم همچنین ͬ دهند. م

N٢ = N× N

.x, y ∈ N آن در که هستند (x, y) صورت به N٢ مجموعه ی اعضای است. مجموعه ͷی نیز

بͽیرید: نظر در را زیر رابطه ی N٢ روی

(x, y)R(x′, y′) ⇐⇒ x+ y′ = y + x′

است. هم ارزی رابطه ی ͷی بالا رابطه ی که دهید نشان .٩٠ تمرین

ͬ نامیم: م صحیح اعداد مجموعه ی را بالا رابطه ی هم ارزی کلاسهای مجموعه ی

Z = {[(x, y)]R|(x, y) ∈ N٢}

بدانیم) را تفریق معنای (اگر که کنید دقت

(x, y)R(x′, y′)⇔ x− y = x′ − y′

داد: نشان هم زیر صورت به ͬ توان م را Z پس است. x− y تفاضل̞ نماینده ی [(x, y)] کلاس̞ هر بنابراین

Z = {٠, ١−,١, ٢−,٢, . . .}.

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به صحیح اعداد واقع در پس

٠ = [(١, ١)] = [(٢, ٢)] = [(٣, ٣)] = . . .

−١ = [(٠, ١)] = [(١, ٢)] = [(٢, ٣]] = . . .

١ = [(١, ٠)] = [(٢, ١)] = [(٣, ٢)] = . . .
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.٩١ تمرین

است. کلاسͬ چه دهنده ی نشان بالا در عدد هر که کنید بیان .١

نیز کنید. مشخص آن روی را بالا هم ارزی مختلف کلاسهای و کنید رسم نمودار ͷی روی را N٢ مجموعه ی .٢

است. عددی چه دهنده ی نشان کلاس هر که کنید مشخص

کنید تعریف .−١ = [(١, ٢)] = [(٢, ١)] و ١ = [(٢, ١)] = [(١, ٠)] که گفتیم .٣

[(x, y)] + [(x′, y′)] = [(x+ x′, y + y′)].

از استفاده با یͺبار را ١ + (−١) حاصل

[(٢, ١) + [(١, ٢)]

از استفاده با یͺبار و

[(١, ٠)] + [(٠, ١)]

کنید. مقایسه هم با را جوابها و کنید محاسبه

به t + u حاصل که دهید نشان باشند. صحیح عدد دو u = [(x′, y′)]R و t = [(x, y)]R کنید فرض .۴

ندارد. بستگͬ t, u عددِ دو کلاس نماینده ی انتخاب

١ ͬ کنید؟ م تعریف چͽونه را صحیح عدد دو حاصلضرب .۵

کنید: تعریف زیر صورت به را ≡٣ رابطه ی ،N طبیعͬ، اعدادِ مجموعه ی روی .١٣٩ مثال

x ≡٣ y ⇔ (x < y ∧ ∃k y − x = ٣k) ∨ (y < x ∧ ∃k x− y = ٣k) ∨ (x = y).

باشد. یͺسان ٣ بر x, y عدد دو هر تقسیم ͬ مانده ی باق هرگاه x ≡٣ y ͬ گوئیم م دیͽر، بیان به

است. هم ارزی رابطه ی ͷی بالا رابطه ی دهید نشان .٩٢ تمرین

سه تنها بالا رابطه ی که ͬ کنیم م ادعا کنیم. مشخص را بالا هم ارزی رابطه ی کلاسهای تعداد ͬ خواهیم م ادامه، در

واقع در و دارد کلاس

N/≡٣ = {[٠], [١], [٢]}.

زیرا است؛ واضح این دارد. قرار بالا کلاسهای از ͬͺی در طبیعͬ، عدد هر که دهیم نشان باید بالا، گفته ی اثبات برای

پس است. ١ عدد ،٣ بر ٧ عدد ͬ مانده ی باق مثال، برای .٢ یا ١ یا است ٠ یا ٣ بر طبیعͬ عدد هر ͬ مانده ی باق

[٧] = [١].

.(x, y) · (x′, y′) = (xx′ + yy′, xy′ + x′y) کنید: امتحان را روش این ١
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٣ بر ممͺن باقیمانده های از ͬͺی نشان دهنده  قسمت هر و ͬ کند م افراز قسمت سه به را طبیعͬ اعداد ≡٣ رابطه ی پس

جبر، درس در هستند. بخش پذیر ٣ بر که ͬ دهد م نشان را ͬ ای طبیع اعداد همه ی مجموعه ی [٠] دیͽر، بیان به است.

ͬ دهند. م نشان Z٣ با را N/≡٣ مجموعه ی

کنید: تعریف زیر صورت به را R رابطه ی Z روی n ∈ N دلخواه˼ عدد برای .١۴٠ تعمیم

xRy ⇔ x ≡n y ⇔ ∃k ∈ Z y − x = nk

و است کلاس n با هم ارزی رابطه ی ͷی بالا رابطه ی که دهید نشان

Z/R = {[٠], . . . , [n− ١]}.

ͬ دهیم. م نشان Zn با را بالا در Z/R معمولا˟

Z٢ = Z×Z بنابراین است. مجموعه ͷیZ = {. . . ,−١−,٢, ٠, ١, ٢, . . .} که گفتیم گویا). (اعداد ١۴١ مثال

را زیر رابطه ی Z٢ روی .x, y ∈ Z آن در که است شده تشͺیل (x, y) صورت به عناصر از که است مجموعه  ͷی

کنید: تعریف

(x, y)R(x′, y′) ⇐⇒ x.y′ = y.x′

.٩٣ تمرین

است. هم ارزی رابطه ی ͷی بالا رابطه ی که دهید نشان .١

کنید. مشخص بالا رابطه ی تحت را آن هم کلاس عناصر و کنید رسم متعامد محور دو در را Z٢ مجموعه ی .٢

ͬ گذارید؟ م اسمͬ چه کلاسها این از کدام هر روی

که گفته ایم واقع در بدانیم) را تقسیم معنای که صورتͬ (در که کنید دقت

(x, y)R(x′, y′) ⇐⇒ x

y
=
x′

y′

مجموعه ͷی تشͺیل هم ارزی کلاسهای این مجموعه ی ͬ دهیم. م نشان x
y

با را [(x, y)]R هم ارزیِ کلاس ̞ هر بنابراین

ͬ دهیم. م نشان Q با را مجموعه این ͬ شود. م گفته گویا اعداد مجموعه ی آن به که ͬ دهد م
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این روی ضربی و جمع چه شما هستند. گویا عدد ͷی نماینده ی بالا، کلاسهای از کدام هر که گفتیم .٩۴ تمرین

است؟ سازگار ͬ دانید م گویا اعداد درباره ی آنچه با ضرب و جمع این آیا ͬ کنید. م تعریف کلاسها،

اگر .١۴٢ مثال

z = f(x, y)

است: هم ارزی رابطه ی ͷی زیر رابطه ی باشد، متغیره دو تابع ͷی

(x, y)R(x′, y′) ⇐⇒ f(x, y) = f(x′, y′)

افرازی واقع در (که است f تابع تراز ͬ های منحن تمام مجموعه ی X/R و است هم ارزی رابطه ی ͷی فوق رابطه ی

هستند). تابع این دامنه ی برای

که طوری به کنید تعریف N− {٠} مجموعه ی روی R هم ارزیِ رابطه ی ͷی ͬ توانید م آیا .١۴٣ مثال

N− {٠}/R = صفر}} مخالف زوج ,{اعداد فرد} {{اعداد

کنید: تعریف زیر صورت به را R رابطه ی پاسخ.

xRy ⇐⇒ x ≡٢ y.

رابطه ی ͷی R ◦ S که دهید نشان باشند. X مجموعه روی ارزی هم رابطه دو S و R کنید فرض .٩۵ تمرین

.R ◦ S = S ◦R اگر تنها و اگر است X مجموعه ی روی هم ارزی

هم ارزی رابطه ی با آن رابطه ی و افراز ٩ . ٢

درس، ادامه ی در باشیم. کرده  تعریف رسماً را آن آنکه بدون کردیم صحبت افراز درباره ی گذشته جلسات خلال در

است. هم ارزی رابطه ی مفهوم̧ با ͷی به ͷی تناظر در افراز مفهوم که دید خواهیم و شناساند خواهیم را افرازها

هرگاه ͬ خوانیم م X برای افراز ͷی را A ⊆ P (X) مجموعه ی باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .١۴۴ تعریف
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∪
A =

∪
B∈AB = X .١

∀A,B ∈ A (A ̸= B → A ∩B = ∅) .٢

∀A ∈ A A ̸= ∅ .٣

بنویسید. را {١, ٢, ٣} مجموعه ی افرازهای تمام .١۴۵ مثال

پاسخ.

{{١}, {٢, {٢}},{{٣, {١, ٣}},

{{٣}, {١, {١}},{{٢, {٢}, {٣}},

{{١, ٢, ٣}}

است زیر صورت به N مجموعه ی از افراز نمونه ͷی .١۴۶ مثال

زوج اعداد فرد اعداد

N− {٠} = زوج} {اعداد ∪ فرد} {اعداد

است. X زیرمجموعه های از مجموعه ای X مجموعه ی برای A افرازِ ͷی که کنید دقت

رسید: افراز ͷی به ͬ توان م هم ارزی رابطه ی هر از که دیدیم قبلا

است. X افراز ͷی X/R آنگاه باشد، X مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷی R اگر .١۴٧ قضیه

داراست. را X مجموعه ی برای افراز ͷی ͬ های ویژگ تمام X/R مجموعه ی که ͬ دهیم م نشان اثبات.

که گفتیم گذشته جلسه ی ∪در
X/R = X

که ͬ دانیم م همچنین

[x] ̸= [y]⇒ [x] ∩ [y] = ∅

که ͬ شود م نتیجه هم این از و x��Ry آنگاه [x] ̸= [y] اگر که کردیم ثابت قبل جلسه ی زیرا

[x] ∩ [y] = ∅

داریم x ∈ X هر برای بنابراین است؛ انعکاسͬ R پس است هم ارزی رابطه ی ͷی R آنکه دلیل به همچنین

x ∈ [x]

پس

∀x ∈ X [x] ̸= ∅
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از ͬ توان م مثلا کرد. استفاده مجموعه ͷی کردن افراز برای ͬ توان م هم ارزی رابطه ی از که دیدیم بالا قضیه ی در

کرد. دسته بندی قد اساس بر را کلاس دانشجویان و کرد استفاده است هم ارزی رابطه ی ͷی که بودن، همقد رابطه ی

ͬ شود. م ناشͬ هم ارزی رابطه  ͷی از ریاضͬ، در دسته بندی ای هر یعنͬ است. درست نیز گفته این عکس بر

کنیم: تعریف را زیر رابطه ی ͬ توانیم م X روی باشیم. Xداشته مجموعه ی اعضای از دسته بندی ͷی کنید فرض

را گفته همین زیر قضیه ی در باشند. داشته قرار دسته  ͷی در دو هر هرگاه ͬ گیریم م رابطه در هم با را عنصر دو

کرده ایم. بیان ͬ وار ریاض

R (یͺتای) هم ارزی رابطه ی ͷی آنگاه باشد. X مجموعه ی برای افرازی A ⊆ P (X) کنید فرض .١۴٨ قضیه

که ͬ شود م یافت چنان X روی

X/R = A

.X مجموعه ی اعضای از دسته بندی ͷی یعنͬ X؛ برای A افرازِ داشته ها: اثبات.

هدف:

که طوری به X روی R رابطه ی ͷی کردن پیدا

X/R = A

کنیم: تعریف زیر صورت به را R رابطه ی بیایید

xRy ⇐⇒

باشند هم دسته یعنͬ باشند؛ شده واقع A افراز در یͺسان مجموعه ی ͷی در دو هر y و x ⇐⇒

∃A ∈ A x, y ∈ A

کنیم. ثابت ͬ خواهیم م را چیزهایی چه که بپرسیم خودمان از بیایید نخست

که کنیم ثابت باید

است. هم ارزی رابطه ی ͷی بالا در R رابطه ی .١

X/R = A .٢

است. انعکاسͬ R که ͬ کنیم م ثابت نخست اول. قسمت اثبات

A ∈ Aپس .x ∈
∪
A که ͬ دانیم م

∪
A = X که آنجا از آنگاه باشد. دلخواهͬ عنصر x ∈ X کنید فرض

است. انعکاسͬ R پس xRx یعنͬ x ∈ A و x ∈ A پس .x ∈ A که طوری به است موجود

است. تقارنͬ R که ͬ کنیم م ثابت دوم

آنگاه xRy کنید فرض

∃A ∈ A x, y ∈ A
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دیͽر بیان به

∃A ∈ A y, x ∈ A

است. تقارنͬ R پس yRx پس

دارد. نیز تعدی R که ͬ کنیم م ثابت سوم

B ∈ A مجموعه ی و x, y ∈ A که طوری به است موجود A ∈ A مجموعه ی پس .yRz و xRy کنید فرض

داریم پس y, z ∈ B که طوری به است موجود

y ∈ A ∩B

که دیدیم بالا در .A ∩B = ∅ آنگاه A ̸= B اگر است افراز ͷی A که آنجا از

A ∩B ̸= ∅

.xRz یعنͬ .x, z ∈ A = B پس A = B بنابراین

حͺم: دوم̧ قسمت اثبات

X/R = A

.A ⊆ X/R که ͬ کنیم م ثابت نخست هستند. مجموعه ها از مجموعه هائͬ A هم و X/R هم که کنید توجه

که ͬ دانیم م A ∈ A کنید فرض

X/R = {[x]|x ∈ X}

تعریف (طبق است ناتهͬ A که کنید توجه .A = [x٠] که است موجود چنان x٠ ∈ X که کنیم ثابت است کافͬ

که ͬ کنیم م ادعا باشد. A از باشد دلخواه عضو ͷی x٠ کنید فرض افراز).

[x٠] = A.

داریم

[x٠] = {y|yRx٠} = {y|y, x٠ ∈ A} = {y|y ∈ A} = A

که کردیم ثابت اینجا تا

A ⊆ X/R

.X/R ⊆ A (∗) اینکه اثبات

با مشابه طور به (.X =
∪
A زیرا x٠؛ ∈ A که است موجود A ∈ A که ͬ دانیم م .[x٠] ∈ X/R کنید فرض

پس .[x٠] = A که کنید ثابت بالا

[x٠] ∈ A

که کردیم ثابت بنابراین

X/R ⊆ A (∗∗)
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.X/R = A داریم (∗∗) و (∗) به بنا پس

ͬ شود. م نتیجه بعد قضیه ی از یادشده هم ارزی رابطه ی یͺتائͯ

متشͺل Mمجموعه ای که کنید دقت Xباشد. مجموعه ی روی هم ارزی روابط تمام Mمجموعه ی کنید فرض

Xباشد. مجموعه ی افرازهای تمام Nمجموعه ی کنید فرض نیز است). مجموعه ͷی رابطه  (هر مجموعه هاست از

صورت به را f تابع ͷیN Mبه از است. X زیرمجموعه های از مجموعه ͷی خودش افراز هر که کنید دقت باز

تابعͬ f تابع که ͬ گوید م ما به واقع در ١۴٨ قضیه ی .f(R) = X/R آنگاه R ∈ M اگر کنید: تعریف زیر

به هست. نیز ͷبه ی ͷی f که کرده ام ثابت زیر در ͬ شود. م ناشͬ هم ارزی رابطه ی ͷی از افرازی هر یعنͬ پوشاست؛

تولید افرازهای اگر دیͽر بیان به بͺنند. ایجاد یͺسان افراز ͷی ͬ توانند نم متفاوت، هم ارزی رابطه ی دو دیͽر، بیان

هستند. ͬͺی هم با رابطه دو آن شوند، یͺسان هم با هم ارزی رابطه ی دو از شده

اگر باشند. X مجموعه روی هم ارزی رابطه دو S و R کنید فرض .١۴٩ قضیه

X/R = X/S

آنگاه

R = S.

آنگاه X/R = X/S اگر دیͽر بیان به

∀x, y ∈ X (xRy ↔ xsy).

و باشند ارزی هم رابطه دو S و R کنید فرض اثبات.

X/R = X/S

.(x٠, y٠) ∈ S که است این دادن نشان هدفمان (x٠, y٠) ∈ R کنید فرض

.x٠ R y٠ که گیریم مͬ نتیجه (x٠, y٠) ∈ R اینکه از

[x٠]R = [y٠]R : که ͬ گیریم م نتیجه هم ارزی رابطه ی ͷی R که این به بنا x٠ R y٠ که آنجا از

[x٠]R = [y٠]R = [z٠]S طوریͺه به است موجود z٠ عنصر که ͬ گیریم م نتیجه X/R = X/S که آنجا از

x٠ ∈ [z٠]S پس x٠ ∈ [x٠]R که دانیم مͬ

y٠ ∈ [z٠]S مشابه طور به
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x٠ S z٠ S y٠ پس

داریم: S رابطه تعدی به بنا حال

x٠ S y٠

است. مشابه کاملا́ طور به S ⊆ R که این اثبات .R ⊆ S که شد ثابت پس .(x٠, y٠) ∈ S پس

رسید: پایان به اینجا در زیر مهم قضیه ی اثبات پس

دارد. وجود ͷی به ͷی تناظر ͷی آن، روی هم ارزی روابط و مجموعه  ͷی افرازهای میان .١۵٠ قضیه

این قضیه ی حͺم .X/R = A طوریͺه به است Rموجود ارزی هم رابطه آنگاه باشد، افراز ͷیA اگر که گفتیم

هستند: اثبات نوع دو دارای عموماً احͺام نوع این دارد. را ویژگͬ فلان که است موجود هم ارزی رابطه ی ͷی که است

است، موجود هستیم آن پی  در موجودی آن که ͬ کنیم م ثابت تنها وجودی، اثبات در ساختͬ. اثبات و وجودی، اثبات

ͬ کنیم. م پیدا دقیق طور به را نظر مورد موجود ساختͬ، اثبات در کنیم. مشخص را موجود آن دقیقاً نتوانیم شاید ولͬ

وجودی؟ یا بود ساختͬ آمد، فوق حͺم برای که اثباتͬ شما، نظر به

هم ارزی رابطه ی ͷی از استفاده با نخست را مجموعه ͷی اعضای که ͬ آید م پیش بسیار ریاضیات در .١۵١ توجه

بین آنگاه ͬ کنیم). م انتخاب را دسته  آن نماینده ی اسم  (مثلا́ ͬ گذاریم م اسم ͷی دسته هر روی سپس ͬ کنیم. م افراز

کرد: تقسیم دسته سه به ٣ به باقیمانده حسب بر ͬ توان م را صحیح اعداد مثال، برای ͬ کنیم. م تعریف روابطͬ دسته ها

Z٣ = {[٠], [١], [٢]} ∗

نوشت: ͬ توان م هم زیر صورت به که است معلوم

Z٣ = {[٩], [٣١], [٢۶]}. ∗ ∗

کرد: تعریف «جمع» دسته ها این بین ͬ توان م حال

[a] + [b] = [a+ b]

حاصل بͽیریم، صورت∗∗ به یا صورت∗ به را Z٣ اگر آیا بنویسید. دوبه دو را Z٣ اعضای حاصل جمع .٩۶ تمرین

ͬ شود؟ م متفاوت اعضایش جمع
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١٠ فصل

توابع

داد مͺتب به پسر پادشاهͬ

نهاد کنار بر سیمینْش لوح

زر به نبشته او لوح سر بر

پدر مهر ز به استاد جور

سعدی

مقدمه ١٠ . ١

آنها پایه ی بر را ریاضͬ مفاهیم تمام که بناست که گفتیم و شدیم آشنا مجموعه ها نظریه ی اصول با درس اینجای تا

رابطه مفهوم سپس دادیم؛ شرح مجموعه ها نظریه ی قوانین با مطابق را طبیعͬ اعداد مفهوم راستا، این در کنیم. بیان

روابط از استفاده با چͽونه که دیدیم و پرداختیم هم ارزی روابط به ویژه طور به روابط، میان در و کردیم تعریف را

هم ارزی رابطه ی ͷی از استفاده با را صحیح اعداد مجموعه ی مثلا́ آورد. دست به تازه مجموعه های ͬ توان م هم ارزی

کردیم. تعریف

مجموعه ها، نظریه ی قوانین اساس بر تابع، تعریف برای است. تابع مفهوم ریاضیات، در دیͽر بنیادین مفهوم ͷی

است. رابطه نوع ͷی تابع هر زیرا نداریم؛ چندانͬ مشͺل

هرگاه ͬ خوانیم م تابع ͷی را R رابطه ی باشد. Y به X مجموعه از رابطه ͷی R کنید فرض .١۵٢ تعریف

∀x ∈ X ∀y١, y٢ ∈ Y (xRy١ ∧ xRy٢ → y١ = y٢)

چنین ͬ توان م یا دارد. خروجͬ ͷی تنها مشخص، ورودی ͷی ازای به که است ماشین ͷی تابع هر واقع در

نام ͷی X مجموعه ی اعضای از ͷی هر به Y به X از تابع̧ ͷی است. نام گذاری برای روشͬ تابع، ͷی که پنداشت

مͬ استفاده ..., g, f مانند نمادهایی از توابع دادن نشان برای است. Y مجموعه ی اعضای از ͬͺی نام این که ͬ دهد م

١٠٩



نویسیم مͬ باشند، (x, y) ∈ f و تابع ͷی f رابطه اگر مثلا کنیم.

f : X → Y

x 7→ y

دیͽر، بیان به Γ(f) = R ͬ نویسیم: م باشد، R رابطه با متناظر تابع ͷی f اگر کنید. توجه بالا پیͺانهای تفاوت به

است: زیر مجموعه ی ͬ خوانیم، م «f تابع «گراف را آن که Γ(f)

Γ(f) = {(x, f(x))|x ∈ X}

f اگر یعنͬ است؛ تمام تابع ͷی f که است این منظورمان است، تابع f گوییم مͬ وقتͬ بعد به این از .١۵٣ توجه

.DomR = X آنگاه باشد، آمده R رابطه از

:f تصویرِ مجموعه ی را زیر مجموعه و خوانیم مͬ f دامنه را X آنگاه باشد، تابع ͷی f : X → Y اگر

{f(x)|x ∈ X}

آنگاه باشد، تابع f : X → Y اگر گفتیم آنچه بر بنا .١۵۴ توجه

∀x ∈ X ∃!y ∈ Y f(x) = y.

توابع از مثالهایی

است: تابع ͷی زیر عمل .X روی ارزی هم رابطه ͷی R و باشد مجموعه ͷی X کنید فرض .١۵۵ مثال

f : X → X/R

x 7→ [x]R

به P (X) از تابع ͷی زیر عمل باشد. زیرمجموعه ͷی B ⊆ X و باشد مجموعه ͷی X کنید فرض .١۵۶ مثال

: است P (X)

f : P (X)→ P (X)

A 7→ A ∪B

ͬ برد. م x+ y به را (x, y) هر N به N٢ از جمع تابع .١۵٧ مثال

است: تابع ͷی زیر عمل .A ⊆ X و باشد مجموعه ͷی X کنید فرض .١۵٨ مثال

f : A→ X

x 7→ x

١١٠



نشان idX با را آن و خوانیم مͬ همانͬ را f تابع آنگاه A = X اگر مثال این در ͬ خوانیم. م شمول تابع را بالا تابع

ͬ دهیم. م

idX : X → X

x 7→ x

در زیر ضابطه ی با P (X) به P (X)×P (X) از را f تابع باشد. ناتهͬ مجموعه ی ͷی X کنید فرض .١۵٩ مثال

بͽیرید: نظر

f : P (X)× P (X)→ P (X)

(A,B) 7→ A ∪B

است: تابع ͷی زیر عمل باشد. ثابتͬ عنصر b ∈ Y و باشند مجموعه دو Y و X کنید فرض .١۶٠ مثال

f : X → Y

x 7→ b.

ͬ شود. م گفته ثابت تابع ͷی بالا، تابع به

بͽیرید: نظر در را زیر عمل باشند. مجموعه دو X,Y کنید فرض .١۶١ مثال

πX : X × Y → X

(x, y) 7→ x

ͬ شود. م گفته اول مؤلفه ی روی تصویر تابع بدان که است تابع ͷی بالا عمل

تابع مشابه طور به

πy : (X, Y )→ Y

(x, y) 7→ y

ͬ خوانیم. م دوم مؤلفه ی روی تصویر تابع را آن که ͬ شود م تعریف

که دهید نشان باشد. دلخواه مجموعه ی ͷی D ⊆ X × Y کنید فرض .٩٧ تمرین

πX(D) = {x ∈ X|∃y ∈ Y (x, y) ∈ D}.

١١١



پوشا و ͷی به ͷی توابع

.١۶٢ تعریف

هرگاه خوانیم مͬ ͷی به ͷی را f : X → Y تابع •

∀x١, x٢ ∈ X
(
f(x١) = f(x٢)→ x١ = x٢

)
دیͽر بیان به

∀x١, x٢ ∈ X
(
x١ ̸= x٢ → f(x١) ̸= f(x٢)

)
یعنͬ بپوشاند؛ را مقصد مجموعه ی تمام هرگاه خوانیم مͬ پوشا را f : X → Y تابع •

∀y ∈ Y ∃x ∈ X f(x) = y

آینده فصل تعاریف بسیاری ایده ی متناهͬ، مجموعه های روی پوشا و ͷی به ͷی توابع درباره ی زیر، مشاهده ی

است.

باشد. تابع ͷی f : X → Y و باشند متناهͬ مجموعه ی دو X,Y که کنید فرض .١۶٣ مشاهده

است. X اعضای تعداد با مساوی یا از بیشتر Y اعضای تعداد آنگاه باشد، ͷی به ͷی f اگر .١

است. Y اعضای تعداد با مساوی یا از بزرگتر X اعضای تعداد آنگاه باشد، پوشا f اگر .٢

است. برابر X,Y اعضای تعداد آنگاه باشد، پوشا و ͷی به ͷی f اگر .٣

است ͷی به ͷی f آنگاه باشد، تابع ͷی f : X → Y و باشد برابر Y اعضای تعداد Xبا اعضای تعداد اگر .۴

باشد. پوشا اگروتنهااگر

پوشاست؟ تابع این آیا است؟ ͷی به ͷی کلͬ حالت در ١۵۵ مثال تابع آیا .٩٨ تمرین

B = ∅ اگر تنها و اگر باشد پوشا اگر تنها و اگر است ͷی به ͷی ١۵۶ مثال تابع که دهید نشان .١۶۴ مثال

شما عهده ی به نیز را اثبات بقیه ی .B = ∅ اگر تنها و اگر است ͷی به ͷی ٢ مثال در f تابع دهیم مͬ نشان اثبات.

ͬ گذارم. م

داریم: .A١ ̸= A٢ که طوری به است A١, A٢ مجموعه ي زیر دو حداقل دارای B آنگاه B ̸= ∅ اگر

f(A١) = f(A٢) = B

نیست. ͷی به ͷی f پس

داریم A ∈ X هر برای آنگاه B = ∅ اگر

f(A) = A

است. ͷی به ͷی f که است واضح

١١٢



است؟ پوشا تابع این آیا است؟ ͷی به ͷی طبیعͬ اعداد جمع تابع آیا .٩٩ تمرین

کنید. بررسͬ را ١۵٩ مثال تابع بودن پوشا یا ͷی به ͷی .١۶۵ مثال

از باید آنگاه باشد ͷی به ͷی f اگر اثبات.

f(A١, B١) = f(A٢, B٢)

که شود نتیجه

(A١, B١) = (A٢, B٢)

از یعنͬ

A١ ∪B١ = A٢ ∪B٢

A١ = A٢, B١ = B٢ که شود نتیجه باید

نیست. ͷی به ͷی تابع این پس .(A١, ∅) ̸= (∅, A١) ولͬ .f(A١, ∅) = f(∅, A١) داریم: .A١ ̸= ∅ کنید فرض

A,B ∈ P (X) مجموعه  های باید تابع، بودن پوشا اثبات برای .Y ∈ P (X) کنید فرض پوشاست. قبل مثال تابع

.f(A,B) = Y که کنیم پیدا طوری را

Y ∪ ∅ = f(Y, ∅) = Y که است واضح

کنید. بررسͬ را ١۶١ مثال توابع بودن پوشا و ͷی به ͷی .١٠٠ تمرین

.١۶۶ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف باشد. دلخواه زیرمجموعه ی ͷی A ⊆ X و باشد تابع ͷی f : X → Y کنید فرض •

f(A) = {f(x)|x ∈ A}

ͬ کنیم: م تعریف B؛ ⊆ Y کنید فرض •

f−١(B) = {x ∈ X|f(x) ∈ B}

برای اگروتنهااگر است ͷی به ͷی و f(X)؛ = Y اگروتنهااگر پوشاست f : X → Y تابع بالا، تعریف به بنا

باشد. تک عضوی مجموعه ی ͷی f−١({y}) مجموعه ی y ∈ Y هر

نشود. ابهام این موجب f−١ نماد است. وارون دارای f که نکرده ایم ادعا .١۶٧ توجه

.A ⊆ f−١(f(A)) که دهید نشان .١۶٨ توجه

١١٣



: ها فرض

f : X → Y

و است تابع

A ⊆ X.

که کنیم ثابت باید A ⊆ f−١(f(A)) کنیم ثابت آنکه برای

∀x ∈ X
(
x ∈ A→ x ∈ f−١(f(A))

)
کنیم ثابت باید باشد دلخواهͬ عنصر x٠ ∈ A کنیم مͬ فرض

x٠ ∈ f−١(f(A))

که کنیم ثابت باید منظور این برای f−١ تعریفِ طبق و

f(x٠) ∈ f(A)

.x٠ ∈ A زیرا است واضح f تعریفِ طبق این و

(f(A))١−f؟ ⊆ A لزوماً آیا .٧ سوال

که ͬ دانیم م

x٠ ∈ f−١(f(A))⇔ f(x٠) ∈ f(A)

کنید فرض نیست. برقرار لزوماً  شده بیان عبارت که داده ایم نشان زیر مثال در

X = {١, ٢, ٣, ۴}

تابع و

f : X → X

کنید فرض .f(x) = ١ باشیم داشته x ∈ X هر برای که بͽیرید نظر در چنان را

A = {١, ٢}.

داریم

f(A) = {١}

f−١(f(A)) = {١, ٢, ٣, ۴}.

اگر تنها و اگر است ͷی به ͷی f : X → Y تابع که دهید نشان .١۶٩ مثال

∀A,B ⊆ X f(A−B) = f(A)− f(B).
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دهیم نشان باید باشند. X از دلخواه مجموعه دو A٠, B٠ و باشد ͷی به ͷی f : X → Y کنیم فرض اثبات.

f(A٠ −B٠) = f(A٠)− f(B٠)

که دهیم نشان باید پس

f(A٠ −B٠) ⊆ f(A٠)− f(B٠)

و

f(A٠)− f(B٠) ⊆ f(A٠ −B٠)

اول: عبارت اثبات

.f(x٠) = y٠ که است موجود چنان x٠ ∈ A٠ −B٠ بنابراین y٠ ∈ f(A٠ −B٠) کنیم مͬ فرض

f(x٠) ∈ f(A٠) داریم x٠ ∈ A٠ که ازآنجا

f(x٠) /∈ f(B٠) کنیم مͬ ادعا x٠ /∈ B٠ که آنجا از

f تابع که آنجا از f(x′٠) = f(x٠) طوریͺه به است موجود x′٠ ∈ B٠ آنگاه f(x٠) ∈ f(B٠) اگر : ادعا اثبات

است ͷی به ͷی

x٠ = x′٠ ∈ B٠

عبارت اثبات .f(x٠) ∈ f(A٠) − f(B٠) پس .f(x٠) ̸∈ f(B٠) پس دارد. تناقض x٠ /∈ B٠ فرض با این و

شما. عهده ی به مسأله این عکس قسمت اثبات و دوم

داریم است،  دامنه از زیرمجموعه ای که A هر برای آنگاه باشد ͷی به ͷی f تابع اگر که دهید نشان .١٠١ تمرین

f−١(f(A)) = A

.f(f−١(B)) ⊆ B دهید نشان B ⊆ Y و باشد تابع ͷی f : X → Y کنید فرض .١٠٢ تمرین

f(f−١(B)) = B آنگاه باشد پوشا f اگر دهید نشان .١٠٣ تمرین

که دهید نشان باشد. دلخواه تابع ͷی f : X → Y کنید فرض .١٠۴ تمرین

A ⊆ B ⊆ X ⇒ f(A) ⊆ f(B)

C ⊆ D ⇒ f−١(C) ⊆ f−١(D)

f−١(Dc) = (f−١(D))c

f−١(C ∪D) = f−١(C) ∪ f−١(D)

f−١(C ∩D) = f−١(C) ∩ f−١(D)

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)

١١۵



پوشا و ͷی به ͷی توابع از عمیق تری تحلیل ١٠ . ٢

کنیم: آغاز زیر تمرین با را بحث بͽذارید

است. Xموجود به Y از پوشا تابعͬ آنگاه باشد موجود Y Xبه از ͷی به ͷی تابعͬ اگر که دهید نشان .١٠۵ تمرین

پوشای تابع̧ ͷی باشد، ͷی به ͷی f : X → Y اگر کنید: دقیق تر زیر صورت به را قبل تمرین .١٠۶ تمرین

که ͬ شود م پیدا چنان g : Y → X

∀x ∈ X g(f(x)) = x.

یͺتاست؟ g تابع̧ آیا

است. موجود X به Y از ͷی به ͷی تابع ͷی آنگاه باشد موجود پوشا تابع ͷی Y به X از اگر .١٧٠ قضیه

کنید. تعریف زیر صورت به را g : Y → X تابع اثبات.

دهید: قرار .y٠ ∈ Y کنید فرض

Ay٠ = {x ∈ X|f(x) = y٠}

g(y٠) را آن و برداریم را آنها از ͬͺی است کافͬ ͬ برد. م y٠ به را آنها f که است شده تشͺیل عناصری Ay٠از واقع در

نیست! راحتͬ همین به کار این اما کنیم. تعریف

Ay در عنصری به را y عنصرِ هر ͬ خواهیم م ما ͬ شود. م پیدا Ay متفاوتِ مجموعه های مختلف های y برای

تا دهیم انجام باید چͽونه را کار این اما (چرا؟) است ͷی به ͷی حاصل تابع بشویم، کار این به موفق اگر ببریم.

شود؟! تابع ͷی حاصل

بͽیرید: نظر در را مجموعه ها از زیر نامتناهͬ خانواده ی ͬ آید. م ما یاری به انتخاب اصل که اینجاست

{Ay}y∈Y

داریم y٠ هر برای که طوری به است موجود
∪
{Ay}y∈Y به Y از g انتخابِ تابع ͷی انتخاب اصل به بنا

g(y٠) ∈ Ay٠ .

سراغمان به آنجا و جا این همچنان اصل این کرد. خواهم صحبت مفصل تر هم باز بعداً انتخاب، اصل درباره ی

کوتاهͬ توضیح دوباره ی بͽذارید پس کردیم. احساس را اصل این به نیاز خاص، طور به بالا، قضیه ی در ͬ آید! م

بدهم. آن درباره ی
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نمایش Πi∈IAi نماد با را خانواده این حاصلضرب باشد. مجموعه ها از خانواده ای {Ai}i∈I کنید فرض

ͬ دهیم. م

Πi∈IAi = {(xi)i∈I |xi ∈ Ai}

است. ∪Ai به I از تابعͬ Πi∈IAi از عنصر هر دیͽر بیان به

a١∈A١
١

a٢∈A٢
٢

a٣∈A٣
٣ . . .

ai∈Ai

i

آنگاه باشد ناتهͬ مجموعه های از خانواده ای {Ai}i∈I اگر

Πi∈IAi ̸= ∅

ͷی آنها از ͷی هر از که است موجود تابعͬ باشد، مجموعه ها از ناتهͬ خانواده ای {Ai}i∈I اگر دیͽر بیان به

ͬ دارد. م بر عنصر

∃f : I →
∪
i∈I

Ai

∀i ∈ I f(i) ∈ Ai

ͬ گفتم م خود با است. اصل ͷی انتخاب، اصل چرا که ͬ شدم نم متوجه هرگز دانشͽاه، اول سال در .١٠٧ تمرین

از گردایه ای {Xi}i∈I کنیم فرض بود: این من اثبات نیست. اصل پس کرد، ثابت ͬ توان م را انتخاب اصل که

داریم باشد. ناتهͬ مجموعه های

∀i ∈ I Xi ̸= ∅

کنیم فرض پس

∀i xi ∈ Xi

است؟ بوده چه من استدلال اشͺال شما، نظر به !(xi)i∈I ∈
∏

i∈I Xi پس

g : Y → X تابع آنگاه باشد، پوشا f : X → Y اگر که کنید دقیق صورت بدین را قبل قضیه ی .١٠٨ تمرین

یͺتاست؟ g تابع آیا .f(g(y)) = y داریم y ∈ Y هر برای که ͬ شود م پیدا چنان

در «دوسوئͬ»  نام علت ͬ شود. م گفته دوسوئͬ تابع ͷی یا ͷی به ͷی تناظر ͷی پوشا، و ͷی به ͷی تابع̧ ͷی به

است. شده روشن زیر قضیه ی

که است موجود چنان g : Y → X یͺتای تابع آنگاه باشد، پوشا و ͷی به ͷی f : X → Y تابع اگر .١٧١ قضیه

∀x ∈ X g ◦ f(x) = x
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و

∀y ∈ Y f ◦ g(y) = y.

ͬ دهیم. م نمایش f−١ با و ͬ خوانیم م f وارون تابع را بالا قضیه ی در g تابع .١٧٢ توجه

تعریف رو پیش صورت به را g : Y → X عمل باشد. پوشا و ͷی به ͷی f : X → Y کنیم فرض اثبات.

که است موجود چنان x٠ ∈ X عنصر پوشاست، f که آنجا از بͽیرید. نظر در را y٠ ∈ Y دلخواه عنصر ͬ کنیم: م
١ کرده ایم: تعریف زیر عبارت با برابر را g(y٠) دقیقتر، بیان به .g(y٠) = x٠ کنیم: مͬ تعریف .f(x٠) = y٠

f(x٠) = y٠ که ای x٠ عنصر تنها

که کنید توجه

Dom(g) = Y .١

است. X به Y از تابع ͷی g .٢

.g(y١) = g(y٢) آنگاه y١ = y٢ هرگاه که دهیم نشان باید دوم مورد اثبات برای

f که آنجا از . f(x١) = f(x٢) که ͬ شود م نتیجه y١ = y٢ فرض از .y٢ = f(x٢) و y١ = f(x١) کنید فرض

.g(y١) = g(y٢) پس .x١ = x٢ داریم است ͷی به ͷی

پوشاست. و ͷی به ͷی g دهید نشان .١٠٩ تمرین

که ͬ پردازیم م این اثبات به حال

∀x ∈ X g ◦ f(x) = x

داریم تعریف طبق y٠ = f(x٠) اگر باشد. دلخواهͬ عنصر x٠ ∈ X کنید فرض

g(y٠) = x٠

یعنͬ

g ◦ f(x٠) = x٠

که را این اثبات

∀y ∈ Y f ◦ g(y) = idY

کرده ام. رها تمرین عنوان به

و f ◦ g١(y) = IdY که باشند گونه ای به g٢ : Y → X و g١ : Y → X کنید فرض یͺتایی. اثبات

خیر. یا است شده استفاده انتخاب اصل از تعریف این در آیا که کنید بررسͬ که است این خوب تمرین ͷ١ی
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منظور این برای .g١ = g٢ که کنیم ثابت باید .g٢ ◦ f(x) = IdX و f ◦ g٢(y) = IdY و g١ ◦ f(x) = IdX

ͬ دهیم: م نشان باید

∀y ∈ Y g١(y) = g٢(y).

که دهیم نشان باید باشد. دلخواه عنصری y٠ ∈ Y کنید فرض

g١(y٠) = g٢(y٠)

که است موجود چنان x٠ ∈ X عنصر پوشاست، f که آنجا از

f(x٠) = y٠

داریم:

g١(y٠) = g١
(
f(x٠)

)
داریم: g١ ◦ f(x) = IdX فرض به بنا

g١(y٠) = g١
(
f(x٠)

)
= x٠

داریم: g٢ ◦ f(x) = IdX فرض به بنا و

g٢(y٠) = g٢
(
f(x٠)

)
= x٠

.g١(y٠) = g٢(y٠) پس

وجود قضیه در شده ذکر ويژگͬ با g تابع اگر یعنͬ است؛ برقرار نیز بالا قضیه ی عکس که دهید نشان .١١٠ تمرین

پوشا. هم و است ͷی به ͷی هم f آنگاه باشد، داشته

افرازهای همه ی Aمجموعه ی کنید فرض Xباشد. مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷیR کنید فرض .١١١ تمرین

زیر صورت به را f : A → E تابع̧ .X روی هم ارزی روابط همه ی مجموعه ی E و باشد X مجموعه ی از ممͺن

کنید: تعریف

f(R) = X/R

پوشاست. و ͷی به ͷی f تابع که دهید نشان
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١١ فصل

نامتناهͬ و متناهͬ

چند به تا تعلّل ساغر گردش در ساقیا

بایدش تسلسل افتد عاشقان با چون دور

حافظ

مقدمه ١١ . ١

به ریاضیات، از ما فهم گنگ قسمتهای بسیاری در است. نامتناهͬ مفهوم بشری، علم در ابهام برانگیز مفاهیم از ͬͺی

داد: پاسخ زیر سوالهای به ͬ توان نم ریاضیات از بهتر علمͬ، هیچ در حال، این با است. میان در نامتناهͬ پای نحوی

چیست؟ نامتناهͬ .١

است؟ متناهͬ چیز همه یا دارد وجود نامتناهͬ آیا .٢

هم اندازه اند؟ ͬ ها نامتناه همه ی آیا دارد، وجود نامتناهͬ اگر .٣

دریابیم. ͬͺنی به را سوالها این پاسخ است قرار بخش این در

بͽیرید: نظر در را زیر مجموعه ی دو

A = حسین} حسن، {علͬ،

و

B = {٠, ١, ٢}

نظر به طور این واقع در برابرند. هم با «اندازه »  نظر از ولͬ ͬ رسند م نظر به متفاوت خیلͬ ظاهر به ایندو که این با

و را٠ علͬ اگر یعنͬ ͬ رسیم؛ م پائین مجموعه ی از کپی ͷی به کنیم، عوض بالا مجموعه ی در را نامها اگر که ͬ آید م
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مجموعه  دو این که ͬ گوئيم م موقع این در اصطلاحاً ͬ رسیم. م پائین مجموعه ی به بنامیم، ٢ را حسین و ١ را حسن

که طوری به باشد B به A از تابع ͷی f کنید فرض کنیم. بیان دقیقتر را نکته همین بیائيد هستند. همتوان

f(ͬعل) = ٠, f(حسن) = ١, f(حسین) = ٢

است. نام» «تغییر تابع ͷی تابع، این واقع در هم پوشا. و است ͷی به ͷی هم f تابع

X از پوشا و ͷی به ͷی تابعͬ هرگاه ͬ خوانیم م هم اندازه ) (یا همتوان را X,Y دلخواه˼ مجموعه ی دو .١٧٣ تعریف

باشد. موجود Y به

ͬ نویسیم: م باشند، همتوان X,Y مجموعه ی دو اگر

X ∼= Y

ͬ نویسیم: م نیز گاهͬ

card(X) = card(Y ).

است. Y عضو ͷی با تناظر در X عضو هر یعنͬ دارند؛ قرار ͷی به ͷی تناظر در X, Y اعضای ͬ گوییم م نیز گاهͬ

ͬ شود: م معلوم متناهͬ مجموعه های تکلیف تفاسیر، این با

.١٧۴ تعریف

باشد؛ n = {٠, ١, . . . , n − ١} مجموعه ی با همتوان هرگاه است عضو n دارای X مجموعه ی ͬ گوئیم م .١

باشد. موجود X و n بین پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی یعنͬ

باشد. همتوان n Xبا که طوری به باشد موجود n ∈ N عددِ ͷی هرگاه است Xمتناهͬ مجموعه ی ͬ گوئيم م .٢

دارای X مجموعه ی که طوری به باشد موجود n ∈ N عدد ͷی هرگاه است متناهͬ X مجموعه ی واقع در

باشد. عضو n

.١١٢ تمرین

است. متناهͬ نیز A از زیرمجموعه  هر آنگاه باشد، متناهͬ A اگر که دهید نشان .١

نیست: دشواری کار نامتناهͬ تعریف دانسته اید، را متناهͬ معنای که حال

نباشد. متناهͬ هرگاه ͬ خوانیم م نامتناهͬ را X مجموعه ی .١٧۵ تعریف

پیدا نیز نامتناهͬ مجموعه ای مجموعه ها، نظریه ی از جهان ͷی در آیا که است این ͬ رسد م ذهن به که سوالͬ اولین

نخست بیایید نیست. ممͺن نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل از استفاده بدون گفته، این اثبات که شͽفتا ͬ شود؟  م

کنیم: دقیق را گفته این

ͷی استقرائͬ مجموعه ی وجود اصل به بنا که گفتیم شدید. آشنا طبیعͬ اعداد مفهوم با پیشین درسهای در

را آن که است موجود نیز استقرائͬ مجموعه ی کوچͺترین که کردیم ثابت است. موجود استقرائͬ مجموعه ی

زیر اعضای دارای طبیعͬ اعداد مجموعه ی ١ دیͽر بیان به دهیم. مͬ نشان N با و ͬ خوانیم م طبیعͬ اعداد مجموعه ی

خوش بنیاد! جهان ͷی ١در
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است:

٠ = ∅

١ = {٠}
...

n = {٠, . . . , n− ١}
...

تناظر در ͬ ای متناه مجموعه ی هیچ با طبیعͬ اعداد مجموعه ی که داد نشان ͬ توان م استقراء) ͷکم با (و راحتͬ به اما

دیͽر: بیان به نیست. ͷی به ͷی

است. نامتناهͬ طبیعͬ اعداد مجموعه ی .١٧۶ قضیه

مجموعه ای ͬ گوید م که اصلͬ است: اصل ͷی مجموعه ها نظریه ی در دارد وجود نامتناهͬ مجموعه ای که این پس

است. نامتناهͬ و متناهͬ بحث فلسفͬ چالش اولین این دارد. وجود استقرائͬ

نامتناهͬ، یا باشد متناهͬ هستͬ جهان که این یا باشد، داشته وجود نامتناهͬ مجموعه ای که این که کنید دقت

که استوارند این بر ٢ علیت، برهان مانند فلسفͬ، براهین از بسیاری دارد. ما زندگͬ روش و ایدئولوژی بر بزرگͬ تأثیر

ͬ ایستند. م جائͬ در معلولͬ ـ علت  زنجیرهای و است متناهͬ مجموعه ای گیتͬ،

ͷی وجود مجموعه ها، نظریه ی در ͬ کند: نم ما به خاصͬ ͷکم زمینه این در مجموعه ها، نظریه ی که دیدیم

اصل، این پذیرش از پس دید، خواهید درس این ادامه ی در که طور همان اما، است. اصل ͷی نامتناهͬ مجموعه ی

ͬ ها، نامتناه دنیای به پرداختن از پیش ͬ کند. م تصویر ما چشم پیش ͬ ها نامتناه از رنگارنگͬ دنیای مجموعه ها نظریه ی

است. انتخاب اصل پذیرش مستلزم آن پذیرش که پرداخته ام ͬ ها نامتناه درباره ی دیͽر فلسفͬ نکته ی ͷی به

بͽیرید. نظر در طبیعͬ اعداد مجموعه ی از زیرمجموعه ای عنوان به را زوج، اعداد مجموعه ی

E = {٠, ٢, ۴, . . .}

تابع این از استفاده با پس پوشاست. و ͷی به ͷی بالا تابع .f(x) = ٢.x که بͽیرید نظر در را f : N→ E تابع̧

است! N برای دیͽر نام گذاری ͷی تنها E واقع در هستند. هم اندازه E و N مجموعه های که داد نشان ͬ توان م

است این اقلیدسͬ هندسه ی اصول به ورود برای اقلیدس ششم عموم̞ͬ اصل است: این ما دوم فلسفͬ چالش اما

جزئͬ با «هم اندازه» ͬ تواند نم ک͒لّͬ هیچ اقلیدس، نظر از پس، ٣ است». بزرگتر خودش جزء از ک͒ل ͷی «همواره که

ͷی تابع ͷی آنها بین هرگاه ͬ خوانیم م هم اندازه، یعنͬ همتوان، را Y و X مجموعه ی دو که گفتیم باشد. خودش از

با طبیعͬ اعداد مجموعه ی زیرا است: شده رد اقلیدس اصل اینجا در که ͬ آید م نظر به باشد. موجود پوشا و ͷی به

کرده ام درکش من که آنگونه ٢حداقل

کنید: مطالعه را زیر پیوند اقلیدس اصول با شدن آشنا ٣برای

https://www.math.ust.hk/~mabfchen/Math4221/Euclidean20Geometry.pdf
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با نامتناهͬ مجموعه های تمایز وجه بالا نکته ی واقع در ۴ است. هم اندازه زوج) اعداد (مجموعه ی خودش از جزئͬ

است: متناهͬ مجموعه های

باشد. همتوان خودش از زیرمجموعه ای با اگروتنهااگر است نامتناهͬ X مجموعه ی ͷی .١٧٧ قضیه

که کنید توجه است. زوج اعداد مجموعه ی هم اندازه ی که است نامتناهͬ علت این به N مجموعه ی مثلا́

مجموعه دو از طبیعͬ، اعداد مجموعه ی پس است. زوج اعداد مجموعه ی هم اندازه ی هم، فرد اعداد مجموعه ی

است! بودن نامتناهͬ عجایب از این و هستند؛ خودش هم اندازه ی که است شده ساخته

است. جهان ̞ˁک͒ل به شبیه جهان از بخشͬ باشد، نامتناهͬ هستͬ جهان اگر است: فلسفͬ بار دارای نیز بالا قضیه ی

گیتͬ دیͽر جاهای در ما سیاره ی و ما خودِ از ک͒پی نامتناهͬ بسا چه بنابراین دارد! خود به شبیه بخشͬ نیز بخش آن

باشند. جریان در موازی صورت به جهانها این و باشد داشته وجود

کنیم. اثبات را بالا قضیه ی اول بحث، ادامه ی از پیش بیایید

X − مجموعه ی کنید. انتخاب را x٠ ∈ X عنصر باشد. نامتناهͬ X مجموعه ی کنید فرض بالا. قضیه ی اثبات

باشند. شده انتخاب x٠, . . . , xn کنید فرض ͬ کنیم. م انتخاب را x١ ∈ X − {x٠} عنصر پس است. ناتهͬ {x٠}

ͷی بدین سان کرد. انتخاب را xn+١ ∈ X−{x٠, . . . , xn} ͬ توان م پس است ,X−{x٠ناتهͬ . . . , an} دوباره

جسته ایم. بهره  انتخاب اصل از طبیعتاً دنباله، این انتخاب در ۵ کرده ایم. انتخاب X اعضای از {xn}n∈N دنباله ی

هر با متناظر که معنͬ بدین است؛ X مجموعه ی داخل N مجموعه ی از کپی ͷی واقع در بالا، دنباله ی که کنید دقت

دهیم: قرار بیابید پس داریم. xn عنصر ͷی n طبیع̞ͬ عدد

N∗ = {xn}n∈N

نوشت: ͬ توان م پس

X = N∗ ∪ (X − N∗)

E∗ = {x٢n}n∈N مجموعه ی با همتوان N∗ پس است؛ زوج اعداد مجموعه ی با همتوان N که گفتیم همچنین

که است واضح حال است.

X = N∗ ∪ (X − N∗) ∼= E∗ ∪ (X − N∗)

است. همتوان خودش از بخشͬ با X یعنͬ

نیست. همتوان خودش از جزئͬ با ͬ ای متناه مجموعه ی هیچ که دهیم نشان باید قضیه دیͽر سمت اثبات برای

کنید). (بررسͬ کرد ثابت استقراء با ͬ توان م راحتͬ به نیز را این

نداریم؟ را پیش فرض آن ما که است نوشته را خود اصل پیش فرضͬ چه با ۴اقلیدس

مطلب حد از زیاد شدن پیچیده  از جلوگیری تنها نوشتن،  گونه این علت نیست. دقیق نوشته ام اینجا من که صورتͬ به اثبات، البته ۵

قضیه ی را تابعͬ چنین است. انتخاب و استقراء از ترکیبی که است تابع ͷی از استفاده به نیاز حقیقت در است. اول ترم دانشجویان برای

ببینید. را ششم فصل ͬ گذارد. م اختیارمان در بازگشت

١٢٣



مجموعه های و متناهͬ مجموعه های ͬ شوند؛ م تقسیم کلͬ دسته ی دو به مجموعه ها، که فهمیدیم کنون تا

دیدیم بالا در هستند؟ هم هم اندازه ی همه  نامتناهͬ، مجموعه های آیا که است این طبیعͬ سوال ͷی نامتناهͬ.

است. طبیعͬ سوال این پرسیدن پس هستند؛ هم هم اندازه ی E و N که

ثابت ͬ توان م نباشد. همتوان ͬ ای متناه مجموعه ی هیچ با هرگاه است نامتناهͬ مجموعه ی ͷی جمع بندی:

باشد. همتوان خودش از بخشͬ با اگروتنهااگر است نامتناهͬ مجموعه  ͷی که کرد

شمارا مجموعه های ١١ . ٢

به است. نامتناهͬ طبیعͬ اعداد همه ی مجموعه ی ولͬ است؛ متناهͬ مجموعه ی ͷی n طبیع̞ͬ عدد هر که گفتیم

ͬ گوییم: م شمارا باشند، طبیعͬ اعداد مجموعه ی با همتوان که مجموعه هائͬ

۶ .X ∼= N هرگاه ͬ خوانیم م شمارا را X مجموعه ی .١٧٨ تعریف

باشد: داشته عضو طبیعͬ اعداد اندازه ی به هرگاه شماراست X مجموعه ی ͷی پس

|X| = |N|.

میان پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی ͬ بینید م زیر در که گونه همان زیرا شماراست؛ زوج اعداد مجموعه ی مثال عنوان به

دارد: وجود طبیعͬ اعداد مجموعه ی و زوج اعداد مجموعه ی

E ∼= N

٠ ١ ٢ ٣ ۴ …

↓ ↓ ↓ ↓ ↓

٠ ٢ ۴ ۶ ٨ …

است: زیر صورت به بالا تابع ضابطه ی

f : E → N x 7→ ٢.x

زیر صورت به دنباله ͷی توسط بتوان را آن اعضای هرگاه است نامتناهͬ شمارای X مجموعه ی ͷی دیͽر، بیان به

نوشت:

X = {xn}n∈N

نوشت: ͬ توان م که شماراست دلیل بدین پس N مجموعه ی خودِ

N = {n}n∈N.

ͬ گیرند. م شمارا نیز را متناهͬ مجموعه های کتابها، برخͬ در است. نامتناهͬ شمارای شمارا، از منظور کتاب، این ۶در

١٢۴



زیرا شماراست زوج اعداد مجموعه ی همچنین

E = {٢n}n∈N.

دارند! عضو شمارا مجموعه های اندازه ی به حداقل نامتناهͬ، مجموعه ی است گفته این بر تأئیدی زیر، قضیه ی

باشد. نامتناهͬ شمارای زیرمجموعه ی ͷی شامل اگر اگروتنها است نامتناهͬ X دلخواه˼ مجموعه ی .١٧٩ قضیه

در که N∗ مجموعه ی آنگاه باشد،  نامتناهͬ مجموعه ی ͷی X اگر بخوانید. دقت) (به را ١٧٧ قضیه ی اثبات اثبات.

.N∗ ⊆ X و است نامتناهͬ شمارای شد، ساخته یادشده قضیه ی اثبات

نباشد؟ N با همتوان که ͬ شود م پیدا نامتناهͬ مجموعه ای آیا که بپردازیم نکته این بررسͬ به ͬ خواهیم م ادامه، در

نباشد؟ شمارا که ͬ شود م پیدا نامتناهͬ مجموعه ای آیا دیͽر، بیان به

برسیم!). غیرشمارا مجموعه ای به که امید (بدین کنیم بزرگتر را آن N مجموعه ی به اشیائͬ کردن اضافه با بیایید

نامتناهͬ حاصل مجموعه ی که است واضح کنیم. اضافه طبیعͬ اعداد مجموعه ی به دوچرخه ͷی کنید فرض مثلا́

ͬ کنم م ادعا واقع در است! N هم اندازه ی مجموعه این که که هستم مدعͬ من اما است؛ طبیعͬ اعداد شامل زیرا است

که:

N ∪ {®} ∼= N.

نگاه زیر شͺل به کنیم. برقرار یادشده مجموعه های میان ͷی به ͷی تناظر ͷی است کافͬ بالا نوشته ی اثبات برای

کنید:
N ∪ {®} ® ٠ ١ ٢ ٣ …

↓ ↓ ↓ ↓ ↓

N ٠ ١ ٢ ٣ ۴ …

گفته این زیر در ͬ ماند! م باقͬ شمارا همچنان شود، اضافه عنصر ͷی شمارا، مجموعه ی ͷی به اگر بالا، شͺل به بنا

کرده ایم: دقیق تر را

شماراست. هم A ∪ {x} آنگاه .x /∈ A و باشد شمارا مجموعه ی ͷی A کنید فرض .١٨٠ قضیه

داریم شماراست A که آنجا از اثبات.

A ∼= N

یعنͬ

A = {x٠, x١, x٢, . . .}

ͬ نویسیم: م

A ∪ {x} = {x, x٠, x١, x٢, . . .}

١٢۵



کنید. تعریف زیر صورت به را f : N→ A ∪ {x} تابع

f(٠) = x

f(i) = xi−١

پوشاست. و ͷی به ͷی بالا تابع که کنید بررسͬ

است: معروف هیلبرت» «پارادوکس به بالا نکته ی

مسافر ͷی اگر است. پˀر آن اتاقهای همه ی و دارد اتاق طبیعͬ اعداد اندازه ی به که داریم هتل ͷی که کنید فرض

ͷی که بͽوئیم کس هر به که است کافͬ بشود: که ͬ آید م نظر به داد؟ جای هتل در هم را او ͬ شود م آیا بیاید جدید

برداریم عضو ͷی شمارا مجموعه ی ͷی از اگر که اینجاست جالب شود! خالͬ ١ شماره ی اتاق تا برود جلوتر اتاق

ͬ شود: نم کوچͺتر هم

شماراست. هم A− {x} آنگاه x ∈ A و باشد شمارا A اگر .١١٣ تمرین

کنیم: اضافه طبیعͬ اعداد مجموعه ی به عنصر)  متناهͬ تعدادی (یعنͬ عنصر n عنصر، ͷی جای به بیایید حال

شماراست. A ∪ {x٠, . . . , xn} که دهید نشان x٠, . . . , xn /∈ A و شماراست A کنید فرض .١١۴ تمرین

کنیم: کم آن از عنصر n بیایید حال نشد! بزرگتر حاصل مجموعه ی هم باز

شماراست. هم A− {x١, . . . , xn} آنگاه x١, . . . , xn ∈ A و باشد شمارا A اگر .١١۵ تمرین

و دارد جا طبیعͬ اعداد اندازه ی به یادشده هتل کنید فرض ͬ دهیم: م ادامه زیر صورت به را هیلبرت هتل مثال

این در هستند. اتاق نیازمند که ͬ شوند م وارد تازه مسافر طبیعͬ اعداد اندازه ی به حال است. پر آن اتاقهای همه ی

صورت این در برود. ٢n اتاق به است n اتاق در که کس هر که است کافͬ دارد: جا آنها برای هتل هم صورت

کرده ایم: دقیق را گفته این زیر در شوند! آنها وارد ͬ توانند م جدید مسافران و شوند مͬ خالͬ فرد اتاقهای

شماراست. نیز A ∪B آنگاه .A ∩B = ∅ و باشند شمارا مجموعه ی دو B و A کنید فرض .١٨١ قضیه

داریم: باشد. B برای شمارشͬ {yi}i∈N و باشد A برای شمارشͬ {xi}i∈N کنید فرض اثبات.

A ∪B = {x٠, y٠, x١, y١, x٢, y٢, x٣, y٣, . . .}

کنید. تعریف زیر صورت به را f : N→ A ∪B تابع

f(٢i) = xi

f(٢i+ ١) = yi

١٢۶



ͬ شمارد: م زیر صورت به را A ∪B مجموعه ی بالا، تابع که کنید دقت

پوشاست. و ͷی به ͷی f تابع که کنید بررسͬ

رو این از کردیم. متناظر فرد اعداد با را B مجموعه ی و زوج اعداد با را A مجموعه ی بالا مثال در .١٨٢ توجه

شماراست. که فهمیدیم اینجا از و شد متناظر طبیعͬ اعداد مجموعه ی با A ∪B

شماراست. ،Z صحیح، اعداد مجموعه ی .١٨٣ مثال

داریم اثبات.

Z = N ∪ Z−︸︷︷︸
منفͬ صحیح اعداد

که ͬ دانیم م و

N ∩ Z− = ∅

شماراست. Z− که دهیم نشان است کافͬ قبل، مثال به بنا

Z− = {
٠
−١,

١
−٢,

٢
−٣,

٣
−۴, . . .}

بͽیرید: نظر در زیر ضابطه ی با را f : N→ Z− تابع

x
f7→ −x− ١

شماراست. Z = Z− ∪N پس شماراست. Z− پس پوشاست. و ͷی به ͷی بالا تابع

حاصل مجموعه ی اندازه ی کنیم اضافه عنصر طبیعͬ اعداد به طبیعͬ، اعداد اندازه ی به اگر ͬ آید؛ م عجیب نظر به

که: کرد ثابت ͬ توان م استقراء با حتͬ است. طبیعͬ اعداد مجموعه ی اندازه ی با برابر

١ ⩽ i, j ⩽ n هر (برای Ai ∩ Aj = ∅ که طوری به باشند شمارا مجموعه هایی A١, . . . , An اگر .١١۶ تمرین

شماراست.
∪n

i=١ Ai آنگاه (

طبیعͬ اعداد اندازه ی به که داریم هتل ͷی بͽیرید: نظر در را هیلبرت هتل پارادوکس از عجیب تر حالتͬ حال،

اعداد اندازه ی به حاوی کدام هر که بیایند اتوبوس طبیعͬ اعداد به اندازه ی اگر است. پر آن اتاقهای تمام و دارد جا

آموزشͬ فیلمهای هیلبرت، هتل پارادوکس بهتر فهم برای ͬ شود. م پیدا جا آنها برای هتل در هم باز مسافرند، طبیعͬ

ببینید: را زیر

https://www.youtube.com/watch?v=faQBrAQ87l4

https://www.youtube.com/watch?v=Uj3_KqkI9Zo

شماراست. مجموعه ای شمارا، مجموعه های از شمارا اجتماعͬ کرده ایم: دقیق  را بالا گفته ی زیر در

١٢٧
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داریم i ̸= j ∈ N هر برای و شماراست مجموعه ی از شمارا خانواده ای {Ai}i∈N کنید فرض .١٨۴ قضیه

شماراست.
∪

i∈NAi آنگاه .Ai ∩ Aj = ∅

بشمارید: زیر صورت به را Ai مجموعه های اثبات.

بشمارید. را
∪

i∈NAi است، شده مشخص بالا شͺل در که مسیری از استفاده با

٧ بیاورید. دست به را بالا شمارش نگاشت ضابطه ی .١١٧ تمرین

کرد؟ ثابت استقراء با ͬ شد م را قبل مثال حͺم آیا .٨ سوال

درباره ی نه کرد ثابت حͺم طبیعͬ اعداد درباره ی ͬ توان م استقراء  با که کنید دقت است. منفͬ بالا سؤال پاسخ

آنگاه گرفت، نتیجه را p(n+ ١) درستͬ بتوان p(n) درستͬ از و باشد درست p(٠) اگر طبیعͬ. اعداد مجموعه ی

هر برای که کرد ثابت ͬ توان م استقرا با مثلا́ است. درست p(n) حͺم n طبیع̞ͬ عدد هر برای که ͬ گیریم م نتیجه

شمارا مجموعه ی شمارا تعدادی اجتماع که این اثبات اما شماراست. شمارا، مجموعه ی n اجتماع̧ n طبیع̞ͬ عدد

نیست. ممͺن طبیعͬ اعداد روی استقراء  با شماراست،

ͬ کنیم، م استفاده استقراء از جهان ͷی درون در وقتͬ است. معنائͬ بار دارای نیز فلسفͬ لحاظ از بالا گفته ی

نظر در را صف مثال آن! بیرون یا جهان آن ̞ˁک͒ل درباره ی حͺمͬ نه ͬ  گیریم م نتیجه جهان آن اعضای درباره ی حͺمͬ

چشمان ام n نفر که این از و دارد آبی چشمان اول نفر شماست. روی پیش افراد از شمارا صفͬ کنید فرض بͽیرید.

این در که کس هر که ͬ شود م نتیجه تنها ازاین دارد. آبی چشمان نیز ام n+ ١ نفر که گرفت نتیجه ͬ توان م دارد آبی

آن چشمان و است چشم دارای هم صف خودِ  که گرفت نتیجه ͬ توان نم اما است؛ آبی چشمان دارای دارد قرار صف

است! آبی

تا شماراست.
∪

i∈NAi آنگاه باشد شمارا مجموعه های از خانواده ای {Ai}i∈N اگر که کردیم ثابت پس بͽذریم!

کنیم. پیدا طبیعͬ اعداد مجموعه ی از بزرگتر مجموعه ای نتوانسته ایم کرده ایم کار هر حال به

شماراست. N×N = {(x, y)|x ∈ N, y ∈ N} مجموعه ی .١٨۵ مثال

داریم اثبات.

{٠} ×N = {(٠, ٠)(٠, ٠)(١, ٢) . . .}

کنید: مطالعه نیز را زیر پیوند کنید. امتحان را ٢y(٢y + ١)− ١ تابع ٧

https://en.wikipedia.org/wiki/Pairing_function

١٢٨
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{١} ×N = {(١, ١)(٠, ١)(١, ٢) . . .}
...

که ͬ دانیم م

N×N =
∪
n∈N

{n} ×N

شماراست. متمایزند، دو به دو که شمارائͬ مجموعه  های از شمارا اجتماعͬ که گفتیم شماراست.

بالا). اثبات (همان شماراست. هم X × Y آنگاه باشند شمارا Y و X اگر .١٨۶ مثال

شماراست. N از نامتناهͬ مجموعه ی زیر هر .١٨٧ مثال

فرض است. عضو کوچͺترین ͷی دارای N از مجموعه  زیر هر باشد. نامتناهͬ A ⊆ N کنید فرض اثبات.

عضو کوچͺترین را xn+١ باشند؛ شده پیدا x٠, . . . , xn کنید فرض حال باشد. A عضو کوچͺترین x٠ کنید

بͽیرید. نظر در A به N از را زیر تابع بͽیرید. A− {x٠, . . . , xn}

f(i) = xi

اعداد تعداد است. طبیعͬ عدد ͷی t = n پس باشد. A از دلخواهͬ عنصر t کنید فرض :f بودن پوشا اثبات

میان از دیͽر بیان به ͬ رسیم؛ م t به بالا در مرحله n طͬ از پس حداکثر پس است. n با برابر n از کوچͺتر طبیعͬ

بود. خواهد t با برابر ͬͺی حتما f(٠), . . . , f(n− ١)

است.) صفر مساوی یا بزرگتر گویای اعداد Q⩾٠ از (منظورمان شماراست. Q⩾٠ مجموعه ی .١٨٨ مثال

اثبات.

Q⩾٠ = {a
b
|a, b ∈ N, (a, b) = ١}

٠ . . .

١
١

١
٢

١
٣

١
۴

١
۵ . . .

شماراست. پس هستند فرد اعداد مخرج ← ٢
١

٢
٣

٢
۵ . . .

شمارا ← ٣
١

٣
٢

٣
۴

٣
۵ . . .

شمارا ← ۴
١

۴
٢

۴
٣

۴
۵ . . .

شماراست. Q⩾٠ پس شماراست. مجموعه های از شمارا اجتماعͬ Q⩾٠ گفته ایم، نادقیق طور به بالا در که طور همان

کنید؟ دقیق را بالا اثبات ͬ توانید م آیا

کرد. خواهیم ارائه بالا مثال برای نیز دیͽری اثبات آینده جلسات در

شماراست. گویا اعداد مجموعه ی .١٨٩ مثال

١٢٩



داریم اثبات.

Q = Q≤ ∪Q<٠

است. تهͬ اشتراکشان و شمارایند راست سمت مجموعه ی دو

شماراست. مجموعه ی تا شمارا از اجتماعͬ طبیعͬ، اعداد مجموعه ی دهید نشان .١١٨ تمرین

الف صفر ١١ . ٣

ͬ نویسیم: م و ͬ خوانیم م همتوان را Y و X مجموعه ی دو که گفتیم

X ∼= Y

باشد. موجود Y به X از پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی هرگاه

مجموعه هاست. کلاس روی ارزی هم رابطه ی ͷی همتوانͬ

X ∼= X آنگاه باشد مجموعه ͷی X اگر .١

Y ∼= X آنگاه X ∼= Y اگر .٢

X ∼= Z آنگاه Y ∼= Z و X ∼= Y اگر .٣

«عدد ͷی یا «کاردینال»  ͷی را افراز این از کلاس هر ͬ کند. م افراز را مجموعه ها همه ی کلاس (∼=) همتوانͬ رابطه ی

مجموعه ی کلاس بͽذاریم: کلͬ اسم ͷی بالا هم ارزی رابطه ی کلاسهای از کدام هر برای ͬ توانیم م ͬ نامیم. م اصلͬ»

پس ͬ دهیم. م نشان card(X) با را X

card(X) = card(Y )⇔ X ∼= Y

کرده ایم. انتخاب خاصͬ اسامͬ هستند، ما توجه مورد بیشتر که هم ارزی، کلاسهای این از برخͬ برای

که طوری به باشد موجود n ∈ N هرگاه است متناهͬ X

X ∼= n = {٠, ١, . . . , n− ١}

ͬ نویسیم: م صورت این در

card(X) = n

card(X) = n

∅ ١ ٢ . . . [X] . . .

نشان چپ سمت از خانه اولین افراز این .در دهد مͬ نشان کاردینال ها کلاس به را مجموعه ها تمام افراز بالا شͺل
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دهنده ی نشان راست) سمت به (حرکت آن از بعد خانه ی است. عضوی صفر مجموعه های همه ی کلاس دهنده ی

ترتیب. همین به نیز بقیه و است عضوی ͷی مجموعه های همه ی کلاس

عدد و است عبری الفبای اول حرف ℵ ͬ دهیم. م نشان ℵ٠ با بالا هم ارزی رابطه ی تحت را طبیعͬ اعداد کلاس

است. نامتناهͬ کاردینال اولین ℵ٠ که دارد این به اشاره صفر

هرگاه شماراست X مجموعه ی ͷی پس

card(X) = ℵ٠.

کرد. خواهیم تعریف نیز را آنها ترتیب و ضرب و جمع و شد خواهیم آشنا بیشتر جدید اعداد این با درس ادامه ی در

ͬ شوند: م بیان راحت تر کاردینالها از استفاده با کرده ایم ثابت قبلͬ بخش در که حقایقͬ بسیاری

a < ℵ٠ → ∃n ∈ N a ∼= n

است. نامتناهͬ کاردینال اولین الف صفر یعنͬ

ℵ٠ + ١ = ℵ٠

ͬ ماند. م شمارا کنیم اضافه عنصر ͷی شمارا مجموعه ی ͷی به اگر یعنͬ

ℵ٠ + ℵ٠ = ℵ٠

شماراست. شمارا، مجموعه ی دو اجتماع یعنͬ

ℵ٠ × ℵ٠ = ℵ٠

شماراست. نیز X × Y آنگاه باشند شمارا X,Y اگر یعنͬ

دهید نشان نیست. شمارا
∪
Ai که طوری به باشد مجموعه ها از خانواده ای {Ai}i∈N که کنید فرض .١١٩ تمرین

نیست. شمارا Ai از ͬͺی حداقل که

ناشمارا مجموعه های ۴ . ١١

حتͬ ماند. باقͬ شمارا حاصل مجموعه ی کردیم اضافه طبیعͬ اعداد مجموعه ی به عنصر چه هر گذشته درسهای در

شمارا که کنیم معرفͬ مجموعه ای ͬ خواهیم م زیر در است. شمارا نیز شمارا مجموعه ی شماراتا اجتماع که دیدیم

ͬ گیرد. م صورت کانتور قطری روش نام به معروف، استدلال روش ͷی تحت کار این انجام نیست.

باشد؛ ٩ تا ٠ طبیعͬ اعداد از شده ساخته ی شمارای دنباله های تمام از متشͺل A مجموعه ی که کنید فرض

تعداد که ͬ کنم م ادعا .ai ∈ {٠, ١, . . . , ٩} که طوری به باشد، (ai)i∈ω صورت به A درمجموعه ی عضو هر یعنͬ

کرد. شمارش ͬ توان نم را A مجموعه ی اعضای

١٣١



شده اند: شمارش زیر صورت به A در موجود دنباله ی تمام که کنید فرض خلف برهان به

٠ → a٠٠ a٠١ a٠٢ a٠٣ . . .

١ → a١٠ a١١ a١٢ a١٣ . . .

٢ → a٢٠ a٢١ a٢٢ a٢٣ . . .
...

n → an٠ an١ an٢ an٣ . . .

اما دارد. قرار بالا لیست در باشد، ٩ تا ٠ از طبیعͬ عدد ͷی ai آن در که (ai)i∈N صورت به ممͺنͬ دنباله ی هر پس

است: تناقض این و ندارد قرار بالا لیست در که ͬ کنم م معرفͬ شده گفته شͺل به دنباله ای زیر در

بͽیرید: نظر در را زیر دنباله ی
بین عددی

به ٩ تا صفر

a٠٠ از غیر

بین عددی

به ٩ تا صفر

a١١ از غیر

بین عددی

به ٩ تا صفر

a٢٢ از غیر

. . .

در است. متفاوت ام i عنصر در ام i دنباله ی با است: متفاوت لیست در شده نوشته دنباله های تمام با بالا دنباله ی

کانتور قطری برهان را برهان این رو، این از و شده اند حاصل بالا لیست در قطر، دادن تغییر با دنباله، این عناصر واقع

گفته ناشمارا مجموعه ای چنین به نیست. نیز شمارا و (چرا؟) نیست متناهͬ بالا مجموعه ی که کنید دقت ͬ نامند. م

ͬ شود. م

دنباله ی ͷی حقیقͬ عدد هر که دید خواهید آنالیز، درس در ͬ کند: م روشن ما برای را جذابی حقایق بالا استدلال

مثلا́ است. طبیعͬ ازاعداد شمارا

π = ٣٫١۴١۵٩٢۶۵٣۵٩ . . . .

نیست. شمارا تعداد این پس است؛ طبیعͬ اعداد از شمارا دنباله های تعداد با برابر حقیقͬ، اعداد تعداد بنابراین

است: زیر صورت به اعشاری عدد ͷی (٠, ١) بازه ی در عدد هر در بͽیرید. نظر در را (٠, ١) بازه ی همچنین

٠/a٠a١, . . .

حتͬ یعنͬ است؛ ٩ تا ٠ اعداد از شده ساخته  شمارای دنباله های تعداد با برابر نیز (٠, ١) بازه ی اعضای تعداد پس

با برابر حقیقͬ اعداد کل تعداد که ͬ دهد م نشان استدلال این که اینجاست (جالب نیست شمارا هم (٠, ١) بازه ی

ساخته شمارای دنباله های از متشͺل مجموعه ی هم اندازه ی دو هر زیرا است؛ (٠, ١) بازه ی در حقیقͬ اعداد تعداد

که ͬ دهیم م نشان آن از قبل البته کرده ایم. ثابت را نکته این هم دیͽری روش به زیر در هستند). ٩ تا ١ اعداد از شده

هم اندازه اند! بازه ها همه ی اصولا˟

آنگاه a ̸= b اگر .١٩٠ لم

(a, b) ∼= (٠, ١).

است کافͬ کار، این برای کنیم. پیدا (٠, ١) بازه ی و (a, b) بازه ی بین ͷی به ͷی تناظر ͷی است کافͬ اثبات.

ͬ گذرد. م (b, ١) و (a, ٠) نقاط از که بیابیم را خطͬ معادله ی
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نیز R ̞ˁک͒ل که داده ایم نشان زیر در هستند. ناشمارا و نامتناهͬ آنها همه ی  و هم اندازه اند باز، بازه های همه ی پس

است. نامتناهͬ ناشمارای R پس است. (٠, ١) بازه ی هم اندازه ی

.R ∼= (٠, ١) که دهید نشان .١٩١ مثال

تابع̧ باشد. همتوان R با که کنیم پیدا بازه ͷی است کافͬ قبل لم به بنا پاسخ.

f(x) = arctan(x) : R→ (−π
٢
,
π

٢
)

پس پوشاست. و ͷی به ͷی تابع ͷی

R ∼= (−π
٢
,
π

٢
) ∼= (٠, ١)

طبیعͬ اعداد زیرمجموعه های تعداد ۵ . ١١

این در آنهاست. از ͬͺی حقیقͬ اعداد مجموعه ی و دارند وجود ناشمارا مجموعه های که دادیم نشان قبل، قسمت در

بزرگتر چقدر طبیعͬ اعداد مجموعه ی از حقیقͬ، اعداد مجموعه ی که بپردازیم نکته این بررسͬ به ͬ خواهیم م بخش

است.

ناشماراست. ١ و ٠ عدد دو از شده ساخته شمارا، طول به دنباله های تعداد که کنید توجه نکته این به نخست

کرد: اثبات کانتور قطری برهان از استفاده با راحتͬ به ͬ توان م را گفته این

صورت به دنباله های تعداد که دهید نشان کانتور، قطری برهان با .١٢٠ تمرین

a٠a١a٢ . . .

ناشماراست. ai ∈ {٠, ١} آن در که

است: زیر دنباله ی به شبیه چیزی بالا، تمرین در دنباله هر که کنید دقت

٠, ١, ٠, ٠, ١, ٠, ١, ٠, ٠, . . .
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صورت به که است f : N→ {٠, ١} تابع̧ ͷی بˀردِ واقع، در دنباله ای،  چنین هر پس

f(٠), f(١), f(٢), . . .

که ͬ گیریم م نتیجه پس است. شده نوشته

از ساخته شده شمارای دنباله های تعداد با برابر دقیقاً f : N → {٠, ١} توابع̧ تعداد که دهید نشان .١٢١ تمرین

است. ͷی و صفر

توابع̧ همه ی مجموعه ی

f : N→ {٠, ١}

شمارای طول به دنباله های تعداد با است برابر ٢N مجموعه ی اندازه ی که دیدیم اینجا تا پس ͬ دهیم. م نشان ٢N با را

.١ و ٠ از شده ساخته

دنباله ای واقع در ،٢ مبنای در حقیقͬ، عدد هر پس است. دو مبنای در شمارا بسط ͷی دارای حقیقͬ عدد هر

تعداد = ͷی و صفر از ساخته شده شمارای دنباله های تعداد حقیقͬ= اعداد تعداد بنابراین: است. و١ ٠ از شمارا

.٢N مجموعه ی اندازه ی = {٠, ١} به N از توابع

یعنͬ ،٢N مجموعه ی اندازه ی با است برابر N زیرمجموعه های همه ی مجموعه ی یعنͬ ،P (N) اندازه ی .١٩٢ قضیه

دیͽر بیان به .{٠, ١} به N از توابع همه ی مجموعه ی

P (N) ∼= ٢N.

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را h تابع کنیم. تعریف {٠, ١}N به P (N) از را hپوشای و ͷی تابع ͷی باید اثبات.

صورت به را h(A) تابع باشد. {٠, ١} به N از تابعͬ خود h(A) باید .A ⊆ N یعنͬ A ∈ P (N) کنید فرض

ͬ گیریم: م نظر در زیر

h(A)(x) =

١ x ∈ A

٠ x /∈ A

و ͬ برد م h(A) تابع̧ به را A مجموعه ی h که ͬ کنم م یادآوری دوباره پوشاست. و ͷی به ͷی h تابع که کنید بررسͬ

بالاست. صورت به h(A) تابع

در عضوی بخواهیم اگر که است کرده عمل صورت این به N زیرمجموعه های تعیین برای نیز بالا تابع واقع در

از ͬͺی زیر، شͺل در مثال برای کرده ایم. مشخص ٠ با صورت این غیر در و ١ با را آن باشد،  نظر مورد مجموعه ی

کرده ایم: مشخص را N زیرمجموعه های

٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ . . .

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ . . .

شد: گفته آن از پیش آنچه و بالا قضیه ی به بنا
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= حقیقͬ اعداد مجموعه ی اندازه ی

= N زیرمجموعه های تعداد

.٢N مجموعه ی اندازه ی

.٢ℵ٠ با است برابر حقیقͬ، اعداد مجموعه ی اندازه ی پس ͬ دهیم. م نشان ٢ℵ٠ با را ٢N مجموعه ی اندازه ی

دودوئͬ درخت ͷی از استفاده و١ ٠ از شده ساخته شمارای دنباله های همه ی مشاهده ی روش ͷی که کنید دقت

است: زیر صورت به
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تعداد پس است. ٠, ١ از شمارا دنباله ͷی دهنده ی نشان بدهید!) ادامه  آخر تا را آن اگر (البته بالا درخت شاخه ی هر

.٢ℵ٠ با است برابر درخت این شاخه های

n از اکیداً که است ٢n آن زیرمجموعه های تعداد باشد، عضو n دارای و متناهͬ مجموعه ای اگر که کنید دقت

است. ٢ℵ٠ زیرمجموعه هایش تعداد باشد، داشته عضو شمارا مجموعه ای اگر که کردیم ثابت بالا در است. بیشتر

ͬ کنیم. م محاسبه را N متناه̞ͬ زیرمجموعه های تعداد ادامه در حال

باشند، شمارا X, Y اگر که دادیم نشان قبلͬ قسمت در است. ℵ٠ با برابر N عضوی تک زیرمجموعه های تعداد

N×N اندازه ی از N دوعضویِ زیرمجموعه های تعداد طرفͬ از شماراست. N×N پس شماراست. X ×Y آ نگاه

Nn اندازه ی از N عضویِ n زیرمجموعه های تعداد همچنین شماراست. حداکثر نیز تعداد این پس است. کوچͺتر

شماراست. حداکثر پس است،  کمتر

است: زیر مجموعه ی با برابر N متناهͬ زیرمجموعه های مجموعه ی طرفͬ ∪از
n∈N

N عضویِ n زیرمجموعه های

پس شماراست. مجموعه  های از شمارا اجتماعͬ یعنͬ

٨ شماراست. N متناه̞ͬ زیرمجموعه های تعداد .١٩٣ قضیه

ساخته  متناهͬ طول با دنباله های تعداد با است برابر N متناه̞ͬ زیرمجموعه های تعداد که دهید نشان .١٢٢ تمرین

.١ ٠و از شده
است. شهود دادن تنها هدفهم فعلا است. ناقص شد، ارائه بالا در که استدلالͬ البته ٨
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درخت شاخه های تعداد که نیست عجیب این آیا شماراست. بالا درخت گره های تعداد که دهید نشان .١٢٣ تمرین

است؟ بیشتر آن گره های تعداد از نامتناهͬ دودوئͬ

نیست. شمارا N نامتناه̞ͬ زیرمجموعه های تعداد که دهید نشان .١٢۴ تمرین

ناشماراست. گنگ) (اعداد Qc مجموعه ی .١٩۴ مثال

� است. تناقض این که شماراست R = Q ∪Qc آنگاه باشد شمارا Qc اگر اثبات.

دسته بندی ͬ کنم: م خلاصه زیر صورت به را آن برم، پایان به انحرافͬ مبحث ͷی با را فصل این که آن از پیش

کردیم: معرفͬ سایز، حسب بر مجموعه ها، برای را زیر

مجموعه ها


متناهͬ

نامتناهͬ

شمارا ∼= N

ناشمارا ̸∼= N

توقف مسئله  و قطری برهان بحث، از کوتاه انحرافͬ ۶ . ١١

٩ ندهم. نشان را آن از زیبا استفاده ی ͷی تا آمد حیفم گفته ام، سخن کانتور قطری برهان درباره ی که حال

وجود الͽوریتمͬ هیچ مسئله، این بر بنا است. توقف مسئله ی نظری، رایانه ی علوم در معروف مسائل از ͬͺی

بیشتر را مفهوم این زیر در کند. تعیین را رایانه ای الͽوریتمهای همه ی توقف عدم یا توقف که کند تعیین که ندارد

داده ام. توضیح

الͽوریتم ͷی f اگر است. طبیعͬ عدد ͷی رایانه ای، الͽوریتم هر ورودی که کنید فرض بحث، شدن ساده تر برای

ما نظر مورد جواب و ͬ شود م متوقف الͽوریتم این یا دارد:  وجود حالت دو بدهیم، بدان را n ورودیِ و باشد رایانه ای

الͽوریتمͬ آیا که است این سوال حال ͬ شود. نم متوقف هیچͽاه و ͬ افتد م دور روی الͽوریتم این که این یا ͬ دهد،  م را

دور روی و ͬ ایستند نم ورودی ها کدام با و ͬ ایستند م ورودی ها کدام با الͽوریتمها کدام که کند تعیین که دارد وجود

ͬ افتند؟ م

رایانه ای الͽوریتمهای همه ی از فهرستͬ (fi)i∈N کنید فرض شماراست. الͽوریتمها همه ی تعداد که کنید دقت

کدامها و ͬ ایستند م ورودیها کدام با الͽوریتمها کدام کند تعیین که باشد داشته وجود الͽورتیمͬ که کنید فرض باشد.

ͬ ایستند. نم

خروجͬ زیر صورت به و هستند طبیعͬ اعداد آن ورودی های که باشد رایانه ای الͽوریتم ͷی f که کنید فرض

ͬ دهد: م

f(i) =

Y es نایستد i ورودی دریافت با fi الͽوریتم اگر

LOOP صورت این غیر در

باشم! کرده  توجیه فصل این ابتدای در را حافظ شعر آن آوردن که این برای ٩حداقل
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این با f بایستد، i ورودی با ام i الͽوریتم̧ اگر زیرا دارد. فرق شده فهرست الͽوریتمهای تک تکِ با f که کنید دقت

است. غیرممͺن این و شود؛ ظاهر بالا فهرست در باید پس است؛  الͽوریتم ͷی f خودِ طرفͬ از ͬ ایستد. نم ورودی

عنوان به مثلا́ باشد، شده ظاهر بالا لیست در اگر f الͽوریتم اگر کرد. بیان ͬ شد م نیز زیر صورت به را بحث

بیفتد! دور روی اگروتنهااگر ͬ ایستد م j ورودی در الͽوریتم این پس ͬ شود. م ظاهر j شماره ی الͽوریتم
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١٢ فصل

کاردینالها ترتیب و اعمال

خویش پریشانͬ مجموع تو زلف سر با

کنم تقریر همه سراسر که مجالͬ کو

حافظ

تعاریف ١٢ . ١

ͬ خوانیم،  م همتوان را Y Xو مجموعه ی دو که گفتیم کردیم. تعریف را همتوانͬ مفهوم گذشته جلسه ی درسهای در

معادل واژه ی باشد. موجود Y به X از پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی هرگاه دادیم، نشان X ∼= Y صورت به را این و

سه هر از باشند همتوان X, Y مجموعه ی دو که صورتͬ در پس است. بودن هم کاردینال یا بودن، هم اندازه همتوانͬ،

کنیم: استفاده ͬ توانیم م زیر نماد

card(X) = card(Y )

یا

|X| = |Y |

یا

X ∼= Y

n = {٠, ١, . . . , n− ١} مجموعه ی ͷی با همتوان هرگاه ͬ نامیم م متناهͬ را X دلخواه˼ مجموعه ی ͷی که گفتیم

که باشد موجود چنان n ∈ N هرگاه یعنͬ باشد؛

X ∼= {٠, ١, . . . , n}.

هرگاه دیͽر بیان به نباشد؛ همتوان n ∈ N هیچ با هرگاه ͬ خوانیم م نامتناهͬ را X دلخواه˼ مجموعه ی ͷی همچنین

نباشد. متناهͬ
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پس ͬ کند. م افراز را مجموعه ها همه ی کلاس پس ١ است. هم  ارزی رابطه ی ͷی مجموعه ها، روی ∼= رابطه ی

X ∼= Y

هم ارزی رابطه ی این از کلاس هر به دارند. قرار هم توانͬ رابطه ی به نسبت هم ارزی کلاس ͷی ,Xدر Y یعنͬ واقع در

کنیم، انتخاب خاص اسم ͷی کلاسها ازاین ͷی هر برای ͬ توانیم م ͬ شود. م گفته  اصلͬ عدد ͷی یا کاردینال، ͷی

شماراست X مجموعه ی پس ͬ دهیم. م نشان ℵ٠ با را شمارا مجموعه های همه ی کلاس که گفتیم .κ, λ, . . . مثلا

هرگاه

card(X) = ℵ٠.

ͬ دهیم. م نشان card(X) با را X مجموعه ی ͷی کلاس هم گاهͬ

ͬ شود. م تعریف نیز ترتیب و توانرسانͬ به ضرب، جمع، تساوی، (کاردینالها)، اصلͬ اعداد روی

که طوری به دارند، وجود X, Y, Z مجموعه های پس باشند. کاردینال سه α, β, γ که کنید فرض .١٩۵ تعریف

.γ = card(Z) و β = card(Y ) ،α = card(X)

ͬ گوییم م .١

α = β

هرگاه

X ∼= Y.

ͬ گوییم م دیͽر، بیان به

card(X) = card(Y )

باشد. موجود X, Y میان پوشا و ͷی به ͷی تابعͬ هرگاه

ͬ گوئیم م .٢

α ≤ β

یا

card(α) ≤ card(β)

باشد. موجود Y به X از ͷی به ͷی تابعͬ هرگاه

یا α + β = γ ͬ گوئیم م .٣

card(X) + card(Y ) = card(Z)

مجموعه مجموعه ها همه ی کلاس ولͬ کردیم تعریف مجموعه ها روی را هم ارزی روابط کند. گیج را دقیق دانشجوی شاید گفته این ١

هم ارزی رابطه ی کلاسها روی ͬ توان م اولا است: حل قابل راحتͬ به مشͺل این حال این با کنیم. تعریف هم ارزی رابطه ی آن روی که نیست

نشود. برداشته میان از بودن مجموعه تا کنیم تعریف را رابطه این نیازمان مورد مجموعه های از بخشͬ روی ͬ توان م ثانیاً کرد. تعریف
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و X ′ ∩ Y ′ = ∅ و X ∼= X ′, Y ∼= Y ′ که طوری به باشند موجود X ′, Y ′ مجموعه ی دو هرگاه

ͬ کنیم: م تعریف ندارند، اشتراکͬ هم با که باشند دومجموعه X, Y اگر ساده تر بیان به .X ′ ∪ Y ′ ∼= Z

card(X) + card(Y ) = card(X ∪ Y ).

ͬ گوئیم م .۴

α× β = γ

یا

card(X)× card(Y ) = card(Z)

هرگاه

Z ∼= X × Y.

ͬ گوییم م .۵

αβ = γ

هرگاه

Z ∼= XY

است. X مجموعه ی به Y مجموعه ی از توابع همه ی مجموعه ی XY آن در که

تعریف از استفاده برای تمرین چند فعلا کرد. خواهم توصیف را آن بعدی بخشهای در نباشید، بالا تعریف نگران

باشید: داشته بالا

که دهید نشان .١٢۵ تمرین

card(X) = card(X × {٠}).

.α = γ آن گاه β = γ و α = β اگر که دهید نشان .١٢۶ تمرین

آنگاه β = β′ و α = α′ اگر که دهید نشان .١٢٧ تمرین

α + β = α′ + β′.

.α ≤ γ آنگاه β ≤ γ و α ≤ β اگر که دهید نشان .١٢٨ تمرین
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برنشتاین ش˼رودر و کانتور قضایای کاردینالها، ترتیب ١٢ . ٢

ͬ شود. م گفته کاردینال ͷی دسته هر به و ͬ شوند م دسته بندی هم توانͬ رابطه ی اساس بر مجموعه ها که گفتیم

هستند: زیر صورت به متناهͬ کاردینالهای

٠, ١, ٢, ٣, . . .

و ضرب و جمع ͬ کند. م مشخص را {٠, ١, ٢, . . . , n}صورت به مجموعه ای کلاس واقع در n متناه̞ͬ کاردینالِ هر

متناهͬ متناهͬ، کاردینالهای ضرب و حاصلجمع پس ͬ گیرد. م صورت بدیهͬ صورت به متناهͬ کاردینالهای ترتیب

است.

ͬ کند. م مشخص را {٠, ١, ٢, . . .} مجموعه ی کلاس که ͬ رسیم م ℵ٠ کاردینالِ به آن از پس

ͬ گوئیم م باشند. کاردینال دو b = card(Y ) و a = card(X) که کنید فرض .١٩۶ تعریف

a ≤ b

باشد. موجود Y به X از ͷی به ͷی تابع̧ ͷی هرگاه

آنگاه b = d و a = c اگر .١٢٩ تمرین

a ≤ b ⇐⇒ c ≤ d.

.١٣٠ تمرین

داریم n متناه̞ͬ کاردینالِ هر برای که دهید نشان .١

n ≨ ℵ٠.

است. متناهͬ کاردینال ͷی a که دهید نشان .a ≨ ℵ٠ که گونه ای به باشد کاردینال ͷی a که کنید فرض .٢

نامتناهͬ مجموعه ی هر که کنید استفاده قضیه این (از .ℵ٠ ≤ a آنگاه باشد نامتناهͬ کاردینال ͷی a اگر .٣

شماراست). مجموعه ی ͷی شامل

کاردینال هر و است، بزرگتر اکیداً متناهͬ کاردینالهای همه ی از زیرا است؛ عجیبی کاردینال ℵ٠ بالا، تمرین به بنا

کمتر الف صفر از واحد ͷی که ندارد وجود کاردینالͬ هیچ مثلا́ پس است. متناهͬ باشد، کوچͺتر اکیداً آن از که

واقع در است. کمتر نامتناهͬ کاردینالهای همه  ی از الف صفر طرفͬ از بیاید. آن از پس بلافاصله الف صفر و باشد

که دیدیم حال به تا پس است. نامتناهͬ کاردینال کوچͺترین الف صفر

٠ ⪇ ١ ≨ ٢ ≨ . . . ≨ ℵ٠.
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دیدیم چنین هم ͬ شود، نم بیشتر آن اندازه ی کنیم، اضافه عنصر ͷی الف صفر به اگر که کردیم ثابت قبلͬ بخش در

پس: شماراست شمارا، مجموعه ی دو حاصلضرب و شماراست شمارا مجموعه ی دو اجتماع که

٠ ⪇ ١ ≨ ٢ ≨ . . . ≨

ℵ٠ = ℵ٠ + ١ = ℵ٠ + ٢ = . . . = ℵ٠ + n = . . .

ℵ٠ + ℵ٠ = . . .ℵ٠ + ℵ٠ + ℵ٠ = . . .ℵ٠ + ℵ٠ + . . .+ ℵ٠︸ ︷︷ ︸
مرتبه n

= . . .

. . . = ℵ٠ × ℵ٠ = ℵ٠ × ℵ٠ + ١ = ℵ٠ × ℵ٠ + ٢ = . . .

ͬ شود. نم پیدا الف صفر از بزرگتر کاردینالͬ ͬ کنیم، م تلاش چه هر که ͬ رسد م نظر به باز

ͬ دهیم. م نشان ٢ℵ٠ با را ٢N مجموعه ی اندازه ی .١٩٧ تعریف

که است واضح .٢ℵ٠ با است برابر طبیعͬ اعداد زیرمجموعه های تعداد پس

که دهید نشان .١٣١ تمرین

ℵ٠ ≤ ٢ℵ٠

که دادیم نشان کانتور قطری برهان با همچنین

٢ℵ٠ ̸= ℵ٠

پس

ℵ٠ ≨ ٢ℵ٠ .

تغییر آن اندازه ی کنیم اضافه عنصر الف صفر به ͬ کنیم م تلاش چه هر است. دادن رخ حال در عجیبی اتفاقات دوباره 

دارد وجود کاردینالͬ آیا که است این طبیعͬ سوال ͷی است! بیشتر ℵ٠ از ٢ℵ٠ که ͬ دانیم م طرفͬ از ولͬ ͬ کند، نم

فرضیه ی مجموعه ها، نظریه ی در معروف فرضیه های از ͬͺی باشد؟ کمتر اکیداً ٢ℵ٠ از و باشد بزرگتر اکیداً ℵ٠ از که

ندارد. وجود اندازه ای هیچ ٢ℵ٠ و الف صفر بین ͬ گوید م که است پیوستار

پیوستار فرضیه ی

ندارد. وجود ٢ℵ٠ و ℵ٠ بین عددی

هم، با آنها مقایسه ی و ͬ ها نامتناه به کانتور رویͺرد که که بدانند ریاضͬ، تاریخ به علاقه مندان که است خوب

به پرداختن صرف روحͬ، مشͺلات در غرق را، خود عمر پایانͬ سالهای وی بود. مطرود بسیار همعصرانش میان در

کرد. پیوستار فرضیه ی

قابل نه و اثبات قابل نه مجموعه ها نظریه ی در پیوستار فرضیه ی که شد این اثبات به منجر منطق، پیشرفتهای

عدم با هم و است) (سازگار ͬ کند م کار پیوستار فرضیه ی وجود با هم مجموعه ها نظریه ی واقع در است. شدن رد
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همچنین ͬ دهد، نم رخ تناقضͬ بیفزائیم، مجموعه ها نظریه ی اصول به را پیوستار فرضیه ی اگر یعنͬ پیوستار! فرضیه ی

پس ͬ دهد! نم رخ تناقضͬ هم باز بیفزائیم، مجموعه ها نظریه ی اصول به را پیوستار فرضیه ی نقیض برعکس،  اگر

را جهانهائͬ و باشد برقرار پیوستار فرضیه ی آنها در که گرفت نظر در مجموعه ها نظریه ی برای را جهانهائͬ ͬ توان م

درست شرط با را قضایا برخͬ پیشرفته، ریاضیات در معمولا˟ ٢ نباشد. برقرار پیوستار فرضیه ی آنها در که کرد تصور

ͬ کنیم. م ثابت مجموعه هامان نظریه ی جهان در پیوستار قضیه ی بودن

اگر آنگاه باشند، طبیعͬ عدد دو m و n اگر که ͬ دانیم م

(m ⩽ n) ∧ (n ⩽ m)

آنگاه

m = n

خود از که است طبیعͬ پس داریم؛ انتظار «ترتیب» ͷی از طبیعͬ صورت به که است امری بالا، عبارت واقع در

که: بپرسیم

اگر یعنͬ است؟ برقرار هم کاردینالها ترتیب برای بالا عبارت مشابه آیا .٩ سوال

card(X) ⩽ card(Y )

و

card(Y ) ⩽ card(X)

card(X)؟ = card(Y ) لزوماً آیا

است: زیر قضیه ی از دیͽری بیان است، شده پرسیده بالا سؤال در آنچه

از ͷی به ͷی تابع ͷی و باشد موجود Y به X از ͷی به ͷی تابع ͷی کنید فرض (کانتور‐برنشتاین). ١٩٨ قضیه

است. موجود Y به X از پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی آنگاه باشد. موجود X به Y

بیابید. فارسͬ ͬ پدیای ͺوی صفحه ی را آنها ͬ توانید م که دارد وجود مختلفͬ اثباتهای برنشتاین کانتور قضیه ی برای

این در که است قضایائͬ مهمترین از ͬͺی قضیه، این ٣ باشد. فهمتر قابل که بیاورم را اثباتͬ کرد ه ام سعͬ اینجا در

کرده ایم. ثابت درس

به X از ͷی به ͷی تابع وجود آنگاه باشند، باشند، n و m اندازه های دارای ترتیب به و متناهͬ Y و X اگر اثبات.

.m = n که ͬ شود م نتیجه دو این از است. n ≤ m معادل X به Y از ͷی به ͷی تابع وجود و m ≤ n معادلِ Y

ͷبه ی ͷی تابعͬ ͬ توان نم نامتناهͬ مجموعه ی ͷی از زیرا نیست، ممͺن نامتناهͬ دیͽری و باشد متناهͬ ͬͺی که این

کرد. تعریف متناهͬ مجموعه ی ͷی به

ͬ کنم. م اثبات و روشن دقیقا منطق درس در را ٢این

نوشته ام! من نیز را صفحه آن ٣البته
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Y از ͷی به ͷی تابعͬ g و باشد Y به X از ͷی به ͷی تابعͬ f کنید فرض باشند. نامتناهͬ ایندو کنیم فرض پس

باشد. X به

بسازید: را زیر دنباله  ی بالا، شͺل مطابق باشد. Y − f(X) در دلخواهͬ عنصر ͷی t کنید فرض

t→ g(t)→ f
(
g(t)

)
→ g

(
f
(
g(t)

))
→ f

(
g
(
f
(
g(t)

)))
→ . . .

دهید. انجام Y − f(X) در موجود tهای همه ی برای را کار این

طولͬ در هیچͽاه راست و چپ سمت از یعنͬ است؛ نامتناهͬ بالا در شده نوشته دنباله های از کدام هر اول. ادعای

ͬ شوند. نم متوقف متناهͬ

راست سمت جملات دیͽری با ͬͺی چپ سمت جملات یعنͬ ندارند. هم با اشتراکͬ هیچ بالا دنباله های دوم. ادعای

ندارد. اشتراکͬ دیͽری با ͬͺی

کنید. تعریف زیر صورت به را h : X → Y تابع باشند. شده ثابت دو هر دوم و اول ادعاهای کنید فرض

h(x) =

g
−١(x) باشد. یادشده دنباله های از ͬͺی چپ سمت در x اگر

f(x) اینصورت غیر در

پوشاست. و ͷی به ͷی h تابع سوم. ادعای

اول. ادعای اثبات
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کنید فرض نیستند. برابر هم با هیچͽاه سوم و اول جمله ی که ͬ دهیم م نشان سادگͬ برای

f
(
g(t)

)
= f

(
g
(
f
(
g(t)

)))

داریم: است ͷی به ͷی f که آنجا از آنگاه

g(t) = g
(
f
(
g(t)

))
داریم است ͷی به ͷی g که آنجا از حال

t︸︷︷︸
∈Y−f(X)

= f
(
g(t)

)︸ ︷︷ ︸
∈f(X)

�

از یͺسان طرف ͷی در واقع جمله ی دو هیچ که دهید نشان ͬ توانید م ایده همین با است. آمیز تناقض بالا، عبارت

ͬ شود. م ثابت مشابه کاملا́ طور به نیز دوم ادعای نیستند. برابر هم با بالا دنباله ی

پوشاست. و ͷی به ͷی h تابع کنیم ثابت ͬ خواهیم م سوم. ادعای اثبات

h(x) =

g
−١(x) باشد. یادشده دنباله های از ͬͺی چپ سمت در x اگر

f(x) اینصورت غیر در

آنگاه بͽذرد u از زیر، شͺل مشابه زیͽزاک، ͷی اگر بͽیرید. نظر در را u ∈ Y دلخواه عنصر پوشابودن. اثبات

داریم:

u = h(u′)

زیͽزاگ ͷی شروع u صورت این غیر در زیرا u؛ ̸∈ Y − f(X) که ͬ شود م معلوم نگذرد u از زیͽزاگͬ هیچ اگر

شما. عهده ی به h تابع̧ بودن ͷی به ͷی اثبات .∃u′ ∈ X f(u′) = u یعنͬ u ∈ f(X) پس بود. خواهد

در توفیق برای زیر، بیان که کنید (دقت کرد پیاده نیز زیر صورت به ͬ توان م را بالا اثبات ایده ی دیͽر. بیانͬ به اثبات

است) نشده نوشته ممͺن شͺل دقیق ترین به ایده، انتقال

اثبات برای چیزی آنگاه f(X) = Y اگر داده ایم. نشان آبی و قرمز رنگهای با ترتیب به را Y و X مجموعه های

آنگاه g(Y ) = X اگر مشابه طور به داریم. X از کپی ͷی Y داخل در آنگاه f(X) ̸= Y اگر ولͬ ͬ ماند؛ نم  ͬ باق

نگاه زیر شͺل به داریم. Y از کپی ͷی X داخل در آنگاه g(Y ) ̸= X اگر ولͬ ͬ ماند نم باقͬ اثبات برای چیزی
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کنید:

زیر). شͺل (مطابق یابند ادامه شوند متوقف بی آن که تو در تو صورت به کپی ها این کنید فرض

را Bi و Ai مجموعه های منظور این برای است. f(X) به Y از h نام به پوشا و ͷبه ی ͷی تابع ͷی تعریف هدفمان

ͬ کنیم. م تعریف نوشته ام، بالا شͺل در که صورتͬ به

دهید: قرار

h(x) =

h(x) = f(g(x)) باشد. ها Ai از ͬͺی در x اگر

x باشد. ها Bi از ͬͺی در x اگر

m > n mیا < n یا m,nهمواره طبیع̞ͬ عدد دو برای اگر که است این اعداد، ترتیب ͬ های ویژگ از دیͽر ͬͺی

به نیاز آن اثبات کرده ام. بیان قضیه ͷی تحت را ویژگͬ این فعلا́ دارند. را ویژگͬ همین نیز کاردینالها .m = n یا

گفت. خواهم آینده فصل های در که دارد مقدماتͬ

.α = β یا و β < α یا α < β یا داریم: α, β کاردینال دو هر برای .١٩٩ قضیه

کند. مراجعه ٢۴٠ قضیه ی به ͬ تواند م عجول تر(!) خواننده ی اثبات.

است. N نامتناه̞ͬ زیرمجموعه های تعداد و متناهͬ زیرمجموعه های تعداد یافتن درس، ادامه ی در هدفمان

شماراست. N متناه̞ͬ مجموعه های زیر تعداد .٢٠٠ مثال

عضوی دو مجموعه های زیر تعداد که ͬ کنیم م ادعا است. ℵ٠ برابر N عضوی ͷی مجموعه های زیر تعداد اثبات.

.ℵ٠ با است برابر نیز N
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دو مجموعه های زیر تعداد بزرگتریامساوی a, b ∈ N که (a, b) مرتب های زوج تعداد که ͬ دانیم م ادعا. اثبات

زیرا است، N عضوی

|{a, b}| ⩽ |{(a, b), (b, a)}|

پس است. N هم اندازه ی N٢ که کرده ایم ثابت قبلا́

N عضوی دو مجموعه های زیر تعداد ⩽ ℵ٠

که ͬ کنیم م دقت حال

N عضوی دو مجموعه های زیر تعداد ⩾ ℵ٠

که تابعͬ نیازمندیم؛ N عضوی دو مجموعه های زیر مجموعه ی به N از ͷی به ͷی تابع ͷی به گفته این اثبات برای

بͺند: را زیر کار

N→ عضوی} دو مجموعه های زیر {تمام

n 7→ عضوی دو مجموعه ی زیر

ͬ کنیم: م تعریف

f(n) = {n, n+ ١}

٠→ {٠, ١}

١→ {١, ٢}

٢→ {٢, ٣}

٣→ {٣, ۴}
...

است. ͷی به ͷی بالا تابع

است. ℵ٠ برابر N عضویِ n مجموعه های زیر تعداد که ͬ کنیم م ادعا حال

N عضوی n مجموعه های زیر تعداد ⩽ |Nn| = |{(x١, . . . , xn)|x١, . . . , xn ∈ N}|

که دهیم نشان است کافͬ

ℵ٠ ⩽ N nعضوی مجموعه های زیر تعداد

کنید: تعریف زیر صورت به را N عضوی n مجموعه های زیر مجموعه ی به N از f ِͷی به ͷی تابع

f(x) = {x, x+ ١, . . . , x+ n− ١}
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است. ℵ٠ با برابر N عضوی n مجموعه های زیر تعداد بنابراین

این از و شماراست؛ مجموعه های از شمارا اجتماعͬ N طبیعͬ اعداد متناهͬ مجموعه های زیر همه ی مجموعه ی پس

شماراست. رو

عضوی} {تک ∪ عضوی} {دو ∪ . . .∪︸ ︷︷ ︸
شمارا

چندتاست؟ N نامتناهͬ زیرمجموعه های تعداد .١٠ سوال

N مجموعه های زیر ︸تعداد ︷︷ ︸
ناشمارا

= N متناهͬ مجموعه های زیر ︸تعداد ︷︷ ︸
شمارا

+N نامتناهͬ مجموعه های زیر تعداد

مجموعه ی دو اجتماع که کرده ایم ثابت قبلا́ زیرا .ℵ٠ با نیست برابر N نامتناهͬ مجموعه های زیر تعداد بنابراین

نامتناه̞ͬ زیرمجموعه های دقیق تعداد تعیین برای نیست. شمارا بالا در چپ سمت مجموعه ی و شماراست، شمارا،

نیازمندیم. زیر لم به N

.|A∪B| = |B| آنگاه .A∩B = ∅ و باشد دلخواه نامتناهͬ مجموعه ی ͷیB و باشد Aشمارا کنید فرض .٢٠١ لم

آنگاه باشد دلخواه نامتناهͬ کاردینال ͷی κ اگر دیͽر بیان به

κ+ ℵ٠ = κ

ویژه طور به پس

٢ℵ٠ + ℵ٠ = ٢ℵ٠

است. استوار انتخاب اصل بر بالا لم که کنید توجه

زیرمجموعه ی ͷی شامل B کرده ایم، ثابت پیش جلسات در آنچه بر بنا است، نامتناهͬ B که آنجا از اثبات.

است. A′ شمارای

داریم: هستند شمارا دو هر A,A′ که آنجا از

A ∪ A′ ∼= A′
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پس

A ∪B = (A ∪ A′) ∪ (B − A′) ∼= A′ ∪ (B − A′) ∼= B

که گفتیم

N مجموعه های زیر ︸تعداد ︷︷ ︸
٢ℵ٠

= N متناهͬ مجموعه های زیر ︸تعداد ︷︷ ︸
ℵ٠

+N نامتناهͬ مجموعه های زیر ︸تعداد ︷︷ ︸
?

باشد، κ مانند ٢ℵ٠ از غیر کاردینالͬ آنها تعداد اگر (زیرا است. ٢ℵ٠ با برابر N نامتناهͬ مجموعه های زیر تعداد پس

ͬ شود.) م κ نیز بالا جمع حاصل آنگاه

دارند؟ وجود دیͽری اندازه های چه ٢ℵ٠ و ℵ٠ از غیر .١١ سوال

اعضای تعداد از همواره دلخواه، مجموعه ی ͷی های زیرمجموعه تعداد دارد: نیز دیͽری زیبای قضیه ی کانتور

ثابت قبلا́ κ = ℵ٠ برای را گفته (این .٢κ > κ آنگاه باشد، دلخواه کاردینال ͷی κ اگر دیͽر بیان به است. بیشتر آن

است: موجود شده داده نامتناهͬ ͷی از بزرگتر نامتناه̞ͬ ͷی همواره بدینسان کرده ایم.)

ℵ٠ < ٢ℵ٠ < ٢٢ℵ٠
< ٢٢٢ℵ٠

< . . .

.|P (X)| ≩ |X| همواره (کانتور). ٢٠٢ قضیه

است. ͷی به ͷی زیر تابع زیرا |٢X | ⩾ |X| اولا˟ اثبات.

f : X → P (X)

n→ {n}

|X| ̸= دیͽر بیان به ندارد. وجود P (X) و X بین پوشایی و ͷی به ͷی تابع هیچ که ͬ کنیم م ثابت ادامه ی در

.|P (X)|

شده داده بالا صورت به g تابع کنید فرض نیست. پوشا g : X → P (X) تابع هیچ که ͬ کنیم م ادعا ͬ تر کل طور به

ͬ پوشاند: نم را زیر مجموعه ی g که ͬ کنیم م ادعا باشد.

P (X) ∋ A = {x ∈ X|x /∈ g(x)}

که طوری به است موجود t٠ ∈ X عنصر آنگاه باشد، پوشا g تابع اگر

g(t٠) = A

g تابع که ͬ دهد م نشان تناقض این .t٠ ∈ g(t٠) آنگاه t٠ /∈ g(t٠) اگر و t٠ ̸∈ g(t٠) آنگاه t٠ ∈ g(t٠) اگر حال

باشد. پوشا ͬ تواند نم
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که کردیم ثابت

|X مجموعه های زیر ︸|تعداد ︷︷ ︸
|٢X |

≩ |X|

به است؟ مقایسه قابل هم با نامتناهͬ مجموعه ی دو اندازه ی لزوماً آیا است این اندازه ها درباره ی دیͽر طبیعͬ سوال

از ͷی به ͷی تابعͬ یا و Y به X از ͷی به ͷی تابعͬ یا لزوماً آیا باشند، دلخواه مجموعه ی دو X,Y اگر دیͽر بیان

است؟ موجود X به Y

کنیم: ثابت را زیر مطالب توانست خواهیم درسهای در

که است نیاز زرن لم به این اثبات (برای |X| ⩽ |Y | یا |Y | ⩽ |Y | یا آنگاه باشند مجموعه دو Y و X اگر .١

است). شده پرداخته بدان بعدی فصل در

آنگاه باشند) مجموعه سایز دو (یعنͬ باشند کاردینال دو λ و κ اگر .٢

κ+ λ︸ ︷︷ ︸
|X∪Y |

= κ · λ︸︷︷︸
|X·Y |

= max{κ, λ}

محتاجیم. زرن) لم (بالاخص آن معادلهای و انتخاب اصل از بهتری درک به نوشته ایم بالا در آنچه اثبات برای

تمرین چند

برای فصل، این در آنها حل برای تلاش حال، این با شده اند. گفته پاسخ آینده فصلهای در زیر تمرینهای از برخͬ

است. مفید بسیار درس مطالب درک

.|Q| = |N| که دهید نشان برنشتاین  ــ شرودر قضیه ی از استفاده با .١٣٢ تمرین

که دهید نشان .١٣٣ تمرین

N× R ∼= R

R× R ∼= R

شماراست. حقیقͬ، اعداد در مجزا دو به دو بازه های تعداد که دهید نشان .١٣۴ تمرین

شماراست. طبیعͬ اعداد از متناهͬ دنباله های تعداد که دهید نشان .١٣۵ تمرین

موجود گویا اعداد در ضرایب با f چندجمله ای ͷی هرگاه ͬ گوئیم م جبری عدد ͷی را x ∈ R عدد .١٣۶ تمرین

شماراست. جبری اعداد تعداد که دهید نشان .f(x) = ٠ که طوری به باشد،

باشند. نداشته اشتراکͬ هم با ایندو و باشد ٢ℵ٠ با برابر A,B مجموعه های اندازه ی که کنید فرض .١٣٧ تمرین

است. ٢ℵ٠ با برابر A ∪B اندازه ی که دهید نشان
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که دهید نشان Y ∩ Z = ∅ آن در که X, Y, Z دلخواه˼ مجموعه های برای .١٣٨ تمرین

XY ×XZ ∼= XY ∪Z

(XY )Z ∼= XY×Z

متناهͬ مجموعه های درباره ی بیشتر سخنͬ ١٢ . ٣

مختلف اندازه های نیز ͬ ها نامتناه که فهمیدیم گفتیم. سخن بسیار نامتناهͬ مجموعه های درباره ی قبل جلسات در

مجموعه ی هم اندازه ی نامتناهͬ، کوچͺترین که فهمیدیم ͬ شود. م پیدا هم بزرگتر نامتناهͬ ͷی نامتناهͬ، هر از و دارند

فرضیه ی و نیست دانسته هنوز چیست، طبیعͬ اعداد اندازه  ی از بعد نامتناهͬ اولین اندازه ی که این است. طبیعͬ اعداد

هم اندازه ی طبیعͬ، اعداد از بزرگتر نامتناهͬ اولین که است این بیانگر پیوستار فرضیه ی است. باره همین در پیوستار

است. حقیقͬ اعداد

کنیم. صحبت متناهͬ درباره ی هم کمͬ ͬ خواهیم م جلسه این در

متناهͬ مجموعه های ١٢ . ٣ . ١

که طوری به باشد موجود n عدد هرگاه ͬ نامیم م متناهͬ را A مجموعه ی

A ∼= {٠, ١, ٢, . . . , n− ١}

اگر تنها و اگر است متناهͬ A مجموعه ی انتخاب) اصل پذیرش (درصورت .٢٠٣ توجه

|A| ≨ ℵ٠

از که مجموعه ای هر و است طبیعͬ اعداد هم اندازه ی نامتناهͬ، مجموعه ی اولین که است این بیانگر بالا توجه

است. متناهͬ باشد، کوچͺتر اکیداً طبیعͬ اعداد مجموعه ی

.|A| ⩾ ℵ٠ یعنͬ شماراست. مجموعه ای زیر دارای A آنگاه باشد نامتناهͬ A اگر که کردیم ثابت قبلا اثبات.

آنگاه باشد پوشا تابعͬ f : A→ B و دلخواه مجموعه ی ͷی B و باشد متناهͬ مجموعه ی ͷی A اگر .٢٠۴ قضیه

.|B| ⩽ |A| و است متناهͬ نیز B

.|B| ⩽ |A| = ٠ یعنͬ .B = Aپس∅ = ∅ آنگاه |A| = ٠ اگر ͬ کنیم. م ثابت |A|روی استقراء با را حͺم اثبات.

باشد. پوشا f : A′ → B تابع و |A′| = n + ١ که کنید فرض باشد. درست |A| = n برای حͺم کنیم فرض

استقراء فرض به بنا ͬ پوشاند. م را B−{f(x)} تمام f(A′−{x}) که ͬ دانیم م بͽیرید. نظر در را x ∈ A′ عنصر

دیͽر بیان به |B − {f(x)}| ⩽ |A′ − {x}|

|B| − ١ ≤ |A| − ١
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داریم نتیجه در و

|B| ⩽ |A′|

است. ͷی به ͷی f آنگاه باشد، پوشا f : B → A و |A| = |B| و باشند متناهͬ B و A اگر .٢٠۵ لم

که طوری به باشند موجود x١, x٢ ∈ B عناصر و نباشد ͷی به ͷی f کنید فرض اثبات.

f(x١) = f(x٢) = y ∈ A

قبل لم به بنا پس پوشاست. A− {y} به B − {x١, x٢} از f تابع که ͬ دانیم م

|A− {y}| ⩽ |B − {x١, x٢}|

یعنͬ

|A| − ١ ⩽ |B| − ٢

بنابراین

|A| ⩽ |B| − ١

است. متناقض |A| = |B|فرض با نتیجه این و

ͷی f : A→ B کنید فرض باشند. متناهͬ مجموعه ی ͷی B و دلخواه مجموعه ی ͷی A کنید فرض .٢٠۶ لم

.|A| ⩽ |B| و است متناهͬ نیز A آنگاه باشد. ͷی به ͷی تابع

پس B ⊇ f(A) که ͬ دانیم م نیز و است. ͷی به ͷی f تابع زیرا |A| = |f(A)| که ͬ دانیم م اثبات.

|B| ⩾ |f(A)| = |A|

پوشاست. f تابع آنگاه باشد ͷی به ͷی f : A→ B تابع و |A| = |B| و باشند متناهͬ B و A اگر .٢٠٧ نتیجه
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ͷی بودن پوشا هم اندازه، متناهͬ مجموعه ی دو بین برسیم: زیر جالب نتیجه ی به تا گفتیم را لمها این همه ی

معادلند: هم با آن بودن ͷبه ی ͷی و تابع

معادلند: هم با زیر موارد باشند متناهͬ B و A و |A| = |B| اگر .٢٠٨ نتیجه

پوشاست. f : A→ B تابع .١

است. ͷی به ͷی f : A→ B تابع .٢

است. سوئͬ دو f : A→ B تابع .٣

به ͷی تابعͬ B به A از همانͬ تابع (زیرا است. متناهͬ هم A آنگاه A ⊆ B و باشد متناهͬ B اگر .٢٠٩ نتیجه

است). ͷی

بالا). جمله ی نقیض (عکس̞ است. نامتناهͬ B آنگاه B ⊇ A و باشد نامتناهͬ A اگر .٢١٠ نتیجه

آنگاه باشد تابع ͷی f : A→ B و |B| ⩽ |A| و باشند متناهͬ B و A اگر کبوتری) لانه ی (اصل .٢١١ نتیجه

∃x١, x٢ ∈ A f(x١) = f(x٢).

.

آورده ایم. زیر در را آنها از تا چند کرد. ثابت متناهͬ مجموعه های برای زیادی شمارشͬ اصول ͬ توان م استقراء با

باشند متناهͬ B و A اگر .٢١٢ توجه

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| .١

هر برای کرد: ثابت ͬ توان م آسانͬ به نیز احتمال و آمار شمارشͬ اصول با را (این |A× B| = |A| × |B| .٢

داریم) انتخاب |B| اندازه ی به A در عضو

ͬ خواهیم م که داریم جعبه |A| اندازه ی به کرد. ثابت ͬ توان م احتمال اصول با نیز را (این |AB| = |A||B| .٣

ͬ دهیم. م نشان را A به B از توابع همه ی مجموعه ی AB با که ͬ کنم م یادآوری کنیم.) پر B عناصر با را آنها

یا و است موجود نظر مورد زیرمجموعه ی در یا داریم، حالت دو A در عنصر هر (برای |P (A)| = ٢|A| .۴

ͬ آوریم). م دست به زیرمجموعه ٢|A| بنابراین نیست،

آورده ام: زیر در را فصل این مطالب مهمترین از خلاصه ای

ناشمارا. یا و هستند شمارا یا نامتناهͬ مجموعه های نامتناهͬ. و متناهͬ دسته اند: دو مجموعه ها •
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ͷی زیرمجموعه های تعداد کانتور، قضیه ی به بنا دارد. وجود بزرگتر مجموعه ای مجموعه ای، هر از •

است. بی کران مجموعه ها نظریه ی جهان پس است. بزرگتر مجموعه آن خود اندازه ی از مجموعه

شماراست. شمارا مجموعه ی شمارا اجتماع •

.X ∼= Y آنگاه Y ≤ X و X ≤ Y اگر •

و ͷی و صفر از شده ساخته شمارای دنباله های تعداد با است برابر طبیعͬ اعداد زیرمجموعه های تعداد •

حقیقͬ. اعداد تعداد با است برابر
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١٣ فصل

خوشترتیبی اصل و زرن لم انتخاب، اصل

نیفزود وحشتم جز رفتم که طرف هر از

بی نهایت راه وین بیابان زین زینهار

حافظ

دیͽری اصول با را انتخاب اصل ͬ توان م فرانکل، زرملو اصول در که کنیم ثابت که است این بخش این در هدفمان

ͬ ماند. م باقͬ اندازه همان به اصول این قدرت و کرد جایͽزین

انتخاب اصل

تعداد به اگر شویم: آشنا اصل این از مختلف بیان چند با است خوب دیده ایم. قبل جلسات در را انتخاب اصل

انتخاب عنصری مجموعه ها این از ͷی هر از که است موجود انتخاب تابع ͷی آنگاه باشیم، داشته مجموعه نامتناهͬ

f : I →
∪

i∈I Ai تابع ͷی آنگاه باشد ناتهͬ مجموعه های از نامتناهͬ خانواده ای {Ai}i∈I اگر دیͽر بیان به ͬ کند. م

دلخواه ناته̞ͬ مجموعه ی ͷی X اگر معادل بیان به .f(i) ∈ Ai داریم i ∈ I هر برای که طوری به است موجود

موجود X به P (X) − {∅} از f مانند تابعͬ آنگاه باشد. آن مجموعه های زیر همه ی مجموعه ی P (X) و باشد

.f(A) ∈ A داریم A ∈ P (X) هر برای که طوری به است

P (X)
f→ X

f(A) ∈ A
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f(B) ∈ B

f(C) ∈ C . . .

که کنید توجه .Πi∈IAi ̸= ∅ آنگاه باشد ناتهͬ مجموعه های از نامتناهͬ خانواده ای {Ai}i∈I اگر دیͽر بیان به باز

داریم: مجموعه، نامتناهͬ حاصلضرب تعریف طبق

(xi)i∈I ∈ Πi∈IAi ⇐⇒ ∀i xi ∈ Ai

ͷی آنگاه باشد،  ناتهͬ مجموعه های از متشͺل مجموعه ی ͷی x اگر است: صورت بدین انتخاب اصل دیͽر بیان و

.∀y ∈ x f(y) ∈ y که طوری به است موجود f : x→
∪
x تابع

شد ثابت بعدها اما بود، شده ارائه  خوش ترتیبی) اصل (یا انتخاب اصل جایͽزین اصلͬ عنوان به ابتدا در زرن، لم

لم و ͬ شود م نتیجه اصول باقͬ و زرن لم از انتخاب اصل یعنͬ است. انتخاب اصل معادل واقع در اصل این که

در آن کاربرد که است گونه ای به زرن لم فرمول بندی حال، این با ͬ شود. م نتیجه اصول باقͬ و انتخاب اصل از زرن

نیازمند زرن، لم بحث به ورود برای است. انتخاب اصل از مشهودتر بسیار جبر، بالاخص ریاضͬ، شاخه های بسیاری

هستیم. بعدی بخش مقدمات

مرتب مجموعه های

معمولا˟ باشد. متعدی و پادتقارنͬ Rانعکاسͬ، هرگاه ͬ خوانیم م ترتیبی رابطه ی ͷی Xرا مجموعه ی Rروی رابطه ی

مجموعه ی ͷی را (X,R) Xباشد، روی ترتیبی رابطه ی ͷیR اگر .x ⩽ y ͬ نویسیم م xRy جای به صورت این در

کنیم: بیان دقیق صورت به را تعریف بیایید ͬ خوانیم. م مرتب

هرگاه ͬ خوانیم م مرتب مجموعه ی ͷی ⩽ رابطه ی همراه به را X مجموعه ی .٢١٣ تعریف

∀x ∈ X x ⩽ x

∀x, y ∈ X x ⩽ y ∧ y ⩽ x→ x = y

∀x, y, z ∈ X x ⩽ y ∧ y ⩽ z → x ⩽ z

نیست. درست لزوماً آن در زیر جمله ی یعنͬ است جزئͬ مرتب (X,⩽) ͬ گوییم م وقتͬ

∀x, y ∈ X x ⩽ y ∨ y ⩽ x

نیستند. مقایسه قابل هم با لزوماً شده، داده عضو دو هر یعنͬ

اعضای که نیست این منظورمان ولͬ ͬ دهیم، م نشان ≤ علامت با را ترتیب رابطه ی ͷی معمولا˟ که کنید دقت

انعکاسͬ، ͬ های ویژگ دارای باید ≥فقط رابطه ی و باشند چیزی هر ͬ توانند م مجموعه اعضای هستند. عدد مجموعه،

باشد. تعدی و پادتقارنͬ
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ریاضͬ از شما که ترتیبی همان معمولش( ترتیب با طبیعͬ اعداد مجموعه ی یعنͬ ،(N,⩽) ساختارِ .٢١۴ مثال

زیرا است، مرتب مجموعه ی ͷی دارید) خاطر به مقدماتͬ

∀x x ⩽ x

∀x, y x ⩽ y ∧ y ⩽ x→ x = y

∀x, y, z x ⩽ y ∧ y ⩽ z → x ⩽ z

یعنͬ است. خطͬ) (یا تام طبیعͬ اعداد روی ترتیب .٢١۵ توجه

∀x, y ∈ N x ⩽ y ∨ y ⩽ x

هرگاه ͬ نامیم م تام) (مرتب خطͬ مرتب را (X,⩽) مرتب مجموعه ی .٢١۶ تعریف

∀x, y ∈ X (x ⩽ y ∨ y ⩽ x)

ͬ نامیم. م جزئͬ مرتب را (X,⩽) صورت این غیر در

است: درست زیر عبارت خطͬ مرتب مجموعه ی در هم و جزئͬ مرتب مجموعه ی در هم که کنید دقت

∀x, y (x ≤ y ∧ y ≤ x→ x = y)

جمله ی جزئͬ مرتب مجموعه ی در ولͬ است درست زیر جمله ی خطͬ مرتب مجموعه ی در که است این تفاوت ولͬ

نیست: درست لزوماً زیر

∀x, y (x ≤ y ∨ y ≤ x)

(یعنͬ نباشند مقایسه قابل هم با که شوند پیدا x, y عنصرِ دو است ممͺن جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی در یعنͬ

که کرد تجسم زنجیر ͷی صورت به ͬ توان م را خطͬ مرتب مجموعه ی نباشد). کمتر یا بیشتر دیͽری از ͷهیچی

باشد: نامتناهͬ است ممͺن

کرد: تجسم درختͬ صورت به ͬ توان م را جزئͬ مرتب مجموعه ی
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قابل x١ و x٢ عناصر ولͬ است، کمتر آنها از و است مقایسه قابل x٢ و x١ عناصر از ͷی هر با x٣ بالا شͺل در

با درخت پایین عنصر نیست. مقایسه قابل درخت راست سمت نقطه آخرین با x٢ همچنین نیستند. هم با مقایسه

نامتناهͬ پائين و بالا از ͬ تواند م بالا درخت که کنید دقت است. کمتر آنها همه ی از و مقایسه قابل عناصر همه ی

باشیم. داشته نیز لوزی شͺل آن از جاهائͬ در است ممͺن نیز و باشد

بͽیرید: نظر در را زیر رابطه ی طبیعͬ اعداد مجموعه ی روی .٢١٧ مثال

x
•
⩽↔ x|y

است. ترتیبی رابطه ی ͷی بالا رابطه ی دهید نشان .١٢ سوال

که ͬ دانیم م پاسخ.
..١ ∀x ∈ N x|x

..٢ ∀x, y ∈ N x|y ∧ y|x→ x = y

..٣ ∀x, y, z ∈ N x|y ∧ y|z → x|z

است. ترتیبی رابطه ی ͷی کردن) (عاد پس|

نیست. (تام) خطͬ فوق ترتیبی رابطه ی پس .٢|��١٣ زیرا ١٣
•

��⩽ ٢ همچنین و ١٣|��٢ زیرا ٢
•

��⩽ ١٣ داریم .٢١٨ توجه

بͽیرید. نظر در را زیر رابطه ی P (X) روی باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .٢١٩ مثال

A ⩽ B ⇐⇒ A ⊆ B

است. مرتب مجموعه ی ͷی (P (X),⊆) ادعا:

درستند: زیر عبارتهای که ͬ دانیم م پاسخ.

∀A ∈ P (X) A ⊆ A

∀A,B ∈ P (X) A ⊆ B ∧B ⊆ A→ A = B
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∀A,B,C ∈ P (X) A ⊆ B ∧B ⊆ C → A ⊆ C

است. ترتیبی رابطه ی ͷی فوق رابطه ی پس

آنگاه a ̸= b که باشد a, b عضو دو دارای X کنیم فرض

{a} ̸⊆ {b}

{b} ̸⊆ {a}

نیست. خطͬ مرتب (P (X),⊆) پس

دهید قرار باشند. مجموعه دو Y و X کنید فرض .٢٢٠ مثال

A = X به Y از جزئͬ توابع همه ی مجموعه ی

ͬ خواهیم م باشد. X از زیرمجموعه ای آن برد و Y از زیرمجموعه ای آن دامنه ی هرگاه Aاست در f تابع دیͽر بیان به

کنید تعریف .f, g ∈ A کنید فرض کنیم. تعریف ترتیبی ی رابطه ͷی A روی

f ⩽ g ⇐⇒ dom(f) ⊆ dom(g) ∧ g|dom(f) = f︸ ︷︷ ︸
توابع تحدید

تعمیمͬ g تابع و باشد g دامنه ی زیرمجموعه ی آن دامنه ی هرگاه است کمتر g تابع از f تابع گوئیم مͬ دیͽر بیان به

(یعنͬ باشد f تابع از

∀x ∈ dom(f) f(x) = g(x).

هرگاه است کمتر g تابع از f تابع دیͽر بیان به (

Γf ⊆ Γg

که ͬ کنم م یادآوری

Γ(f) = {(x, f(x)|x ∈ dom(f)}.

باشد زیر صورت به ͬ تواند م g آنگاه Γf = {(a, b), (c, d)} اگر مثلا́

Γg = {(a, b), (c, d), (h, k)}
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نیست. خطͬ لزوماً ولͬ است ترتیبی رابطه ی ͷی بالا رابطه ی که دهید نشان .١٣٩ تمرین

کنید: تعریف را زیر ترتیب {a, b, c, d, e} مجموعه ی روی .٢٢١ مثال

a ⩽ b, a ⩽ c , a ⩽ d, a ⩽ e

c ⩽ d, c ⩽ e

بͽیرید: نظر در را زیر ترتیبی رابطه ی دیͽر بیان به

{(a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (c, d), (c, e), (a, h), (d, h), (c, h)}

داد. نمایش درخت ͷی در بالا صورت به ͬ توان م را فوق رابطه ی

بیشینه) (یا ماکزیمم عنصر را a ∈ X عنصر باشد. مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .٢٢٢ تعریف

هرگاه ͬ خوانیم م

∀x ∈ X x ⩽ a

و است مقایسه قابل ماکزیمم عنصر با عنصری هر اولا˟ است: نهفته نکته دو ماکزیمم تعریف در که کنید دقت

اعضایش همه ی که نیست نیازی باشد داشته ماکزیمم مجموعه، ͷی که این برای است. کمتر آن از عنصری هر ثانیاً

باشند. مقایسه قابل هم با

زیرا است ماکزیمم ١٢ عدد ،({۴, ۶, ١٢}, |) ساختار در .٢٢٣ مثال

۴|١٢

۶|١٢

١٢|١٢

نیست. (بیشینه) ماکزیمم دارای خود، عادی ترتیب با طبیعͬ اعداد مجموعه ی .٢٢۴ مثال

است. ماکزیمم X مجموعه ی (P (X),⊆) در .٢٢۵ مثال
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داریم: نیز را بودن ماکزیمال نام به دیͽری مهم مفهوم جزئͬ مرتب مجموعه های در

(بیشینال) ماکزیمال عنصر ͷی را a ∈ X عنصر باشد. مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .٢٢۶ تعریف

ͬ خوانیم م

¬∃x ∈ X x > a

قابل عناصر همه ی با لزوماً ماکزیمال عنصر اما نیست. بیشتر ماکزیمال ازعنصر عنصری هیچ که: کنید دقت

است. کمتر آن از باشد، مقایسه قابل ماکزیمال عنصر با که عنصری هر نیست. مقایسه

نیست. مقایسه قابل b یا a زیرا خیر، است؟ ماکزیمم a عنصر ٢ شͺل در آیا .١٣ سوال

نیستند. ماکزیمم ͷی هیچ ولͬ هستند ماکزیمال {a, b, c, d, e, f} عناصر تمامͬ ٢ شͺل در

بنویسید. را زیر جمله های نقیض باشد. جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .١۴٠ تمرین

∀x ∈ X x ⩽ a

̸ ∃x ∈ X x ≥ a

است: زیر صورت به اول جمله ی نقیض پاسخ.

∃x ∈ X
(
x ⩾ a ∨

(
¬(x ⩽ a) ∧ ¬(x ⩾ a)

)︸ ︷︷ ︸
نیستند. مقایسه قابل

)

نیستند. ماکزیمم ͷی هیچ ولͬ هستند ماکزیمال ٩, ١۵, ٨ عناصر
(
{٣, ٩, ١۵, ٢, ۴, ٨}, |

)
در .٢٢٧ مثال

A برای بالا کران ͷی را a ∈ X عنصر .A ⊆ X و باشد مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .٢٢٨ تعریف

هرگاه ͬ خوانیم م

∀x ∈ A x ⩽ a

است. ماکزیمم عنصر a آنگاه a ∈ A اگر باشد. X − A در a است ممͺن بالا، تعریف در .٢٢٩ توجه
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A بالای کران های مجموعه ی .A = (٠, ١) دهید قرار بͽیرید. نظر در را (R,⩽) مرتب مجموعه ی .٢٣٠ مثال

با است برابر

{x ∈ R, ١ ⩽ x}

است. نشده واقع A در A بالای کران های از کدام هیچ بالا مثال در

a ∈ A و باشد A برای بالا کران ͷی a ∈ X و A ⊆ X و باشد مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) اگر .٢٣١ توجه

است. A ماکزیمم عنصر a آنگاه

X متناهͬ مجموعه های زیر همه ی مجموعه ی A کنید فرض بͽیرید. نظر در را (P (X),⊆) ساختار .٢٣٢ توجه

نیست. A در بالا کران این و است X خود مجموعه، این برای بالا کران تنها باشد.

نیست. بالا کران دارای اول اعداد مجموعه ی (N, |) در .٢٣٣ توجه

است: سودمند زرن لم فهم برای زیر مشاهده ی

نشان ͬ توان م آسانͬ به باشد. متناهͬ درخت ͷی X یعنͬ باشد؛ متناهͬ جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی X کنید فرض

یͺنقطه ی به تا کنیم طͬ را درخت شاخه های از ͷی هر است کافͬ است. ماکزیمال عناصر یا عنصر Xدارای که داد

یعنͬ باشد، نامتناهͬ مرتب مجموعه ی ͷی X اگر حال هستند. ماکزیمال شاخه، هر انتهای عناصر برسیم. انتهائͯ

ͷی زرن لم نیست. تشخیص قابل راحتͬ به آن در ماکزیمال عناصر وجود عدم یا وجود باشد، نامتناهͬ درخت ͷی

ͬ دهد. م دست به ماکزیمال عناصر وجود تشخیص برای ͷمح

X در زنجیر ͷی را A ⊆ X مجموعه ی باشد. جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .٢٣۴ تعریف

باشد. خطͬ مرتب (A,⩽) هرگاه ͬ نامیم م

امͺان داد. نمایش {xi}i∈N صورت به را آنها ͬ توان نم همیشه یعنͬ نیستند شمارا لزوماً زنجیرها که کنید توجه

مقایسه قابل هم با نظر مورد مجموعه ی عناصر همه ی که است این فقط مهم باشد. ناشمارا زنجیر ͷی اندازه ی دارد

باشند.
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زُرن لم ١٣ . ١

عنوان به لم این ابتدا در است. جبر علم در خصوصا ١ ریاضیاتͬ، اثباتهای بسیاری در قدرتمندی بسیار ابزار زرن لم

با یعنͬ است. معادل انتخاب اصل با لم این که شد ثابت بعدها اما بود شده ارائه انتخاب اصل برای جایͽزینͬ

بقیه ی و زرن لم از استفاده با نیز و ͬ شود م ثابت زرن لم مجموعه ها نظریه ی اصول سایر و انتخاب اصل از استفاده

ͬ نویسیم: م زیر صورت به را گفته این منطق در کرد. ثابت را انتخاب اصل ͬ توان م مجموعه ها نظریه ی اصول

ZF + Zorn ⊢ C(= Choice)

ZFC ⊢ Zorn

آینده ترم در را ریاضͬ منطق درس ͬ کنم م پیشنهاد هستند بالا علامتهای دقیق فهم به علاقه مند که دانشجویانͬ به

بͽیرند.

خواهیم را لم این کاربرد نمونه چند و کرد خواهیم ثابت زرن لم از استفاده با را انتخاب اصل درس ادامه ی در

«تْز˂» آلمانͬ، زبان در z که علت بدین ͬ نویسند؛ م تسرن صورت به کتابها، برخͬ در را «زُرن» که کنید توجه دید.

ͬ شود. م خوانده

از کنید فرض هستیم. جزئͬ مرتب مجموعه ی درون در که کنید فرض ͬ رسد: م زرن لم بیان به نوبت حال

که برسیم جائͬ به سرعت به دارد امͺان ͬ کنیم. م حرکت مجموعه داخل در زنجیر وار صورت به هستیم که نقطه ای

اوج ͷی و است ماکزیمال عنصر ͷی آنجا باشد. نداشته وجود بزرگتری عنصر دیͽر یعنͬ دهیم؛ ادامه نتوانیم دیͽر

است. قله

امͺان است. بزرگتر زنجیر عناصر همه ی از که بینیم دور از را عنصری ولͬ نبینیم را مسیر انتهای دارد امͺان ولͬ

باز ولͬ دارد، ادامه راه که ببینیم رسیدیم نقطه آن به وقتͬ شاید اما است! خوب این و باشد آنجا زنجیر انتهای دارد

اصلͬ قله ی را نقطه ای و ͬ کنیم م کوه نوردی که زمانͬ مثل دقیقاً  ببینیم. عناصر همه ی از بزرگتر را چیزی دور از دوباره

ͬ گوید م ما به زرن لم است. مانده اصلͬ قله ی تا زیادی راه هنوز که ͬ بینیم م ͬ رسیم م بدان وقتͬ ولͬ ͬ کنیم م تصور

به پایان بی زنجیری مجموعه ͷی داخل در که است این بیانگر زرن لم واقع در رسید! خواهیم پایان به بالاخره که

است: گفته این از تر کلͬ کمͬ است، آمده زیر در که بیانͬ ندارد. وجود مجموعه ها همه ی دنیای طول

کران ͷی دارای A ⊆ X زنجیرِ هر اگر باشد. ناتهͬ جزئ̞ͬ مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .٢٣۵ قضیه

است. ماکزیمال عنصر ͷی حداقل دارای X آنگاه باشد، X در بالا

واقع در است. انتها دارای بالاست، کران دارای که زنجیری هر که نگفته ایم زرن لم در که کنید دقت .٢٣۶ توجه

نداشته وجود عنصری x از بعد اگر است. زنجیر ͷی نیز A ∪ {x} آنگاه باشد، A زنجیر برای بالا کران ͷی x اگر

دارد؛ ادامه ͬ توان م را A ∪ {x} زنجیر یعنͬ باشد داشته وجود عنصری اگر ولͬ است زنجیر انتهای x باشد، یعنͬ

بالاست. کران دارای زنجیر این هم باز ولͬ
قضیه ی (جبر)، ماکزیمال ایده آل وجود خطͬ)، (جبر برداری فضاهای برای پایه وجود دید: خواهید ریاضͬ درسهای در زودی به ١

غیره. و مدل) (نظریه ی فشردگͬ قضیه ی تابعͬ)، (آنالیز هان باناخ (توپولوژی)، قضیه ی تیخونوف
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ماکزیمال عنصر ͷی مساویِ یا کمتر X در عنصری هر که ͬ شود م نتیجه زرن لم از که دهید نشان .١۴١ تمرین

رسید. خواهیم ماکزیمال عنصر ͷی به درخت شاخه ی هر از شروع با دیͽر بیان به است.

زرن لم شرایط حقیقͬ، اعداد ترتیب با حقیقͬ، اعداد از زیرمجموعه ای عنوان به (٠, ١) مجموعه ی آیا .١۴٢ تمرین

داراست؟ را

برخͬ گونه ای به باشد آن زیرمجموعه های درباره ی ویژگͬ ͷیK و باشد مجموعه ͷیX که کنید فرض .١۴٣ تمرین

اجتماع Kتحت ویژگ̞ͬ که کنید فرض همچنین باشند. نداشته برخͬ و باشند داشته Kرا ̞ ͬ Xویژگ زیرمجموعه های

آنگاه داراست، را K ̞ ͬ ویژگ کدام هر که باشند عناصر از گردایه ای {Aγ}γ∈Γ اگر دیͽر بیان به باشد؛ بسته دلخواه

مجموعه ای یعنͬ دارد؛ Kوجود ویژگ̞ͬ با ماکزیمال مجموعه ی ͷی که دهید نشان باشد. دارا Kرا ویژگ̞ͬ نیز
∪
Aγ

داراست. را K ویژگ̞ͬ که ͬ شود نم پیدا بزرگتر آن از مجموعه ای هیچ و داراست را K ویژگ̞ͬ که دارد وجود

انتخاب اصل از استفاده با زُرن لم̧ اثبات ١٣ . ٢

مفهوم به آن در که نوشته ام لم این برای اثباتͬ درس این در ولͬ است، ساده اردینالها ابزار از استفاده با زرن لم اثبات

است. نشده اشاره مستقیم طور به اردینال

صورت به زرن لم اثبات کلͬ ایده ی ͬ پردازم. م انتخاب اصل بودن درست فرض با زرن، لم اثبات به ادامه در

ماکزیمالͬ عنصر هیچ زرن، لم شرایط داشتن عین در ،X مجموعه ی اگر یعنͬ نباشد، درست زرن لم اگر است. زیر

عنصری آن از یعنͬ نیست؛ ماکزیمال عنصر این کنیم، انتخاب را x٠ ∈ X لخواه˼ د عنصرِ ͷی اگر آنگاه باشد، نداشته

پس ͬ شود. م پیدا x١ مانند بزرگتر

x٠ < x١

داریم: زیر مانند زنجیری ترتیب بدین ͬ شود؛ م پیدا بزرگتر آن از عنصری پس نیست ماکزیمال نیز x١ خودِ اما

x٠ < x١ < x٢ < . . .

قرار مرتبه شمارا از پس حتͬ زنجیر، این انتهای در که ندارد وجود عنصری هیچ ͬ شود. نم ختم اینجا در کار اما

مجموعه  چه هر از ساخت، طریق بدین ͬ توان م که زنجیری طول پس دارد. وجود هم بزرگتر عنصر آن از زیرا بͽیرد؛

پیش اثبات زیرا باشید آماده  البته کرده ام. دقیق را اثبات این ادامه در است. تناقض ͷی این و است بیشتر دارد، وجود
٢ نیست! آسانͬ اثبات رو

داراست. را زرن لم در شده ذکر شرایط که باشد مجموعه ͷی X و باشد درست انتخاب اصل کنید فرض

X در A زنجیرِ هر برای انتخاب، اصل از استفاده با بالاست. کران ͷی حداقل دارای X در زنجیر هر که ͬ دانیم م

ͬ کنیم. م انتخاب xA بالای کرانِ ͷی

مشاهده  دقیق طور به درس فیلمهای در را اثبات ͬ تواند م علاقه مند خواننده ی کرده ام، رها تمرین عنوان به را اثبات از مهمͬ ٢بخشهای

کند.
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اگر مثلا́ دارند. زیر صورت به ساختاری زنجیرها این هستیم. علاقه مند زنجیرها از خاصͬ نوع به ادامه در

زنجیرِ برای ما نظر مورد انتخاب تابع که است بالائͬ کران همان x٣ آنگاه باشد، زنجیر از بخشͬ x١ < x٢ < x٣

انتخاب x١ عضویِ تک زنجیر برای ما انتخاب تابع که است بالائͬ کران همان x٢ و است کرده انتخاب x١ < x٢

نظر در را c ∈ X عنصرِ ͷی ابتدا کرده ام. دقیقتر را گفته این زیر در ͬ نامیم. م مطلوب را زنجیری چنین است. کرده

بͽیرید.

باشد: زیر ͬ های ویژگ دارای هرگاه بنامید مطلوب زنجیر ͷی را A زنجیرِ

.c = minA •

باشد. ابتدا عنصر دارای A از زیرمجموعه هر •

انتخاب انتخابمان تابع که بالائͬ کران همان باشد؛ زنجیر این قبلͬ عناصر بالای کران زنجیر، این در عنصر هر •

است. کرده

هستند: جالبی ͬ های ویژگ دارای مطلوب زنجیرهای

است. مطلوب زنجیر ͷی نیز A ∩B آنگاه باشند مطلوب زنجیر دو A,B اگر .١۴۴ تمرین

A ⊆ B یا صورت این در که دهید نشان باشند. مطلوب زنجیر A,Bدو که کنید فرض سخت). (نسبتاً ١۴۵ تمرین

.B ⊆ A یا

یعنͬ: است؛ B ابتدائ̞ͬ بخش ͷی A آنگاه باشند مطلوب زنجیر دو A ⊆ B اگر سخت). (نسبتاً ١۴۶ تمرین

∀x ∈ A {y ∈ A|y < x} = {y ∈ B|y < x}.

ͬ نویسیم م زنجیری چنین دو برای ͬ کنم. م تعریف ترتیب ͷی مطلوب زنجیرهای مجموعه ی روی بالا، تمرین به بنا

A ≤ B

هرگاه

A ⊆ B.

که دهید نشان باشد، مطلوب زنجیرهای از شمول) ترتیب (با زنجیر ͷی {Ai}i∈I که کنید فرض .١۴٧ تمرین

است. مطلوب زنجیر ͷی خود˂ نیز
∪

i∈I Ai

به ͬ دهد. م زنجیر ͷی تشͺیل خود ١۴۵ تمرین̞ به بنا مطلوب، زنجیرهای همه ی مجموعه ی که کنید دقت اما

مجموعه ی برای شده ذکر شرایط به بنا پس است. زنجیر ͷی خود مطلوب، زنجیرهای همه ی اجتماع خاص طور

و است ماکزیمال عنصر ͷی باشد، زنجیر خودِ در بالا کران این اگر است. X در بالا کران ͷی دارای زنجیر این X

مطلوب زنجیر به زنجیر این به کردن اضافه با آنگاه نباشد زنجیر خودِ در بالا کران این اگر اما ͬ شود. م ثابت قضیه

است. مطلوب زنجیرهای همه ی اجتماع ما زنجیر که است فرض این با متناقض این و ͬ رسیم م بزرگتری
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زرن لم از استفاده با انتخاب اصل اثبات ١٣ . ٣

ͬ شود. م نتیجه زُرن لم از انتخاب اصل .٢٣٧ قضیه

کنم: یادآوری را انتخاب اصل دیͽر بار ͷی بͽذارید

است موجود f : I →
∪
Ai تابع ͷی آنگاه باشد، ناتهͬ مجموعه های از خانواده ای {Ai}i∈I اگر انتخاب. اصل

که طوری به

∀i ∈ I f(i) ∈ Ai

همچنین نداریم. انتخاب اصل به Aنیازی در عنصر ͷی انتخاب برای باشد ناتهͬ مجموعه ی ͷیA اگر .٢٣٨ توجه

نداریم. انتخاب اصل به نیازی ai ∈ Ai عناصرِ انتخاب برای باشد، مجموعه ها از متناهͬ خانواده ای {Ai}i=١,...,n اگر

است. نیاز اصل این به است نامتناهͬ نظر مورد خانواده ی که وقتͬ تنها

صورت بدین اثبات خلاصه ی ͬ شود. م نتیجه زُرن لم از چͽونه انتخاب اصل که کرده ایم ثابت زیر در .٢٣٩ توجه

،
∪
Ai به I از انتخاب تابع ͷی کردنِ پیدا برای باشد. مجموعه ها از خانواده ای {Ai}i∈I که کنید فرض است.

تابع ͷی زرن لم̧ از استفاده با سپس و ͬ کنیم م تعریف جزئͬ ترتیب ͷی انتخاب جزئ̞ͬ توابع همه ی مجموعه ی روی

بود. خواهد ما نیاز مورد انتخابِ تابع همان که ͬ کنیم؛ م پیدا ماکزیمال انتخاب

بͽیرید. نظر در را زیر مجموعه ی باشد. درست زُرن لم کنید فرض .٢٣٧ قضیه ی اثبات

A = {(f, J)|J ⊆ I و است تابع ͷی f : J →
∪
i∈I

Ai و ∀j ∈ J f(j) ∈ Aj}

شده اند). نوشته دامنه شان همراه به (که است انتخاب جزئ̞ͬ توابع̧ همه ی مجموعه ی A دیͽر بیان به

A ̸= ∅ ادعا:

است. A در زیر تابع .ai٠ ∈ Ai٠ کنید فرض .Ai٠ ̸= ∅ که آنجا از .i٠ ∈ I کنید فرض اثبات.

{i٠}
f→
∪

Ai٠

i٠ 7→ ai٠

دیͽر بیان به

(f, {i٠}) ∈ A

ادعا اثبات پایان

ͬ کنیم: م تعریف را زیر ترتیب A روی
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انتخابهای و کند حفظ را f١ انتخابهای f٢ هرگاه ͬ خوانیم م بزرگتر f١ انتخابِ جزئ̞ͬ تابع̧ از را f٢ انتخابِ جزئͬ تابع̧

ریاضͬ: دقیقتر بیان به بیفزاید. آنها بر نیز دیͽری

(f١, J١) ⩽ (f٢, J٢) ⇐⇒ (J١ ⊆ J٢ ∧ f٢|J١ = f١)

دیͽر بیان به باز و

(f١, J١) ⩽ (f٢, J٢) ⇐⇒ J١ ⊆ J٢ ∧ ∀j ∈ J١ f١(j) = f٢(j)

دیͽر بیان به باز و

(f١, J١) ⩽ (f٢, J٢) ⇐⇒ Γf١︸︷︷︸
{(i,f١(i))|i∈J١}

⊆ Γf٢︸︷︷︸
{(i,f٢(i))|i∈J٢}

است). متعدی و پادتقارنͬ انعکاسͬ، (یعنͬ است. ترتیبی رابطه ی بالا رابطه ی که دهید نشان .١۴٨ تمرین

است. ناتهͬ مرتب مجموعه ی ͷیA مجموعه ی که دیدیم کنید) حل را بالا تمرین که این فرض (با اینجا تا پس

لم شرط در مجموعه این یعنͬ بالاست، کران ͷی دارای مجموعه ، این در زنجیر هر که ͬ دهیم م نشان ادامه در حال

ͬ کند. م صدق زرن

زوج̧ دارد. بالا کران ͷی A در زنجیر این که ͬ کنیم م ادعا باشد. A در زنجیری {(fk, Jk)}k∈K کنید فرض

فرض است. یادشده زنجیر بالای کران زوج، این که ͬ کنیم م ادعا و ͬ کنیم م معرفͬ زیر صورت به را (h, L) ∈ A

صورت به تابع این ضابطه ی که کنید فرض همچنین است.
∪
Jk مجموعه ی آن، دامنه ی که باشد تابع ͷی h کنید

باشد: زیر

x ∈ Jk ⇒ h(x) = fk(x)

.(fk, Jk) ≤ (h, L) داریم یادشده زنجیر در (fk, Jk) تابع̧ هر برای و (h, L) ∈ A که دهید نشان .١۴٩ تمرین

فرض است. ماکزیمال عنصر ͷی دارای A زُرن، لم به بنا پس داراست. را زرن لم از استفاده شرایط A پس

که کنیم ثابت است کافͬ باشد. A ماکزیمالِ عنصر (P,Q) کنید

Q = I

تابع ͷی P : I →
∪
Ai تابع A تعریفِ نحوه ی به بنا و (P,Q) ∈ A که آنجا از شود، ثابت بالا عبارت اگر

بود. خواهد انتخاب

داریم باشد. دلخواهͬ عنصر ai ∈ Ai کنید فرض .i ∈ I −Q و Q ̸= I کنید فرض

P ∪ {(i, ai)}︸ ︷︷ ︸
R

∈ A

و

P ≨ R

است. متناقض P بودن ماکزیمال با این و
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انتخاب اصل که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد، درست زرن لم کنیم فرض کنیم. مرور را اثبات دیͽر بار ͷی بیایید

هستیم.
∪
Ai به I از انتخاب تابع ͷی دنبال به و باشد مجموعه ها از خانواده ای {Ai}i∈I کنیم فرض است. درست

ͬ گیریم. م نظر در را زیر مجموعه ی نخست

A = {(f, J)|J ⊆ I, ∀j ∈ J f(j) ∈ Aj و است تابع ͷی f : J →
∪
i∈I

Ai}

ناتهͬ مجموعه ی ͷی بالا مجموعه ترتیب، آن با که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م تعریف ترتیب ͷی بالا مجموعه ی روی

شرایط در بالا مجموعه ی پس بالاست، کران ͷی دارای ترتیب آن با زنجیر هر که ͬ دهیم م نشان سپس است. مرتب

پی  در که است انتخابی تابع همان مجموعه، این ماکزیمال عنصر دارد. ماکزیمال عنصر پس ͬ کند، م صدق زرن لم

هستیم. آن

مقایسه اند؛ قابل هم با همیشه طبیعͬ اعداد که ͬ دانیم م ͬ برم. م پایان به زیبا خیلͬ قضیه ی ͷی با را درس از بخش این

نام به جدیدی اعداد با گذشته درسهای در .n ≤ n یا m ≤ m یا همواره باشند طبیعͬ عدد دو m,n اگر یعنͬ

u = card(A) و باشند کاردینال دو u, v اگر که گفتیم کردیم. تعریف ترتیب ͷی آنها برای و شدیم آشنا کاردینالها

از است طبیعͬ حال باشد. موجود B به A از ͷی به ͷی تابع ͷی هرگاه u ≤ v ͬ گوییم م آنگاه v = card(B) و

لزوماً آیا باشند مجموعه دو A,B اگر دیͽر بیان به مقایسه اند؟ قابل هم با کاردینال دو لزوماً آیا که بپرسیم خودمان

زرن) لم نتیجه ی (در بالا سوال پاسخ A؟ به B از ͷی به ͷی تابعͬ یا است موجود B به A از ͷی به ͷی تابعͬ یا

است. مثبت

.Y ⩽ X یا X ⩽ Y یا آنگاه باشند. دلخواه ناتهͬ مجموعه ی دو Y و X کنید فرض .٢۴٠ قضیه

دهید: قرار دیͽر بیان به بͽیرید؛ Y به X از ͷی به ͷی جزئͬ توابع تمامͬ از متشͺل را A مجموعه ی اثبات.

A = {(f, Z)|Z ⊆ X, است ͷی به ͷی تابع ͷی f : Z → Y }

کنید فرض علت: .A ̸= ∅ که کنید توجه

y٠ ∈ Y , z٠ ∈ X

دقیقتر بیان به است. A در f = {(z٠, y٠)} تابع آنگاه

(f, {z٠}) ∈ A

کنید. تعریف A روی را زیر ترتیب

(f١, Z١) ⩽ (f٢, Z٢) ⇐⇒ Γf١ ⊆ Γf٢

بالا، کران این که است A در بالا کران ͷی دارای زنجیر این آنگاه باشد A در زنجیری {(fj, Zj)}j∈J کنید فرض

کنید فرض است. ماکزیمال عنصر ͷی دارای Aپس است.
∪

Γfj گرافش که است تابعͬ قبل قضیه ی مشابه

P : Z → Y
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حͺم Z = X اگر باشد. ماکزیمال (P,Z) ∈ A کنید فرض دیͽر بیان به باشد. نظر مورد ماکزیمال عنصر

صورت این در زیرا است قضیه مطلوب این و است شده پیدا Y به X از P ِͷی به ͷی تابع یعنͬ است، شده اثبات

نیست. خارج حال دو از آنگاه Z ̸= X اگر .X ≤ Y

پوشاست. P یا .١

( ͬ پوشاند. نم را y ∈ Y عنصر P نیست.(مثلا پوشا P یا .٢

را P بودن ماکزیمال این و P ∪ {(x, y)} ∈ A حال .x ∈ X − Z کنید فرض نیست، پوشا P که حالتͬ در

ͬ کند. م نقض

.Y ⩽ X یعنͬ است؛ موجود X به Y از ͷی به ͷی تابع ͷی قبل قضایای به بنا آنگا باشد پوشا P اگر حال

اگر یعنͬ است؛ بسته زنجیرها اجتماع تحت که باشد مجموعه ها از خانواده ͷی A که کنید فرض .١۵٠ تمرین

آنگاه ،Ai ⊆ Aj داریم i < j ∈ I هر برای که طوری به باشد، A زیرمجموعه های از خانواده ای {Ai}i∈I
موجود مجموعه های از هیچͺدام سره ی زیرمجموعه ی که است مجموعه  ͷی Aحاوی که دهید نشان .

∪
Ai ∈ A

نیست. A در

ترتیبی خوش اصل ۴ . ١٣

در اصل این ͬ شوند. م ثابت آن از استفاده با بسیاری قضایای که است ریاضͬ مهم اصول از ͬͺی خوش ترتیبی اصل

را بقیه و کرد فرض اصل را اینها از ͬͺی ͬ توان م پس است. زُرن لم با معادل رو این از و انتخاب اصل معادل واقع

دانست. قضیه

همه ی که باشد مرتب مجموعه ی ͷی (یعنͬ باشد. خطͬ مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض .٢۴١ تعریف

ͷی دارای X از مجموعه زیر هر هرگاه است ترتیب خوش (X,⩽) ͬ گوییم م مقایسه اند). قابل هم با آن اعضای

باشد). داشته ابتدا عضو ͷی زیرمجموعه ای هر دیͽر بیان (به باشد ͬ موم مین

است. ترتیب خوش (N,⩽) .٢۴٢ مثال

(−∞, ٠) همچنین نیست. ͬ موم مین دارای (٠, ١) ⊆ Rبازه ی مثال برای نیست. ترتیب خوش (R,⩽) .٢۴٣ مثال

ندارد. ͬ موم مین

نزول̞ͬ دنباله ی هیچ اگروتنهااگر است خوش ترتیب (X,≤) که دهید نشان .١۵١ تمرین

x٠ > x١ > x٢ > . . .

است). انتخاب اصل به نیاز این اثبات (برای نشود پیدا X اعضای از
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کرد، Xتعریف روی ⩽X ترتیبِ ͷی ͬ توان م باشد. مجموعه ͷیX کنید فرض ترتیبی). خوش (اصل ٢۴۴ قضیه

باشد. ترتیب خوش (X,⩽) که طوری به

ترتیب ͷی ͬ توان م خوشترتیبی اصل به بنا ولͬ نیست؛ خوشترتیب خودش، معمولͬ ترتیب با R که کنید دقت

باشد. ترتیب خوش ترتیب، آن با که گرفت نظر در آن روی دیͽر

نتیجه تنها و نداریم را گفته این اثبات فرصت دوره این در است. معادل انتخاب اصل با خوشترتیبی اصل که گفتیم

ͬ کنیم. م اثبات است، تر ساده که را، خوشترتیبی اصل از انتخاب اصل شدن

ͬ شود. م نتیجه ترتیبی خوش اصل از انتخاب اصل .٢۴۵ قضیه

باشد. ناتهͬ مجموعه های از خانواده ای {Ai}i∈I کنید فرض باشد. درست ترتیبی خوش اصل کنید فرض اثبات.

.∀i ∈ I f(i) ∈ Ai که طوری به f : I →
∪
Ai تابع ͷی تعریف هدف.

(Ai,⩽i) که طوری به دارد وجود ⩽i ترتیب ͷیAi هر روی که ͬ دانیم م داریم، را ترتیبی خوش اصل که آنجا از

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را f تابع پس است. ترتیب خوش

f(i) = min
⩽i

Ai

مجموعه، هر از که گرفته ایم نظر در تابعͬ را انتخاب تابع خوشترتیبی، از استفاده با انتخاب اصل اثبات برای

ندارد. نیازی انتخاب اصل به وجودش و است ضابطه ͷی دارای انتخاب تابع دیͽر اینجا در ͬ دارد. برم را آن ͬ موم مین

اصل ͬ توان م زرن لم از استفاده با چͽونه که داده ایم نشان زیر در است. معادل زرن لم با همچنین خوشترتیبی اصل

کرد. ثابت را خوشترتیبی

ͬ دهد. م نتیجه را ترتیبی خوش اصل زُرن لم .٢۴۶ قضیه

اثبات.

زنجیر هر که طوری به باشد ناتهͬ و جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی (X,⩽) کنید فرض زُرن. لم یادآوریِ

است. ماکزیمال عنصرِ ͷی دارای X آنگاه باشد. X در بالا کران دارای A ⊆ X

باشد. دلخواه مجموعه ی ͷی Y و باشد درست زُرن لم کنیم فرض

باشد. ترتیب خوش مجموعه ی ͷی (Y,⩽Y ) که طوری به Y روی ترتیب ͷی تعریف هدف.

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را A مجموعه ی

A = {(B,⩽B)|.باشد ترتیب خوش مجموعه ی ͷی (B,⩽B) و B ⊆ Y }
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است. ناتهͬ A ادعا:

بͽیرید: نظر در را زیر ترتیب {y٠} روی .y٠ ∈ Y کنید فرض

y٠ ⩽ y٠

.A ̸= پس∅ است. A در بالا ترتیبِ همراه به {y٠} مجموعه ی

کنید: تعریف .A روی ترتیب ͷی تعریف دوم. قدم

(B١,⩽B١) ⩽A (B٢,⩽B٢) ⇐⇒ (B١ ⊆ B٢) ∧ باشد ⩽B١ ترتیب از گسترشͬ ⩽B٢∧

∧∀b١ ∈ B١∀b٢ ∈ B٢ b١ ≤B٢ b٢

یعنͬ

(B١ ⊆ B٢) ∧ ∀x, y ∈ B١ (x ⩽B١ y → x ⩽B٢ y)

∧∀b١ ∈ B١∀b٢ ∈ B٢ b١ ≤B٢ b٢

کنید فرض است. A در بالا کران دارای (A,⩽A) در زنجیر هر سوم. قدم

(B١,⩽B١) ⩽A (B٢,⩽B٢) ⩽A (B٣,⩽B٣) ⩽A . . .

است. A در بالا کران دارای زنجیر این ادعا: ٣ باشد. A در دلخواه زنجیر ͷی

کنید. تعریف را زیر ترتیب B روی B =
∪
Bi دهید قرار

x ⩽B y ↔ ∃i x, y ∈ Bi x ⩽Bi
y

یادشده زنجیر برای بالا کران ͷی (B,⩽B) که دهید نشان همچنین و (B,⩽B) ∈ A که دهید نشان .١۵٢ تمرین

است.

مینیموم ͷی دارای B از زیرمجموعه  هر که است این دادن نشان بالا تمرین سختِ قسمت که کنید توجه

i که است واضح C ⊆
∪
Bi که آنجا از بیابیم. را C ͬ موم̧ مین عنصر ͬ خواهیم م .C ⊆ B کنید فرض است.

که طوری به دارد وجود

C ∩Bi ̸= ∅.

است. ͬ موم مین عنصر ͷی دارای C ∩ Bi است، خوش ترتیب Bi که آنجا از پس C ∩ Bi ⊆ Bi که ͬ دانیم م

باشد. دلخواهͬ عنصر y ∈ C کنید فرض .t = minC که ͬ کنیم م ادعا باشد. t عنصر این نام کنیم فرض

.t ≤ y که دهیم نشان است کافͬ

گرفته ایم. شمارا را زنجیر سادگͬ، برای تنها اینجا و باشند ناشمارا ͬ توانند م ٣زنجیرها
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ها Bi که آنجا از .y ∈ Bi١ که طوری به دارد وجود i١ ∈ I که ͬ دانیم م y ∈ C ⊆
∪
Bi که آنجا از

کمتر Bi٠ عناصرِ تمام از Bi در عنصر هر آنگاه Bi ⊆ Bi٠ اگر .Bi٠ ⊆ Bi یا Bi ⊆ Bi٠ یا ͬ سازند، م زنجیر

عناصرِ تمام̧ از minC ∩ Bi رو این از و C ∩ Bi٠ ⊆ C ∩ Bi آنگاه Bi٠ ⊆ Bi اگر .t ≤ y پس است،

(.minN ≤ minM آنگاه M ⊆ N اگر که کنید (دقت است. کمتر y جمله از C ∩Bi٠

عنصر دارای (A,⩽A) زُرن لم به بنا . بالاست کران دارای (A,⩽A) در زنجیر هر بالا)  تمرین حل از (بعد پس

است. (C,⩽C) بنام ماکزیمال

.C = Y ادعا:

.y٠ ∈ Y − C کنید فرض ادعا: اثبات

∀c ∈ C y٠ ⩾ c کنید فرض Cو ′ = C∪{y٠} دهید قرار .A در (C,⩽C) از بزرگتر عنصر ͷی کردن پیدا هدف.

دارد. C بودن ماکزیمال با تناقض این و (C ′,⩽C′) ≩A (C,⩽C) و (C ′,⩽C′) ∈ A آنگاه

که کرد تعریف ترتیب ͷی ͬ توان م مجموعه ای هر روی که کردیم ثابت زرن لم از استفاده با بالا در که کنید دقت

کوچͺترین آنکه بی کردیم ثابت را ترتیب ͷی وجود تنها بالا، اثبات در باشد. خوشترتیب آن با نظر مورد مجموعه ی

در ͬ شوند. م ناشͬ زرن لم بالای توانائ̞ͯ از اثباتها نوع این بدهیم. دست به ترتیب این چͽونگͬ درباره ی ایده ای

شده اند. بنا زرن لم پایه ی بر همه که دید خواهید را فراوانͬ قضایای آینده) ترمهای در (احتمالا˟ جبری واحدهای

مجموعه ی ͷی A اگر اصل این به بنا که گفتیم کردیم. صحبت خوشترتیبی اصل درباره ی قبل جلسه ی در

باشد. خوشترتیب (A,⩽A) که طوری به کرد تعریف A روی ⩽A ترتیبی رابطه ی ͷی ͬ توان م آنگاه باشد دلخواه

مانند ͬ ای نامتناه نزول̞ͬ دنباله ی هیچ اگر تنها و اگر است ترتیب خوش (A,⩽) ساختار که دهید نشان .١۵٣ تمرین

نشود. یافت A اعضای از زیر دنباله ی

a١ ⩾A a٢ ⩾A a٣ ⩾A . . .

که کرده ایم ثابت اینجا تا
اصل انتخاب.... لم زرن.. ...اصل خوش ترتیبی..

ͬ شوند. م نتیجه دیͽری از کدام هر معادلند؛ هم با بالا اصل سه که داده ایم نشان واقع در

وارد ندارم قصد است. اُردینالها نام به مجموعه ها، نظریه ی در دیͽری مهم مقوله ی مقدمه ی خوشترتیبی اصل

نظریه ی و منطق درس در را آنها عمیقتر معرفͬ به ͬ دهم. م آنها درباره ی چند توضیحͬ ولͬ شوم، اردینالها مبحثِ

پرداخت. خواهم آینده ترم در مجموعه ها
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باشد. خوشترتیب ترتیب آن با که کرد فرض ترتیبی دارای ͬ توان م را مجموعه ای هر خوشترتیبی اصل بنا که گفتیم

بخشͬ B یا است B از آغازین بخشͬ A قضیه ای)یا به (بنا آنگاه باشند ترتیب خوش (B,⩽B) و (A,⩽A) اگر

است. A از آغازین

است: زیر عبارت است، B آغازین̞ بخش A که این از منظور

∃y ∈ B A = {x|x ⩽ y}

حاصل طریق این از که اعدادی به شدن اند. مرتب قابل هم سر پشت اعداد مانند همه خوشترتیب مجموعه های پس

نوشته ام. زیر در را اردینالها از برخͬ ͬ شود. م گفته اردینالها یا ترتیبی، اعداد ͬ شوند، م

٠, ١, ٢, . . . , ω, ω + ١, ω+٢, . . . , ω + ω, ω+ω+ω, . . . , ω.ω, ω.ω+١, . . . , ω.ω+ω, . . . , ω٣, . . . , ωω, . . .

کاردینالͬ لحاظ از آن، از بعد دیͽر اردینالهای بسیاری و ω, ω + ١, ω + ٢, . . . , ω + ω اردینالهای که کنید دقت

اما هستند. ℵ٠ با هم اندازه  همه، نشود، گرفته نظر در آنها روی ترتیب اگر دیͽر بیان به هستند. ℵ٠ با برابر همه

از ω + ١ پس است؛ بزرگتر ω عناصرِ همه ی از که است عنصری دارای ω + ١ ͬ آید، م میان به ترتیب پای وقتͬ

توان و ضرب و جمع هم آنها روی دارد: را خود مفصل داستان اردینالها حساب نیست. برابر ω با اردینالͬ لحاظ

دقیقتری تعریف زیر، در متفاوتند. کاملا́ کردیم تعریف کاردینالها برای که آنهائͬ با اعمال، این و ͬ شود م تعریف

کرده ام. ارائه اردینالها برای

ترتیبی̞ نوع دارای (یا هستند یͺسان اُردینال ͷی Y و X ͬ گوییم م باشند مجموعه دو Y و X اگر .٢۴٧ تعریف

گاه هر یͺسانند)

∃
پوشا و ͷی به ͷی

↑
f : (X,⩽X)→ (Y,⩽Y )

که طوری به

∀x, x′ ∈ X
(
x ⩽X x′ → f(x) ⩽Y f(x′)

)

اعضا ترتیب هم و باشند برابر آنها اعضای تعداد هم یعنͬ هستند، یͺسان ترتیبی نوع دارای مجموعه دو که این پس
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ͬ نامیم. م اُردینال ͷی را بالا رابطه ی کلاس هر که ͬ دهد م دست به هم ارزی رابطه ی ͷی بالا تعریف باشد. یͺسان

خواهم طبیعͬ اعداد بررسͬ به درس، این بخش آخرین عنوان به و ͬ گویم نم سخن اردینالها درباره ی این از بیش

پرداخت.

١٧۴



١۴ فصل

کاردینالها مرور

در که گفتیم کنیم. مرور سرعت به یادگرفته ایم کنون تا که را آنچه بیایید شویم، کاردینالها بحث وارد آنکه از پیش

نخست کار این برای کنیم. معرفͬ دوباره آن پایه ای و اولیه اصول از را ریاضͬ علم که است قرار ریاضͬ مبانͬ درس

شدیم: آشنا منطق نوع دو با است. منطق همان که نیازمندیم علم این زبان به

بولͬ) (جبر گزاره ها منطق .١

∧,∨,¬,→

جدول از استفاده با پیچیده تر گزاره های ارزش و هستند غلط و درست ارزش دارای تنها گزاره ها منطق، این در

ͬ شود. م مشخص ارزش

علامت دو افزودن از که محمولات) (منطق اول مرتبه ی منطق .٢

∀x∃y

پایه ی مجموعه ها)بر نظریه ی ویژه (به ریاضیات از مهمͬ بخش که گفتیم ͬ آید. م دست به گزاره ها منطق به

است. شده بنا منطق این

منشأ غیره و میدان گروه، رابطه ، تابع، مانند ریاضͬ پدیده های همه ی شدیم. مجموعه ها نظریه ی بحث وارد آن از پس

کند. معلوم مجموعه با نخست را خود تکلیف ͬ دان ریاض که است لازم بنابراین دارند. مجموعه ای نظریه ی

رویͺرد به رو این از ͬ کند. م دچار راسل تناقض به را ما مجموعه ها، برای ساده انگارانه شهودی تعریف که گفتیم

اصول از که است x, y, z, . . . متغیرِ ͷی مجموعه  رویͺرد، این در آوردیم. روی مجموعه ها برای اصل موضوعه ای

کردیم. معرفͬ ها مجموعه برای شده پذیرفته اصول عنوان به را زد اف سͬ اصول کند. پیروی مجموعه ها نظریه ی

ͬ شویم م متوجه اصل، این پذیرفتن محض به که گفتیم بود. نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل اصول، این از ͬͺی

ͬ خواهیم م درس ادامه ی در داشت. خواهند متفاوتͬ اندازه های نیز ͬ ها نامتناه باشد، داشته وجود نامتناهͬ اگر که

دهیم. توضیح بیشتر را گفته این
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اصلͬ اعداد یا کاردینالها ١ . ٠ . ١۴

ͬ کنیم. م تعریف را زیر رابطه ی مجموعه ها همه ی کلاس روی

X ∼= Y ⇐⇒ باشد. موجود Y به X از پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی

:∼= رابطه ی ͬ های ویژگ

.١

∀X X ∼= X

پوشاست. و ͷی به ͷی X به X از همانͬ تابع

.٢

∀X,Y (X ∼= Y → Y ∼= X)

پوشاست. و ͷی به ͷی f−١ : Y → X آنگاه باشد پوشا و ͷی به ͷی f : X → Y اگر

.٣

∀X, Y, Z (X ∼= Y ∧ Y ∼= Z ⇒ X ∼= Z)

ͷی به ͷی gof : X → Z آنگاه باشند. پوشا و ͷی به ͷی g : Y → Z و f : X → Y توابع کنید فرض

همه ی کلاس رابطه، این رو، این از است. هم ارزی رابطه ی ͷی ∼= رابطه ی پس کنید.) (ثابت پوشاست. و

ͬ کند: م افراز را مجموعه ها

. . . [Y ] [X] . . .

را بالا در کلاس هر و ͬ دهیم م نشان cardX با بالا هم ارزی رابطه ی در را X مجموعه ی هر کلاس .٢۴٨ تعریف

یعنͬ cardY با است برابر cardX بͽوئیم هرگاه پس ͬ نامیم. م کاردینال ͷی

X ∼= Y

هستند: زیر صورت به بالا رابطه ی هم ارزی کلاسهای

ͬ دهیم. م نشان ٠ با را آن که تهͬ مجموعه ی کلاس .١

ͬ دهیم. م نشان ١ با را آن که عضوی تک مجموعه های همه ی کلاس .٢

... .٣

ͬ دهیم. م نشان n با را آن که عضوی n مجموعه های همه ی کلاس .۴

ͬ دهیم. م نمایش ℵ٠ با را آن که N,Q مانند شمارا، مجموعه های همه ی کلاس .۵
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است. حقیقͬ اعداد هم اندازه ی مجموعه های کلاس بعدی، کلاس اولین باشد، درست پیوستار فرضیه ی اگر .۶

واقع متفاوت کلاسͬ در P (A) آنگاه باشد شده واقع کلاس ͷی Aدر اگر است. نامتناهͬ کلاسها این تعداد .٧

است.

کاردینالها حساب ١ . ٠ . ٢۴

و باشند کاردینال دو β و α کنید فرض آنهاست. روی ترتیب و اصلͬ اعمال بررسͬ کاردینالها، حساب از منظور

ͬ کنیم م تعریف .β = card(Y ) و α = card(X) کنید فرض

α ⩽ β ⇐⇒ ∃
ͷی به ͷی

↑
f : X → Y

زیر در ندارد. بستگͬ X, Y مجموعه های انتخاب با یعنͬ است؛ خوش تعریف بالا، در ترتیب رابطه ی که کنید دقت

کرده ایم. اثبات را گفته این

f : X → Y کنید فرض βو = card(Y ) = card(Y ′) αو = card(X) = card(X ′) کنید فرض اثبات.

است. ͷی به ͷی

X ′ ∼= X → Y ∼= Y ′

بنابراین

X ′ ≤ Y ′ ⇔ X ≤ Y.

کاردینالها ترتیب

داراست: را زیر ͬ های ویژگ یعنͬ است؛ ترتیبی رابطه ی ͷی واقعاً بالا در ≤ رابطه ی

.١

∀α α ⩽ α

.٢

∀α, β, γ (α ⩽ β ∧ β ⩽ γ → α ⩽ γ)

کنید فرض اثبات برای

α = card(X)

β = card(Y )

γ = card(Z)
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بͽیرید: نظر در را زیر دیاگرام و

برنشتاین) ــ کانتور (قضیه ی .α = β آنگاه β ⩽ α و α ⩽ β اگر .٣

کاردینالها جمع

آنگاه .X ∩ Y = ∅ و β = card(Y ) ، α = card(X) کنید فرض باشند. کاردینال دو α, β کنید فرض

ͬ کنیم: م تعریف

α + β = card(X ∪ Y )

ندارد. بستگͬ X,Y انتخاب به نیز بالا تعریف که کنید دقت

که کرده ایم ثابت گذشته جلسات در .١

ℵ٠ + n = ℵ٠

ℵ٠ + ℵ٠ = ℵ٠

[n] + [m] = n+m

ندارد. ماکزیمم زیر مجموعه ی .α = n که طوری به ∃n ∈ N آنگاه α ≨ ℵ٠ اگر .٢

{α|α ≨ ℵ٠}

ͬ نامیم. م نامتناهͬ را α آنگاه α ⩾ ℵ٠ اگر و متناهͬ را α آنگاه α < ℵ٠ اگر

کاردینالها ضرب

که طوری به باشند کاردینال دو α, β کنید فرض

α = card(X)

β = card(Y )

ͬ کنیم: م تعریف آنگاه

α× β = card(X × Y )
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.٢۴٩ توجه

α× β = β × α

علت:

X × Y h→ Y ×X

h(x, y) = (y, x)

.α× ١ = α کنید ثابت .٢۵٠ مثال

اثبات.

α = card(X)

α× ١ = card(X × ١) = card(X × {a})

که دهیم نشان است کافͬ

X × {a}︸ ︷︷ ︸
{(x,a)|x∈X}

∼= X

ͬ رساند: م هدف به را ما زیر تابع

(x, a) 7→ x

آنگاه γ ⩽ λ و α ⩽ β اگر .٢۵١ لم

α× γ ⩽ β × λ

کنید فرض

اثبات.

α = card(X)

β = card(Y )

γ = card(Z)

λ = card(W )

X
f→ Y

Z
g→W

ͬ کنیم: م تعریف را زیر تابع آنگاه

h : X × Z → Y ×W

(x, z) 7→
(
f(x), g(z)

)
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که کردیم ثابت قبل جلسات در .٢۵٢ مثال

ℵ٠ × ١ = ℵ٠

ℵ٠ × n = ℵ٠

ℵ٠ × ℵ٠ = ℵ٠

ͬ کنیم. م ارائه دیͽری اثبات آخر، مورد برای اینجا در

که دهیم نشان ͬ خواهیم م اثبات.

N×N ∼= N

دهیم نشان است کافͬ برنشتاین کانتور قضیه ی از استفاده با

..١ N ⩽ N×N

..٢ N×N ⩽ N

اولͬ. اثبات

N
f→ N×N

n 7→ (n, n)

دومͬ. اثبات است. ͷی به ͷی بالا تابع که کنید بررسͬ

N×N→ N

(n,m) 7→ ٢n × ٣m

بنابراین است. ͷی به ͷی بالا تابع که کنید بررسͬ

N×N ∼= N

یعنͬ

ℵ٠ × ℵ٠ = ℵ٠
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کاردینالها توان

ͬ کنیم م تعریف .α = card(X), β = card(Y ) و باشند کاردینال دو α, β کنید فرض

αβ = card
(
XY
)
.

است. X به Y از توابع تمامͬ مجموعه ی XY که ͬ کنیم م یادآوری

آنگاه α = card(X) اگر

٢α = card({٠, ١}X)

که کردیم ثابت قبل جلسات در

card({٠, ١}X) = card
(
P (X)

)
پس

٢α = card
(
P (X)

)
که کرده ایم ثابت قبل جلسات در همچنین

|R| = |(a, b)| = |(٠, ١)| = ٢ℵ٠ = |P (N)|

کاردینالͬ بیان به پس |P (X)| > |X| ͬ گفت م که کردیم ثابت را کانتور قضیه ی قبل جلسات در .٢۵٣ توجه

داریم:

٢α > α

است: سازگار آنها ضرب و جمع با کاردینالها توانرسانͬ طبیعͬ، اعداد مانند

.٢۵۴ قضیه

αβ × αγ = αβ+γ

دیͽر بیان به

XY ×XZ ∼= XY ∪Z

(Y ∩ Z = ∅ اینکه فرض (با

اثبات.

.XY ∪Z به XY ×XZ از گذاشته ایم) H را نامش (که پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی کردن پیدا هدف.

باشد. زیر صورت به است قرار H تابع دامنه ی

Dom(H) = {(f, g)|f : Y → X, g : Z → X}

.H(f, g) تعریف هدف.
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یعنͬ H(f, g) ∈ XY ∪Z است قرار

H(f, g) : Y ∪ Z → X

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را H(f, g) پس

H(f, g)(t) =

f(t) t ∈ Y

g(t) t ∈ Z

خلاصه تر بیان به

H(f, g) : Y ∪ Z → X

(f, g) 7→ H(f, g)

H(f, g)(t) =

f(t) t ∈ Y

g(t) t ∈ Z

شما. عهده ی به بالا تابع بودن پوشا و ͷی به ͷی بررسͬ

.١۵۴ تمرین

.α× β = α′ × β′ و α + β = α′ + β′ آنگاه β = β′ و α = α′ اگر که دهید نشان •

αγ ≤ βγ آنگاه باشد، دلخواه کاردینال ͷی γ و α ≤ β اگر که دهید نشان •

کنید.) محاسبه را ℵℵ٠
٠ حاصل̞ دیͽر بیان (به بیابید. را N به N از توابع̧ تعداد •

که دهید نشان مستقیم طور به یͺبار و کاردینالها ضرب قوانین از استفاده با یͺبار •

N×R ∼= R R×R ∼= R

شماراست. متناهͬ، مجموعه های از شمارا اجتماع هر که دهید نشان •

شماراست. گویا اعداد مجموعه ی که دهید نشان •

است. حقیقͬ اعداد تعداد با برابر دایره ͷی روی نقاط تعداد که دهید نشان •

دهید نشان ناشماراست.
∪
Ai که طوری به باشد مجموعه ها از شمارا خانواده ای {Ai} که کنید فرض •

ناشماراست. ها Ai از ͬͺی حداقل

قضیه ی از استفاده با اینجا در آوردیم. گویا اعداد مجموعه ی بودن شمارا برای نادقیق اثباتͬ گذشته، درسهای در

اثبات برای پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی کردن پیدا عموماً ͬ کنیم. م ارائه ساده و دقیق اثباتͬ برنشتاین، – کانتور

به ͷی هر از ͷی به ͷی توابعͬ اگر برنشتاین، کانتور قضیه ی به بنا ولͬ نیست. آسانͬ کار مجموعه، دو همتوانͬ

بود. خواهند همتوان مجموعه دو آن کنیم، پیدا دیͽری
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شماراست. گویا اعداد مجموعه ی که دهید نشان .٢۵۵ مثال

Q = {a
b
|a, b ∈ N, (a, b) = ١}

که دهیم نشان ͬ خواهیم م پاسخ.

card(Q) = ℵ٠

که دهیم نشان است کافͬ منظور این برای

..١ card(Q) ⩽ ℵ٠

..٢ ℵ٠ ⩽ card(Q)

.ℵ٠ ⩽ card(Q) بنابراین است. ͷی به ͷی تابع ͷی id :
N→ Q

x 7→ x
همانͬ تابع . ..٢ اثبات

شماراست. N×N که کردیم ثابت قبل جلسه ی در .٢۵۶ توجه

بیابیم. N×N به Q از ͷی به ͷی تابعͬ است کافͬ card(Q) ⩽ ℵ٠ اثباتِ برای پس

است. ͷی به ͷی N×N به Q از زیر تابع که دهید نشان .١۵۵ تمرین

f(
x

y
) = (x, y)

از متشͺل مرتب زوج راست، سمت عبارت که کنید دقت باشد. ͷی با برابر x, y ب م م ̧ که کرده ایم فرض بالا در که

است. x, y

است: سازگار کاردینالها ضرب با انتظار، موافق کردیم، تعریف کاردینالها برای که توانͬ

آنگاه باشند کاردینال سه α, β, γ کنید فرض .٢۵٧ )لم
αβ
)γ

= αβ×γ

کنید فرض اثبات.

α = card(X)

β = card(Y )

γ = card(Z)

که کنیم ثابت است )کافͬ
XY
)Z ∼= XY×Z

کنید فرض بیابیم. XY×Z به
(
XY
)Z

)از H نام به (مثلا پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی است کافͬ منظور این برای

است. XY به Z از تابعͬ f پس .f ∈
(
XY
)Z
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.H(f) تعریف هدف.

هر برای باید پس باشد. X به Y × Z از تابعͬ باید H(f) یعنͬ .H(f) ∈ XY×Z که است قرار .٢۵٨ توجه

کنیم. تعریف را H(f)(y, z) ∈ X بتوانیم (y, z) ∈ Y ×X

f : Z → XY

∀z٠ ∈ Z f(z) ∈ XY

∀z٠ ∈ Z f(z) : Y → X

y 7→ f(z)(y)

تعریفِ برای پس

H(f)(

..٢
↑
y ,

..١
↑
z )

ͬ دهیم. م f به را z ..١

ͬ دهیم. م f(z) : Y → X به را y ..٢

ͬ گیریم. م نظر در زیر صورت به را نظر مورد تابع ضابطه ی دیͽر، بیان به

H(f)(z, y) : Z × Y → X

(z, y) 7→ f(z)(y)

.ℵ٠ × ٢ℵ٠ = ٢ℵ٠ دیͽر بیان به .N×R ∼= R که دهید نشان .٢۵٩ مثال

کنید. تعریف Z× [٠, ١] به R از را زیر تابع اول. حل راه اثبات.

x 7→ (⌊x⌋, x− ⌊x⌋)

ثابت پس .[٠, ١] ∼= R و N ∼= Z که ͬ دانیم م است. پوشا و ͷی به ͷی فوق تابع که دهید نشان تمرین عنوان به

.R ∼= N×R که کردیم

که دهیم نشان است کافͬ دوم. حل راه

٢ℵ٠ ⩽ ℵ٠ × ٢ℵ٠ .١

ℵ٠ × ٢ℵ٠ ⩽ ٢ℵ٠ .٢
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.١ اثبات

٢ℵ٠ = ١× ٢ℵ٠ ⩽ ℵ٠ × ٢ℵ٠

.٢ اثبات

ℵ٠ ⩽ ٢ℵ٠

پس

ℵ٠ × ٢ℵ٠ ⩽ ٢ℵ٠ × ٢ℵ٠ = ٢ℵ٠+ℵ٠ = ٢ℵ٠

.R×R ∼= R که دهید نشان .٢۶٠ مثال

اول. حل راه اثبات.

٢ℵ٠ × ٢ℵ٠ = ٢ℵ٠+ℵ٠ = ٢ℵ٠

اعداد مجموعه های زیر تعداد و طبیعͬ، اعداد مجموعه های زیر تعداد با است برابر |R| که ͬ دانیم م دوم. حل راه

در است. برابر فرد اعداد زیرمجموعه های تعداد با هم آن و است برابر زوج اعداد مجموعه های زیر تعداد با طبیعͬ

که: داد خواهیم نشان زیر

طبیعͬ اعداد مجموعه های زیر ∼= زوج اعداد مجموعه های ×زیر فرد اعداد مجموعه های زیر

بͽیریم نظر در را زیر تابع است کافͬ

A 7→
(
A ∩NE, A ∩NO

)
فرض مثال طور به هستند. فرد Oاعداد و زوج Eاعداد ͬ دهند. م نشان را فرد NOاعداد و زوج NEاعداد آن در که

مجموعه ی کنید

{١, ٢, ٣, ۴}

آنگاه باشیم داشته را

{١, ٢, ٣, ۴} 7→
(
{١, ٣}, {٢, ۴}

)

بیابید. را N به N از توابع تعداد .٢۶١ مثال

داریم: کنیم. محاسبه را ℵℵ٠
٠ است کافͬ پاسخ.

..١ ℵℵ٠
٠ ⩽

(
٢ℵ٠
)ℵ٠

= ٢ℵ٠×ℵ٠ = ٢ℵ٠

..٢ ٢ℵ٠ ⩽ ℵℵ٠
٠
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پس

ℵℵ٠
٠ = ٢ℵ٠

N از توابع تعداد با است برابر N به N از توابع تعداد دیͽر بیان به .|R| با است برابر N به N از توابع تعداد پس

.{٠, ١} مجموعه ی به

ͬ کنیم. م ختم جا همین در را کاردینالها  مبحث
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١۵ فصل

دوم مرتبه ی منطق در طبیعͬ اعداد

گاهͬ آ و آنها سرمنشأ دانستن ریاضیدان، برای اما فهمند. قابل ریاضͬ، از سطحͬ هر در افراد برای طبیعͬ اعداد

اعداد و گویا اعداد و صحیح اعداد مانند اعداد، مجموعه  های سایر است. ضروری آنها اصل بندی امͺان درباره ی

لازم حساب برای طبیعͬ اعداد از دانشمان استحͺام پس ͬ شوند. م تعریف طبیعͬ اعداد از شروع با همه حقیقͬ

هستند. اعداد» «نظریه ی نام به ریاضیات از شاخه ای موضوع طبیعͬ همچنین اعداد است.

همانند طبیعͬ، اعداد مجموعه ی کنیم. مرور ͬ دانیم م طبیعͬ اعداد درباره ی کنون تا که را آنچه نخست بیایید

ͬ شود. م تعریف گفته ایم ادامه در که صورتͬ به مجموعه ها نظریه ی اصول طریق از گفتیم، درس ابتدای در آنچه

است: زیر صورت به استقرایی مجموعه ی وجود اصل که ͬ کنم م یادآوری

∃A (∅ ∈ A ∧ ∀x ∈ A x ∪ {x} ∈ A)

استقرایی مجموعه ی ͷی حداقل اصل این به بنا پس ͬ نامند. م نیز نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل را بالا اصل

است: زیر عناصر شامل حداقل بالا، اصل به بنا مجموعه، این است. موجود

∅

∅ ∪ {∅}

∅ ∪ {∅} ∪ {∅ ∪ {∅}}

∅ ∪ {∅} ∪ {∅ ∪ {∅}} ∪ {∅ ∪ {∅} ∪ {∅ ∪ {∅}}}

. . .

دارد. تعلق استقرائͬ مجموعه های همه ی به که است (عنصری) مجموعه ای طبیعͬ عدد ͷی از منظور .٢۶٢ تعریف

ͬ دهیم.) م نشان N با را آن که ) است. مجموعه ͷی طبیعͬ، اعداد همه ی گردایه ی .٢۶٣ لم
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فرض است. تعریف قابل مجموعه ها نظریه ی اصول از استفاده با طبیعͬ اعداد مجموعه ی که دهیم نشان باید اثبات.

دارد. گردایه ی وجود استقرائͬ مجموعه ی وجود اصل به بنا مجموعه ای چنین باشد. استقرائͬ مجموعه ی ͷیB کنید

نوشت. زیر صورت به ͬ توان م را طبیعͬ اعداد

N = {x ∈ B|∀A ( استقرائͬ A︸ ︷︷ ︸
∅∈A∧∀t∈A t∪{t}∈A

→ x ∈ A)}

ͷی است، شده تعریف بالا در آنچه پس است. شده استفاده اول مرتبه ی منطق و تصریح اصل از بالا تعریف در

است. مجموعه

که گفته ایم واقع در بالا در

N =
∩

Aاستقرائͬ

A

است. استقرائͬ مجموعه ای خود˂ N که دهید نشان .١۵۶ تمرین

استقرائͬ هم زیرا است. استقرائͬ مجموعه ی کوچͺترین واقع در N گفتیم، آن از پیش آنچه و بالا تمرین به بنا

است: زیر مجموعه ی N پس است. استقرائͬ مجموعه های تمام زیرمجموعه ی هم و است

N = {
٠
∅,

١
∅ ∪ {∅},

٢
∅ ∪ {∅} ∪ {∅ ∪ {∅}}︸ ︷︷ ︸

A

, A ∪ {A}, . . .}

طبیعͬ اعداد که ͬ دانیم م اما دهیم. نشان طبیعͬ آشنای اعداد همان صورت به ͬ توانیم م را بالا مجموعه ی اعضای

را اصلͬ اعمال تعریف روش زیر در کرد. ضرب و جمع هم با ͬ توان م را آنها نیستند. ص˼رف مجموعه ی ͷی فقط

داده ام. توضیح

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به تالͬ) (تابع S تابع N روی .٢۶۴ تعریف

S : N→ N

S(x) = x ∪ {x}

ͬ دهد: م انجام را زیر عمل که است تابعͬ همان تالͬ، تابع دیͽر، بیان به

x 7→ x+ ١

آنگاه S(x) ∈ B باشیم داشته x ∈ B هر برای و ٠ ∈ B و B ⊆ N کنید فرض (استقراء). ٢۶۵ قضیه

B = N

پس B ⊆ N طرفͬ از .N =
∩

Aاستقرائͬ
A ⊆ B پس است. استقرائͬ مجموعه ی ͷی B بالا، شرایط به بنا اثبات.

.B = N
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ͬ کنیم. م تعریف طبیعͬ اعداد روی را ضرب و استقراء جمع از استفاده با حال

ͬ کنیم م تعریف باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنید فرض طبیعͬ) اعداد جمع ) .١ .٢۶۶ تعریف

n+ ١ = S(n)

ͬ کنیم: م تعریف باشد. شده تعریف n+m کنید فرض

n+ (m+ ١) = (n+m) + ١ = S(n+m)

ͬ کنیم: م تعریف باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنید فرض طبیعͬ) اعداد ضرب ) .٢

n× ٠ = ٠

ͬ کنیم: م تعریف باشد. شده تعریف m× n کنید فرض

n× (m+ ١) := n×m+ n

طبیعͬ) اعداد ترتیب ) .٣

x ⩽ y ⇐⇒ ∃z y = x+ z

اعداد مجموعه ی است. مهم امور از ریاضͬ ساختار ͷی برای اصل بندی ارائه ی فهمیده ایم کنون تا که گونه همان

دوم. مرتبه ی منطق در هم و کرد بندی اصل اول مرتبه ی منطق در هم ͬ توان م را طبیعͬ

طور به آنها به که دارد مشͺلاتͬ آنها در طبیعͬ اعداد اصل بندی اما است تری مطلوب منطق اول مرتبه ی منطق

ͬ کنم. م اشاره خلاصه

دوم نیست. الͽوریتم ͷی توسط تولید قابل طبیعͬ، اعداد مورد در درست جملات همه ی مجموعه ی که این اول

باشد، الͽوریتم ͷی توسط تولید قابل اگر شود، گرفته نظر در طبیعͬ اعداد برای که اصولͬ از مجموعه  هر که این

ͬ شود. نم نتیجه اصول این از که دارد وجود طبیعͬ اعداد باره ی در درست قضیه ی ͷی همیشه یعنͬ نیست. کامل

را طبیعͬ اعداد خودِ تنها ͬ شود، م نوشته اول مرتبه ی منطق در طبیعͬ اعداد برای که اصولͬ مجموعه ی که این سوم

های ١ + ١ + . . . + ١ همه ی از که دارند وجود اعدادی آنها در که ͬ شوند م پیدا ساختارهائͬ ͬ دهند. نم دست به

ͬ کنند. م صدق طبیعͬ اعداد اصول در و هستند بزرگتر متناهͬ

دوم مرتبه ی منطق در طبیعͬ اعداد به زیر در کرده ام. صحبت زیاد اول مرتبه ی منطق در طبیعͬ اعداد درباره ی

این اصول این سودمندی مهمترین ͬ روند، م بین از میان این در اولͬ مرتبه ی ارزشهای از بسیاری چند هر پرداخته ام.

ͬ کنند. م ارائه طبیعͬ اعداد برای واحد» مدل ͷی» تنها که است

پئانو اصول ١ . ٠ . ٣۵

SX : X → X باشد، مجموعه  ͷیX هرگاه ͬ نامیم م پئانو حساب برای مدل ͷی را (X, a, SX)سه تایی .٢۶٧ تعریف

کند. صدق زیر اصول در (X, a, SX) و باشد X در مشخص عنصر ͷی a و باشد تابع ͷی

١٨٩



∀x ∈ X SX(x) ̸= a .١

∀x, y ∈ X x ̸= y SX(x) ̸= SX(y) .٢

(استقراء) ∀A ⊆ X (a ∈ A ∧ ∀x ∈ A SX(x) ∈ A→ A = X) .٣

صدق بالا اصول تمام در زیرا است پئانو حساب برای مدلͬ (N, ٠, S) سه تائ̞ͬ گفتیم، قبل قسمت در آنچه به بنا

اعداد از غیر دیͽری مدل پئانو حساب آیا ͬ دهد؟ م دست به را طبیعͬ اعداد مجموعه ی دقیقاً پئانو، حساب آیا ͬ کند. م

دارد؟ طبیعͬ

است. پئانو حساب مدل تنها (N, ٠, S) ایزومرفیسم) گرفتن نظر در (با .٢۶٨ قضیه

تابع باشد. دیͽری مدل (X, a, SX) کنید فرض است. پئانو حساب برای مدل ͷی (N, ٠, S) که ͬ دانیم م اثبات.

ͬ کنیم: م تعریف X به N از استقراء  از استفاده با را زیر

f : N→ X

f(٠) = a

ͬ کنیم: م تعریف باشد. شده تعریف f(n) کنید فرض

f(n+ ١) = SX

(
f(n)

)
پوشاست. f تابع ادعا:

داریم: .B ⊆ X پس باشد. f تابع̧ بˀرد B کنید فرض ادعا: اثبات

f(٠) = a ∈ B .١

آنگاه t = f(x) ∈ B اگر .٢

SX(t) = f(x+ ١) ∈ B

بنابراین ͬ کند. م صدق پئانو سوم اصل شرط در B و B ⊆ X پس

B = X

است. ͷی به ͷی f دوم. ادعای

و n = Sn(٠),m = Sm(٠) آنگاه m ≨ n و n,m ∈ N کنید فرض ادعا: اثبات

f(m) = Sm
X (a) و f(n) = Sn

X(a)

که دهید نشان .١۵٧ تمرین

Sm
X (a) ̸= Sn

X(a)
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S(٠) S(٠)٢ . . .

N ٠ ١ ٢

↓ ↓ ↓

X a SX(a) S٢
X(a) . . .

(N, ٠, S) آن و دارد وجود پئانو حساب برای مدل ͷی تنها بنابراین پوشا. هم و است ͷی به ͷی هم بالا تابع پس

است) مدل همین از ک͒پی ͬͺی باشد، داشته وجود که دیͽری مدل هر (یعنͬ است.

اول مرتبه ی زبان در پئانو اصول اما است. اصلبندی دارای طبیعͬ اعداد باشد: کرده خوشحالتان بالا اتفاق شاید

مرتبه ی منطق در کار این که است شده زده سور طبیعͬ اعداد زیرمجموعه های روی سوم اصل در نشده اند. نوشته 

اصول از مجموعه ای ͬ  شود م آیا که بدانیم که است مهم اول) مرتبه ی منطق مهم ویژگیهای به (بنا نیست. مجاز اول

اول مرتبه ی منطق در طبیعͬ اعداد درباره ی قضیه ای هر که طوری به نوشت، اول مرتبه ی منطق در طبیعͬ اعداد برای

طبیعͬ انتظار آنچه خلاف بر است. برآمده آلمانͬ منطقدانِ ١ «گودل» سوال، این پاسخ پس̞ از شود؟ نتیجه آنها از

از شود، نوشته طبیعͬ اعداد برای که اصول از (شمارا) مجموعه ی هر که است کرده ثابت گودل است، ریاضیدانان

این با که ͬ شود م پیدا طبیعͬ اعداد درباره ی قضیه ای همواره یعنͬ ͬ آید؛  برنم طبیعͬ اعداد حقایق همه ی اثبات پس

دارد. نام گودل ناتمامیت قضیه ی مهم، قضیه ی این رʿد. نه و ͬ شود م ثابت نه اصول،

مطمئن و کرد اصلبندی کامل طور به را ریاضیات ͬ شود باشد: نم ناراحت کننده برایتان شاید گودل ناتمامیت قضیه ی

حاوی علم) رو این از (و ریاضیات که نیست معلوم حتͬ واقع در ͬ شوند. م نتیجه خاصͬ اصول از همه چیز که بود

اصول از مجموعه ای اگر حال، عین در نیست. اثبات قابل نیز تناقضات از ریاضیات بودن خالͬ و نه، یا باشد تناقض

است. درست ͬ کنیم م اثبات اصول این با که چه هر آنگاه بͽیریم، نظر در فرانکل) زرملو اصول (مثلا ریاضیات برای

است. گودل تمامیت و درستͬ قضیه ی از نتیجه ای این درستند. داریم که اثباتهائͬ پس

١Gödel
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١۶ فصل

ͬ ها ͬ گوئ کل و نتیجه گیری ها

آفتاب ز اصلͬ سنگ ͷی تا که باید سالها

یمن اندر عقیق یا بدخشان در گردد لعل

خاک و آب ز دانه پنبه ͷی تا که باید ماهها

کفن را شهیدی یا گردد حلّه را شاهدی

میش پشت از پشم مشت ͷی تا که باید روزها

رسن را حماری یا گردد خرقه را زاهدی

طبع روی از کودکͬ ͷی تا که باید عمرها

سخن شیرین شاعری یا نکو گردد عالمͬ

نطفه ای آدم پشت از تا که باید قرنها

قرن ویس شود یا گردد ک͒رد بوالوفای

سنائͬ

نتیجه گیری ها ١ . ١۶

در باشد. رسیده ریاضͬ» «مبانͬ از درکͬ به باشد، کرده مطالعه  را کتاب این اینجای به تا که خواننده ای که امیدوارم

ریاضیات مبانͬ که علومیند مجموعه ها نظریه ی و منطق است. واقع قسمت پائینترین در ریاضیات، مبانͬ علوم، ه˼رʿم̧

در غیره و توپولوژی آنالیز، هندسه، جبر، مانندِ محض، ریاضͬ شاخه های سایر است. شده بنا آنها پایه ی بر محض

واقعند. هرم این در بالاتر طبقه ای

کاربردی مستقیماً آنها حل شاید که هستند ریاضͬ خام مسائل ͬ شود م بررسͬ محض ریاضیات در آنچه عموماً

این از محض ریاضͬ برسد. کاربرد به تا برود بالا علوم هرم در باید آنها پاسخ بلͺه باشد، نداشته روزمره زندگͬ در

همواره که تفاوت این با البته، است. مقدم چیز همه بر حقیقت یافتن دغدغه ی آن در که ͬ ماند م فلسفه به حیث،

موجب یا صنعت راهͽشای آینده در ͬ شود، م پرداخته بدان محض ریاضͬ در امروز که آنچه که دارد وجود امید این
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١ شود. جدید صنعتͬ ایجاد

محض ریاضیات در هرم، پائين در که قضایائͬ از آن، در که ͬ رسیم م کاربردی ریاضیات به هرم این بالاتر پله ی در

ͬ افزائیم. م بدانها بیشتر) کاربرد با ولͬ کمتر عمق با (شاید قضایایی و ͬ کنیم م کاربردی استفاده های ͬ شود، م ثابت

و ͬ پردازد م ͬ کنیم م زندگͬ آن در که جهانͬ به که است مسئله ای عموماً ما، روی پیش مسئله ی کاربردی، ریاضͬ در

در ͬ آیند. م هرم بالاتر طبقات از نیز خودشان مسائل این عموماً بخورد. هرم بالاتر طبقه های درد به است قرار آن حل

سوالͬ به دادن پاسخ دارد، اهمیت همه چیز از بیش مهندس برای آنچه شده اند. واقع ͬ ها مهندس انواع طبقات، این

ک͒نه˼ دانستن صرف را وقتش کمتر مهندس حیث، این از شاید شود. صنعت چرخ چرخش موجب آن پاسخ که است

کند. حل را صنعت مشͺل که است حل زمانͬ او برای مسئله بͺند. سوالͬ فلسفͬ

و جغرافیا جامعه شناسͬ، ،ͬͺپژش مانند علومͬ که کنید بررسͬ و کنید رسم خود برای را علوم هرم تمرین، عنوان به

از مختلف طبقه ی چند به ͬ توانند م علوم این از برخͬ که کنید دقت شوند. واقع ͬ توانند م هرم این کجای در ͷفیزی

باشند. داشته تعلق هرم

ͬ ها ͬ گوئ کل ١ . ٢۶

ریاضͬ متن هر ابتدای ͬ شوند. م بیان مختلف بسته های در مطالب آن در که است این ریاضͬ متون ͬ های زیبائ از ͬͺی

کند. آشنا متن آن در رفته کار به نمادهای با را خواننده  تا باشد داشته وجود نمادگذاری بسته ی ͷی باید

ͷی در نخست جدیدی چیز هر ͬ شود. نم بحث وارد منتظره غیر صورت به جدیدی مطلب هیچ ریاضͬ در

ͬ شود. م بحث وارد آزادانه پس آن از و ͬ شود م تعریف تعریف، بسته ی

قرار که ͬ شود م بیان حͺمͬ دقیق و خلاصه جمله ی ͷی در آنجا در هستند. قضیه بسته ی بسته ها، مهمترین اما

شود. پرداخته آن اثبات به اثبات بسته ی در است

لمها است. لم نام به دیͽری مفهومͬ بسته های به نیازمند آن در و است طولانͬ خیلͬ قضیه  ͷی اثبات گاهͬ

ͷی از لمͬ که است آمده پیش بسیار چند هر است؛ نیاز بدانها اصلͬ قضایای اثبات برای که هستند ͬͺکوچ قضایای

است. شده معروفتر مقاله آن در شده ثابت اصلͬ قضیه ی از علمͬ مقاله ی

کتابهای برخͬ در چند هر است. قرن ͷی تا نیم ریاضیات حاوی ͬ شود، م نوشته دانشͽاهͬ کتابهای در آنچه

قرار ریاضͬ روز مقاله های در ریاضͬ قضایای جدیدترین ولͬ ͬ شود، م اشاره هم ریاضͬ جدید قضایای به دانشͽاهͬ

در را موضوع ͷی جدید و قدیم سابقه ی استاد، ͷی نظر تحت دانشجو که است گونه این کار معمولا˟ روش دارند.

در ͬ افتد. م راستا همان در سوالͬ حل دنبال به پیشرفتها، آخرین از شدن باخبر از پس و ͬ کند م مطالعه مقالات و کتابها

ͬ نویسد م مقاله ͷی در علمͬ، زبان دقیق رعایت با را، خود یافته های حاصل باشد، موفق سوال آن حل در که صورتͬ

ͬ شود. م چاپ شود، تأئید مجله آن توسط مقاله، که صورتͬ در ͬ کند. م را آن چاپ درخواست معتبر مجله ی ͷی از و

رساند. چاپ به را آن ͬ توان م معتبرتری مجله ی در باشد، سخت تر و مهم تر مقاله در شده پرداخته مسأله ی چه هر

اجتماع برای بی ارزش را خود کار و ͬ شوند م دلسرد و مأیوس تحصیل مختلف دوره های در محض ریاضͬ دانشجویان که ͬ آید م پیش ١

جامعه درون به اندیشه تزریق و تولید واقع در ما :«کار که بود شنیده او از و بود کرده درددل بزرگͬ ریاضیدان با دوستانم از ͬͺی ͬ پندارند. م

است».
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ناگهان و شود رشته این وارد ͬ تواند م بداند ریاضͬ کمͬ که کسͬ هر که است این بر عوام بسیاری باور متأسفانه

اینجانب به ریاضͬ، از غیر رشته هائͬ از حتͬ دانشجویانͬ، که است شده بارها بیفتد. پیش ریاضͬ بزرگان تمام از

طͬ در شده طͬ مسیر از بی آنکه داشته اند؛ فرما مسأله ی سطح در ریاضͬ، مهم مسائل حل ادعای و کرده اند مراجعه

هوش داشتن محض، ریاضͬ در بدانند! دقیق را خود ریاضͬ سطح حتͬ یا و باشند داشته خبری آن حل برای سالها

تحقیق و کرد حل دوروزه و روزه ͷی ͬ توان م را آسان مسائل فقط است. ناکافͬ بسیار و لازم شرط ͷی تنها کافͬ

به بتواند و بداند تحقیق روش که است کسͬ خوب ریاضیدان دارد. تلاش و فکر سالها به نیاز سخت، مسائل روی

و سرعتͬ و تستͬ کنکورهای طریق از شخصیتͬ، چنین تربیت صدالبته کند. فکر مسئله ͷی روی سالها مسمتر، طور

واقعͬ ریاضیدان تربیت از ͬ دهد، م فراوان اهمیت دانشجوئͬ المپیادهای به که سیستمͬ حتͬ است. محال کم عمق،
٢ نیست. مسأله ͷی سریع حل توانائͬ تنها ریاضیات گفتم که طور همان زیرا ͬ ماند؛ بازم

چهارسال طول در که است این دهد انجام ͬ تواند م کارشناسͬ دانشجوی ͷی که کاری مهمترین اینجانب نظر از

کند. پیدا قطاران هم و اساتید با سازنده ارتباطات و بشناسد خوبی به را خود ضعف و قوت نقاط کارشناسͬ، دوره ی

ولͬ نیاورد روی تکمیلͬ تحصیلات به روی هیچ به ͬ داند، م دانشͽاه از خارج در کار برای را خود که صورتͬ در

تحصیل ادامه ی به است، کرده پیدا را خود علاقه ی مورد استاد و خود، علاقه ی مورد موضوع دقیقا که صورتͬ در

سختͬ کار کنکور در شدن قبول است. مهم علمͬ دغدغه ی داشتن کارشناسͬ،  دوره ی از پس از واقع، در بپردازد.

درآمد، کسب از خود کردن محروم بر علاوه شوند، تکمیلͬ تحصیلات وارد کافͬ بی انگیزه ی که کسانͬ ولͬ نیست،

باشند. داشته دفاعͬ قابل علمͬ تولید توانست نخواهند

شدن، خوب ریاضیدان راه در نباشید. ناراحت اصلا́ ندارید، تک رقمͬ کنکور رتبه ی یا نکرده اید کسب المپیادی مدال هیچ اگر پس ٢

هستند. بیراهه فقط آنها
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١٧ فصل

امتحانها

هیچ بدون و هم سر پشت فرمولها نوشتن از بنویسید. دقیق و انشائͬ صورت به را استدلالها و پاسخ ها توجه.

است. دقیقه ١۵٠ آزمون مدت کنید. خودداری توضیحͬ

بنویسید. را زیر اصول یا قضایا دقیق̞ کاملا́ صورت .١۴ سوال

زُرن لم̧ .١

انتخاب اصل .٢

انتظام اصل .٣

بازه ی که دهید نشان است کافͬ کار این (برای ناشماراست. حقیقͬ اعداد مجموعه ی که دهید نشان .١۵ سوال

ناشماراست.) (٠, ١)

.١۶ سوال

تابع̧ اگروتنهااگر پوشاست و ͷی به ͷی f که دهید نشان باشد. تابع ͷی f : X → Y کنید فرض .١

تابع idX از منظور که کنید توجه .g ◦ f = idX و f ◦ g = idY که طوری به باشد موجود g : Y → X

عمومͬ: اطلاع (برای است. Y مجموعه ی روی همانͬ تابع idY از منظور و Xاست مجموعه ی روی همانͬ

نداریم.) انتخاب اصل به نیازی بالا اثبات در

[x]R = که دهید نشان .x, y ∈ X و باشد X مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷی R که کنید فرض .١٧ سوال

.xRy اگروتنهااگر [y]R

با و دهید نشان را است» y عموی x» عبارتِ A(x, y) با کنید. ریاضͬ فرمولبندیِ را زیر جمله های .١٨ سوال

دهید. نشان را ͬ شناسند» م را همدیͽر y و x» ,R(xعبارتِ y) با و دهید نشان را است» y دائ̞ͬ x» ,D(xعبارتِ y)

است. همه دائ̞ͬ باشد، داشته عموئͬ که کس هر .١
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است. همه دائ̞ͬ که هست ͬͺی باشند، داشته عمو همه اگر .٢

ͬ شناسد. م را او ͬ های دائ کس هر عموی .٣
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پایانترم امتحان ١٧ . ١

ریاضͬ مبانͬ درس پایانترم امتحان

٩۶-٩٧ دوم نیمسال

خانͬ محسن مدرس:

هیچ بدون و هم سر پشت فرمولها نوشتن از بنویسید. دقیق و انشائͬ صورت به را استدلالها و سوالات پاسخ های

امتحان ولͬ شماست، اختیار به سوالات تعداد انتخاب است. دقیقه ١۵٠ آزمون مدت کنید. خودداری توضیحͬ

داشت. نخواهد نمره ١٣ از بیش

اصلͬ سوالهای

خوبی به را آنها که شود معلوم که طوری به دهید، کوتاه) و (دقیق توضیحͬ زیر مفاهیم درباره ی نمره). ٢) ١٩ سوال

کنید. اثبات را چیزی که نیست نیازی شده اید. متوجه

خوش ترتیبی اصل .١

آن. روی هم ارزی روابط و مجموعه ͷی افرازهای میان ارتباط .٢

برنشتاین ــ کانتور قضیه ی .٣

دارد B مانند سره زیرمجموعه ای A که دهید نشان باشد. نامتناهͬ مجموعه ای A کنید فرض نمره). ٢) ٢٠ سوال

.B ∼= A که طوری به

نمره). ٢) ٢١ سوال

(راهنمائͬ: .A∪B ∼= B که دهید نشان شمارا. Aمجموعه ای و باشد نامتناهͬ Bمجموعه ای که کنید فرض .١

شماراست). مجموعه ای شامل نامتناهͬ مجموعه ی هر

کنید. تعیین را طبیعͬ اعداد نامتناه̞ͬ زیرمجموعه های تعداد قبل، مورد از استفاده با نیاز) صورت (در .٢

را زیر موارد از ͷی هر نادرستͬ یا درستͬ باشد. دلخواه تابع ͷی f : X → Y که کنید فرض نمره). ٢) ٢٢ سوال

کنید: توجیه

A ⊆ f−١(f(A)) •

.f−١(f(A)) ⊆ A •

کانتور). (قضیه ی |P (X)| ≩ |X| که دهید نشان X دلخواه مجموعه ی ͷی برای نمره). ٢) ٢٣ سوال

[x]R ∩ اگر که دهید نشان باشد. X مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷی R که کنید فرض نمره). ١) ٢۴ سوال

.[x]R = [y]R آن گاه [y]R ̸= ∅

شماراست. گویا اعداد مجموعه ی دهید نشان نمره). ٢) ٢۵ سوال
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ͬͺʿک͒م سوالهای

بیابید. را N به N از توابع̧ تعدادِ نمره). ١) ٢۶ سوال

ضابطه ی با را f : P (X)× P (X)→ P (X) تابع باشد. ناتهͬ مجموعه ای X کنید فرض نمره). ١) ٢٧ سوال

کنید. بحث آن بودن پوشا درباره ی و تابع این بودن ͷبه ی ͷی درباره ی بͽیرید. نظر در f(A,B) = A ∪B

برای اگروتنهااگر است ͷبه ی ͷی f که دهید نشان باشد. تابع ͷی f : X → Y کنید فرض نمره). ١) ٢٨ سوال

.f(A−B) = f(A)− f(B) باشیم داشته A,B ⊆ X هر

در ضرایب با f(x) چندجمله ای ͷی هرگاه ͬ نامیم م گویا اعداد روی جبری را a ∈ R عددِ نمره). ٢) ٢٩ سوال

ناشماراست. غیرجبری حقیق̞ͬ اعداد تعداد که دهید نشان .f(a) = ٠ که طوری به باشد موجود گویا اعداد

شماراست. حقیقͬ اعداد در مجزا دو به دو بازه های تعداد که دهید نشان نمره). ٢) ٣٠ سوال

یا و X ≤ Y یا که دهید نشان زُرن لم̧ از استفاده با باشند. مجموعه دو X, Y کنید فرض نمره). ٣) ٣١ سوال

.Y ≤ X

شماراست. Ai هر که طوری به باشد مجموعه ها از خانواده ای {Ai}i∈N که کنید فرض نمره). ١) ٣٢ سوال

شماراست.
∪

i∈NAi که دهید نشان •

آنگاه باشد، ناشمارا
∪

i∈NBi که طوری به باشد مجموعه ها از خانواده ای {Bi}i∈N اگر که بͽیرید نتیجه •

ناشماراست. ها Bi از ͬͺی حداقل

قو̰تͬ نقطه ی چه دارید؟ من تدریس̞ بهبود برای پیشنهادی چه دارید؟ من از انتقادی چه نمره). ٠٬٢۵) ٣٣ سوال

دیده اید؟

است؟ بوده چه خودتان، نظر به آموخته اید، ریاضͬ مبانͬ درس از که چیزی جالبترین نمره). ٠٬٢۵ ) ٣۴ سوال
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اضافه تمرین چند

است. حقیقͬ اعداد تعداد با برابر دایره ͷی روی نقاط تعداد که دهید نشان .١۵٨ تمرین

است. حقیقͬ اعداد هم اندازه ی حقیقͬ، اعداد از شمارا زیرمجموعه ی ͷی مͺمل که دهید نشان .١۵٩ تمرین

مجزای زیرمجموعه های از شمارا اجتماعͬ صورت به ͬ توان م را طبیعͬ اعداد مجموعه ی که دهید نشان .١۶٠ تمرین

نوشت. طبیعͬ اعداد هم اندازه ی

اول امتحان

فرمولها نوشتن از بنویسید. دقیق و انشائͬ صورت به را استدلالها و سوالات پاسخ های اول، سوال از غیر توجه.

کنید. خودداری توضیحͬ هیچ بدون و هم سر پشت

بیان و منطق

باشد معنͬ این به D(x, y) و است» y عموی x» که باشد این معنͬ به A(x, y) عبارت که کنید فرض .٣۵ سوال

کنید: فرمولبندی اول مرتبه ی منطق در را زیر جملات است». y دائͬ x» که

ͬ شناسد. م را او ͬ های دائ کس، هر عموی .١

ͬ شناسد. م را او ͬ های دائ که دارد عموئͬ کس هر .٢

مجموعه ها

فهمیده اید. را آن شود معلوم که دهید کوتاهͬ توضیح راسل، پارادوکس درباره ی .٣۶ سوال

.B ⊆ A یا A ⊆ B اگروتنهااگر P (A ∪B) = P (A) ∪ P (B) که دهید نشان .٣٧ سوال

توابع و روابط

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را A,B مجموعه های باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .٣٨ سوال

A = X مجموعه ی روی هم ارزی روابط همه ی مجموعه ی

B = X مجموعه ی افرازهای همه ی مجموعه ی

کنید. ثابت را آن بودن پوشا و کنید معرفͬ B به A از پوشا و ͷی به ͷی تابع̧ ͷی

g : Y → X تابع اگروتنهااگر پوشاست f که کنید ثابت باشد. تابع ͷی f : X → Y کنید فرض .٣٩ سوال

دارید؟ نیاز انتخاب اصل به اثبات سمت کدام در .f ◦ g = idY که طوری به باشد موجود

١٩٩



کاردینالها و همتوانͬ

کنید: ثابت را زیر همتوانͬ باشند. مجموعه سه X, Y, Z کنید فرض .۴٠ سوال

(XY )Z ∼= XY×Z

که کنید ثابت باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .۴١ سوال

P (X) ∼= {٠, ١}X

که دهید نشان .۴٢ سوال

N× R ∼= R
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٩٨ تیرماه ریاضͬ، مبانͬ درس پایان ترم امتحان

اصفهان صنعتͬ دانشͽاه

خانͬ محسن

ساعت. ٣ وقت:

.٢۶٩ توجه

ͬ دهد. م نشان را جلسه شماره ی پرانتز، داخل عدد •

شد. خواهد برخورد قوانین طبق بر ممͺن صورت شدیدترین به تقلب، از مصداقͬ هر با •

ͬ شود. م محسوب تقلب امتحان جلسه ی طͬ در موبایل بودن روشن •

گرفت. نخواهد تعلق نمره ای حفظͬ و نامفهوم پاسخهای به •

٢نمره کنید. تعریف دقیق صورت به را زیر مفاهیم .(٢٧) ۴٣ سوال

ماکزیمال عنصر •

زرن لم •

شمارا مجموعه •

انتخاب اصل •

٢نمره ͬ شود. م نتیجه زرن لم از انتخاب اصل که دهید نشان .(٢۶) ۴۴ سوال

.(٢۵) ۴۵ سوال

کنید. بیان را برنشتاین ــ شرودر قضیه ی دقیق صورت •

شماراست. گویا اعداد مجموعه ی که دهید نشان دیͽری) روش با نه (و برنشتاین ــ شرودر قضیه ی از استفاده با •

یͷ ونیم نمره

١نمره دهید. توضیح دقیق، ولͬ باختصار، را اصلͬ) (عدد کاردینال مفهوم .(٢۴) ۴۶ سوال

و ͷی به ͷی تابع ͷی سپس و کنید تعریف را XY نخست باشند. مجموعه X, Y, Z کنید فرض .(٢۴) ۴٧ سوال

یͷ و نیم نمره کنید. معرفͬ (XY )Z و XY×Z میان پوشا

نیست. شمارش پذیر حقیقͬ اعداد مجموعه ی که دهید نشان کانتور، قطری روش از استفاده با .(٢٣) ۴٨ سوال

١نمره
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نمره ١ شماراست. مجموعه ی ͷی ،Z صحیح، اعداد مجموعه ی که دهید نشان .۴٩ سوال

شماراست.
∪

i∈NAi که دهید نشان باشد. شمارا مجموعه های از خانواده ͷی {Ai}i∈N که کنید فرض .۵٠ سوال

١نمره شماراست). شمارا، مجموعه ی تا شمارا اجتماع که دهید نشان (یعنͬ

.A ⊆ X,B ⊆ Y و باشد تابع ͷی f : X → Y کنید فرض .(١٩) ۵١ سوال

کنید. تعریف را f−١(B), f(A) مجموعه های •

داریم A,B ⊆ X دومجموعه ی هر برای آنگاه باشد، ͷی به ͷی f : X → Y تابع اگر که دهید نشان •

١نمره .f(A−B) = f(A)− f(B)

که دهید نشان باشد. X مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷی R که کنید فرض .(١۶) ۵٢ سوال

.xRy آنگاه [x]R = [y]R اگر •

١نمره .[x]R = [y]R آنگاه xRy اگر که دهید نشان •

x, y یعنͬ D(x, y) و دوستند هم با y و x یعنͬ R(x, y) که این فرض با و اول مرتبه ی منطق در .(۵) ۵٣ سوال

بنویسید. ریاضͬ زبان به را زیر جملات هستند، دشمن هم با

هستند. دوست دارای همه باشد، داشته دوست ͷی او اگر که هست نفر ͷی .١

هستند. دوست دارای همه باشد، دوست دارای نفر ͷی اگر .٢

اوست. دوست کس هر دشمن̞ دشمن̞ .٣

دارد. هم دشمن باشد، داشته دوستͬ که فردی هر .۴

٢نمره هستند. دشمن دارای افراد همه ی باشند، دوست دارای افراد همه ی اگر .۵

کنید. تعریف ٢X و P (X) میان پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی .۵۴ سوال

نیم نمره

(ارفاقͬ). ۵۵ سوال

دارید؟ اینجانب کلاس کیفیت بهبود برای پیشنهادی چه •

نیم نمره ͬ دانید؟ م نمره ای چه لایق را خود درس، به علاقه تان و دانشجوئͬ شئون رعایت تلاشتان، به توجه با •

نمرات مجموع برگه، این در شد. نخواهد درس شدن پاس موجب لزوماً امتحان، این از نمره ده کسب توجه:

بین (عددی کمتر عددی از برگه این نمره ی میانترم) نمرات اساس بر مدرس صلاحدید به (بنا پایان در ولͬ است ١۶

شد. خواهد محاسبه (١۶ و ١٢
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٩٨ سال ١٧ . ٢

ریاضͬ مبانͬ درس پایان ترم امتحان

اصفهان صنعتͬ دانشͽاه خانͬ، محسن 

١١:٣٠ تا ٨:٣٠ ساعت از ،٩٨ بهمن ۵

فهمیده که بنویسید گونه ای به و دقیق ممͺن جای تا را پاسخها و نفرمائید صرفه جوئͬ نوشتن در لطفاً .٢٧٠ توجه

امتحان جلسه ی طول در نیست. حشویات و بی ربط اطلاعات نوشتن به نیازی البته گرفته اید. یاد را درس شما که شود

است. امتحان برای شما آمادگͬ از بخشͬ سوالات صورت فهمیدن زیرا شد نخواهد داده پاسخ سوالͬ هیچ

زرن لم

١ کنید. بیان ممͺن حالت دقیق ترین به را خوش ترتیبی اصل و زرن لم صورت .١

و باشد تابع ͷی fi : Xi → Y هر یعنͬ باشد؛ Y به X از جزئͬ توابع از خانواده ای (fi)i∈N کنید فرض .٢

ͷی تابع هر که کنید (دقت .fi ⊆ fj باشیم داشته i < j هر برای که کنید فرض همچنین .Xi ⊆ X

جزئͬ تابع ͷی
∪

i∈N fi که دهید نشان ͬ دهد). م معنͬ بودن زیرمجموعه پس مرتبهاست، زوج از مجموعه

نیز
∪

i∈N fi باشند، ͷی به ͷی ها fi تک تک اگر که دهید نشان همچنین .
∪

i∈NXi آن دامنه  ی که است

١٫۵ است. ͷی به ͷی تابعͬ

این در که دهید نشان زُرن لم از استفاده با .α ̸= β که طوری به باشند کاردینال دو α, β که کنید فرض .٣

زرن لم از ͷبه ی ͷی جزئ̞ͬ توابع از مناسب خانواده ی ͷی روی (راهنمائͬ: .β < α یا α < β یا صورت

٢ کنید). استفاده

ناشمارا و شمارا کاردینالها، همتوانͬ،

١ شماراست. مجموعه ای شمارا، مجموعه ی دو اجتماع که دهید نشان بیانِ ممͺن، دقیق ترین به .۴

٢٠٣



وجود ͷی به ͷی تناظری ٢X و P (X) مجموعه ی دو بین که دهید نشان و کنید تعریف را ٢X مجموعه ی .۵

١٫۵ دارد.

١ نیست. شمارا ͷی و صفر از ساخته شده شمارای طول به دنباله های تمام مجموعه ی که دهید نشان .۶

١ .٢ℵ٠ × ℵ٠ = ٢ℵ٠ که دهید نشان R و R× Z میان پوشا و ͷبه ی ͷی نگاشت ͷی کردن پیدا با .٧

که دهید نشان آن از استفاده با و کنید بیان دقیق صورت به را برنشتاین ـ کانتور قضیه ی و کاردینالها ترتیب .٨

١٫۵ است. ٢ℵ٠ با برابر N به N از توابع تعداد

١٫۵ .(αβ)γ = αβ×γ داریم α, β, γ کاردینالهای برای که دهید نشان .٩

پوشا و ͷی به ͷی توابع

ِͷبه ی ͷی تابع ͷی صورت این در که دهید نشان باشد. موجود Y به X از f پوشای تابع ͷی که کنید فرض .١٠

١٫۵ .f(g(y)) = y داریم y ∈ Y هر برای که طوری به است موجود X به Y از g

نباشد پوشا f اگر که دهید نشان .f(f−١(Y )) = Y که دهید نشان باشد پوشا تابع ͷی f : X → Y اگر .١١

١٫۵ نیست. درست گفته این لزوماً

قبلͬ امتحانهای جبران برای ارفاقͬ سوال

باشد. دقیق کاملا́ پاسختان که گرفت خواهید صورتͬ در تنها را زیر سوال نمره ی

٢ .α+ ℵ٠ = α که دهید نشان باشد. ناشمارا کاردینال ͷی α که کنید فرض .١٢

میان در من با دارید درددلͬ و درخواست یا پیشنهاد، انتقاد ناگفته، سخنͬ اگر توفیق، آرزوی ضمن .۵۶ سوال

بͽذارید.
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