
وسوم بیست جلسه ی ١

بعدی جلسات در و ͬ کنم م معرفͬ اجمالا˟ را آنها جلسه، این در که است مانده مجموعه ها نظریه ی نظریه ی از دیͽر اصل دو

کرد. خواهم صحبت بیشتر آنها درباره ی

به اصل این رسمͬ بیان دارد. وجود نامتناهͬ مجموعه ای که است این بیانگر اصل این نامتناهͬ). مجموعه ی (وجود ١ اصل

است: زیر صورت

∃z (∅ ∈ z ∧ ∀x ∈ z x ∪ {x} ∈ z)

است: زیر مجموعه های همه ی شامل است،  شده وصف بالا اصل در که مجموعه ای پس

∅

∅ ∪ {∅} = {∅}

{∅} ∪ {{∅}} = {∅, {∅}}
...

تابع نام (به تابعͬ باشیم، داشته ناتهͬ مجموعه های از متشͺل مجموعه ای اگر انتخاب، اصل به بنا انتخاب). (اصل ٢ اصل

است: زیر صورت به اصل این رسمͬ بیان ͬ دارد. برم عضوی مجموعه این اعضای از ͷی هر از که دارد وجود انتخاب)

∀x(x ̸= ∅ → ∃f : x →
∪

x ∀t ∈ x f(t) ∈ t)

ͬ دارد. برم عنصری x در موجود مجموعه های از کدام هر از بالا در f تابع و هستند مجموعه ͷی کدام هر x اعضای که کنید دقت

ͷی که گفت باید آن بیان برای است. اول مرتبه ی منطق در بیان قابل است، موجود f مانند تابعͬ که این که کنید دقت

داراست. را بودن تابع  ͬ ویژگ که است موجود x×
∪

x از زیرمجموعه 

اعداد به جلسه، این ادامه ی در داد. خواهم توضیح بیشتر آن معادل صورتهای و انتخاب اصل درباره ی آینده جلسات در

تمرین حتماً مجموعه ها، نظریه ی اصول دقیقترِ فهم برای که ͬ کنم م پیشنهاد دانشجویان به آن از پیش پرداخت. خواهیم طبیعͬ

کنند. حل را زیر

که طور همان مجموعه ، این باشد. طبیعͬ اعداد متناه̞ͬ زیرمجموعه های تمام مجموعه ی P<ω(N) کنید فرض .١ تمرین

و N بین ͷبه ی ͷی تناظر ͷی β کنید فرض است. N با ͷبه ی ͷی تناظر در پس شماراست، ͬ دانید، م ریاضͬ مبانͬ درس از

کنید: تعریف زیر صورت به را ∈β رابطه ی N روی باشد. P<ω(N)

x ∈β y ⇔ x ∈ β(y).

دهید. جواب آن درباره ی زیر تمرینهای به و بͽیرید نظر در را (N,∈β) ساختارِ حال

هستند؟ درست ساختار این در زد اف سͬ اصولِ کدام .١

است. خوش بنیاد (N,∈β) در مجموعه هر آنگاه بͽیریم، نظر در زیر نگاشت را β اگر که دهید نشان .٢

β(٢n١ + . . . ٢nk) = {n١, . . . , nk}.

١



نباشد. درست انتظام اصل (N,∈β) در که کنید تعریف گونه ای به را β .٣

غیرخوش بنیاد مجموعه ی ͷی حال درعین ولͬ باشد، درست انتظام اصل (N,∈β) در که کنید تعریف گونه ای به را β .۴

شود. پیدا

طبیعͬ اعداد ١ . ١

ͬ شناسند: م همه را طبیعͬ اعداد

N = {٠, ١, . . .}.

آنگاه شود، نتیجه n+ ١ برای آن درستͬ n برای آن بودن درست از و باشد درست ٠ برای حͺمͬ اگر که ͬ دانند م همه نیز را این

طبیعͬ اعداد درباره ی ZFC که است این پرداخته ایم بدان ادامه در آنچه اما است. درست «تک تک اعدادِطبیعͬ» برای حͺم این

بیان قابل مجموعه ها نظریه ی در حدی چه تا حقیقͬ اعداد به مربوط حقایق که بدانیم ͬ خواهیم م دیͽر بیان به ͬ کند. م فکر چه

ͬ کنیم: م معرفͬ ساده مجموعه ی چند نخست هستند. اثبات و

٠ = ∅

١ = {٠} = {∅}

٢ = {٠, ١} = {∅, {∅}}

٣ = {٠, ١, ٢} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}
...

n = . . .

کرده ایم. تعریف دقیق طور به را طبیعͬ اعداد مفهوم درس ادامه ی در

هرگاه ͬ نامیم م متعدی را x مجموعه .٣ تعریف

∀y, z y ∈ z ∈ x → y ∈ x

کنید). ثابت را (این .
∪
x ⊆ x اگروتنهااگر است متعدی x دیͽر بیان به

گوییم مͬ باشد.) a × a از مجموعه زیر ͷی < (یعنͬ باشند. a روی رابطه ͷی < و مجموعه ͷی a کنید فرض .۴ تعریف

باشند: برقرار زیر مورد دو هرگاه است a روی ترتیبی رابطه ͷی <

.∀x ∈ a ¬(x < x) .١

.∀x, y, z ∈ a (x < y) ∧ (y < z) → x < z .٢

باشد: برقرار نیز زیر مورد بالا، مورد دو بر علاوه هرگاه است خطͬ ترتیبی رابطه ͷی < رابطه ͬ گوییم م همچنین

.∀x, y ∈ a (x < y ∨ y < x ∨ x = y) .٣

٢



عضویت، رابطه ی خودِ گاهͬ مجموعه ها، نظریه ی در داریم. دست در را طبیعͬ اعداد تعریف برای لازم مواد همه ی حال

اردینالهاست. آن از پس و طبیعͬ، اعداد تعریف اساس این که ͬ شود م ترتیبی رابطه ی

باشند: برقرار زیر مورد سه هرگاه ͬ نامیم م طبیعͬ عدد ͷی را x مجموعه .۵ تعریف

باشد. متعدی x .١

باشد. خطͬ مرتب مجموعه ͷی (x,∈) .٢

باشد. ماکسیمم عنصر ͷی و مینیمم عنصر ͷی دارای ∈ ترتیبِ با x از ناتهͬ مجموعه ی زیر هر .٣

یعنͬ اولͬ هستند. متفاوت مطلب دو باشد، متعدی x روی ∈ رابطه ی که این با باشد، متعدی x که این که کنید توجه

اینها از هیچͺدام و باشد؛ برقرار تعدی رابطه ی t١, t٢, t٣ ∈ x عضوِ سه بین یعنͬ دومͬ ولͬ باشند. x عضوِ x اعضای اعضایِ

ͬ شود. نم نتیجه دیͽری از

ͬ شود. م نتیجه انتظام اصل از این زیرا باشد؛ ͬ موم مین دارای x از زیرمجموعه هر بͽوییم که نبود نیازی بالا تعریف در

ترتیب همین به و x١ ∈ x٠ عنصرِ پس نیست. y ͬ موم̧ مین با برابر x٠ ∈ y عنصر پس نباشد. ͬ موم مین دارای y ⊆ x کنید فرض

دنباله ی ͷی

x٠ ∋ x١ ∋ . . .

xi همه ی پس .x٢ ∈ x٠ که ͬ شود م نتیجه ∈ رابطه ی بودن متعدی به بنا x٠ ∋ x١ ∋ x٢ از که کنید دقت حال ͬ شود. م یافت

این اما است. مجموعه ͷی پس است، x٠ از زیرمجموعه ͷی A = {x١, x٢, . . .} یعنͬ هستند. x٠ اعضای i ≥ ١ برای ها
١ .xi+١ ∈ A ∩ xi داریم xi ∈ A هر برای زیرا است. مغایر انتظام اصل با

هستند. طبیعͬ عدد طبیعͬ، عدد ͷی به متعلق عناصر که شود مͬ ثابت ZFC در .۶ لم

است: متعدی x روی تعلق رابطه ی زیرا است؛ متعدی y اولا˟ .y ∈ x و باشد طبیعͬ عدد ͷی x کنید فرض اثبات.

z ∈ u ∈ y → z ∈ y.

است ماکسیمم و مینیمم دارای y از ای مجموعه زیر هر که این است. اثبات قابل آسانͬ به است ترتیبی رابطه y روی ∈ که این

است. x از مجموعه زیر ͷی y از مجموعه زیر هر زیرا شود، مͬ ثابت آسانͬ به نیز

اعداد روی استقراء با ͬ توانید م را این است. طبیعͬ عدد ͷی بالا، در تعریف شده ،n هر ZFC در که دهید نشان .٢ تمرین

یعنͬ کرده اید. استفاده استقراء  از ZFC از خارج در شما واقع در ندارد، اشͺالͬ استقراء از استفاده این دهید. نشان طبیعͬ

در است. طبیعͬ عدد ͷی نیز n+ ١ زد اف سͬ، نظر از آنگاه باشد، طبیعͬ عدد ͷی n زد اف سͬ نظر از اگر که داده اید نشان

کرد. خواهیم فرمولبندی زد اف سͬ خودِ در را استقراء برای مفهوم ͷی درس، ادامه ی

ͬ کنیم: م تعریف باشد، مجموعه ͷی x اگر .٧ تعریف

s(x) = x ∪ {x}
گردایه ی ͷی شدنِ مجموعه ی از ولͬ ͬ دهد، نم نتیجه را خوش بنیادی لزوماً انتظام اصل که گفتم قبل جلسه ی در است. مهمͬ مسئله ی این ١

انتظام، اصل تعدی، وجود با پس ͬ دهد. م مجموعه ͷی تشͺیل یادشده، صورت به نزول̞ͬ دنباله ی هر تعدی، وجود با ͬ کند. م جلوگیری x٠ ∋ x١ ∋ . . .

ͬ دهد. م نتیجه را خوش بنیادی

٣



است. طبیعͬ عدد ͷی نیز S(x) آنگاه باشد طبیعͬ عدد ͷی x اگر که شود مͬ ثابت ZFC در .٨ لم

آنگاه y ∈ z ∈ x ∪ {x} اگر ͬ گذارم. م شما عهده ی به را ͬ ها ویژگ سایر بررسͬ و ͬ کنم م ثابت را تعدی فقط اینجا در اثبات.

است مشخص هم دوم حالت در .y ∈ x ∪ {x} پس y ∈ x که ͬ شود م نتیجه x تعدی از اول حالت در .z = x یا z ∈ x یا

.y ∈ x ∪ {x} پس .y ∈ z = x که

بیان به x؛ = y ∪ {y} = S(y) طوریͺه به است موجود y طبیعͬ عدد ͷی آنگاه باشد طبیعͬ عدد ͷی x و x ̸= ∅ اگر .٩ لم

است. دیͽر طبیعͬ عدد ͷی تالͬ ناصفر، طبیع̞ͬ عدد هر دیͽر،

x ⊆ x (زیرا است موجود عنصری چنین طبیعͬ، عدد تعریف طبق که باشد x به متعلق عنصر بزرگترین y کنید فرض اثبات.

ͬ شود. م ثابت راحتͬ به y ∪ {y} ⊆ x که این .x = y ∪ {y} که کنیم مͬ ادعا است). ماکزیمم دارای x از زیرمجموعه هر و

است خطͬ ترتیب رابطه ͷی x روی ∈ که آنجا از آنگاه t /∈ y و t ∈ x اگر که کنید دقت ،x ⊆ y ∪ {y} که این اثبات برای

است. تناقض در y بودن ماکزیمم با y ∈ t که این که کنید دقت .y = t یا y ∈ t یا

ͬ دهیم. م نشان ω با را طبیعͬ اعداد تمام از متشͺل کلاس .١٠ تعریف

است. مجموعه ͷی ω .١١ قضیه

یعنͬ مجموعه هاست. نظریه زبان در اول مرتبه فرمولهای توسط وصف قابل بودن طبیعͬ عدد که کنید دقت نخست اثبات.

ͷی که دهیم نشان است کافͬ تصریح، اصل به بنا است. طبیعͬ عدد ͷی x یعنͬ ϕ(x) که طوری به دارد، وجود ϕ فرمولِ ͷی

نشان است کافͬ ω بودنِ مجموعه اثباتِ برای دیͽر، بیان به .ω = {x ∈ t|ϕ(x)} که طوری به دارد وجود t مجموعه ی

است. آن از زیرمجموعه ای ω که است موجود t مجموعه ی ͷی که دهیم

بͽیرید: نظر در را نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل

∃t(∅ ∈ t) ∧ (∀u ∈ t u ∪ {u} ∈ t)

ثابت گفته این اثبات با واقع در .ω ⊆ t که داد خواهیم نشان ادامه  در است. موجود t نامتناه̞ͬ مجموعه ی ͷی اصل، این به بنا

باشند، شامل که را x هر و هستند تهͬ شامل که (مجموعه هایی است استقرایی های مجموعه تمام مجموعه زیر ω که ایم کرده

شاملند). نیز را x ∪ {x} مجموعه ی

حال .x ̸∈ t و x ∈ s(x) که کنید دقت .s(x) ∈ ω صورت، این در .x ∈ ω − t کنید فرض پس .ω ̸⊆ t کنید فرض

.z = min(s(x)− t) دیͽر بیان به z؛ /∈ t که باشد s(x) در عنصر کوچͺترین z که کنید فرض

موجود y طبیعͬ عدد ͷی ،z ̸= ∅ و است طبیعͬ عدد ͷی z که جا آن از .(∅ ∈ t) زیرا z ̸= ∅ که کنید دقت همچنین

z ولͬ y ∈ z و y ∈ s(x) − t زیرا است، تناقض این اما .y ∈ z ∈ s(x) پس .z = s(y) = y ∪ {y} طوریͺه به است

است. s(x)− t ͬ موم̧ مین

.s(y) ∈ t ͬ کند، م صدق بودن نامتناهͬ مجموعه ی اصل در t که آنجا از آنگاه y ∈ t اگر که است این y ̸∈ t که این علت

.s(y) = z ̸∈ t اما

است. استقرائͬ مجموعه ی هر زیرمجموعه ی ω که کردیم ثابت همچنین بالا، قضیه ی اثبات در شد، گفته که طور همان

شد: ثابت بالا، اثبات درخلال نیز دیͽر مهم نکته ی ͷی اما

۴



(استقراء). ١٢ قضیه

ZFC ⊢ (x ⊆ ω ∧ ∅ ∈ x ∧ ∀z ∈ x s(z) ∈ x) → ω = x.

این از x ⊆ ω که آنجا از حال .ω ⊆ x داریم قبل قضیه ی اثبات به بنا است، استقرائͬ مجموعه ی ͷی x که آنجا از اثبات.

.x = ω که ͬ شود م نتیجه

آیا که است این ͬ آید م پیش اینجا در که طبیعͬ سوال ͷی

ω = {٠, ١, ٢, . . . , }?

نگاه با چند هر باشد. برابر ω با باید باشد، استقرائͬ اگر پس است. ω زیرمجموعه ی راست دست مجموعه ی که کنید دقت

ͬ توان نم ZFC در اما است)  آن در نیز بعدیش است، آن در چه (هر است استقرائͬ مجموعه، این که ͬ رسد م نظر به بیرون، از

آن اعضای که دارد وجود مجموعه ای که کرد ثابت ͬ توان نم ZFC در واقع در است. استقرائͬ مجموعه، این که کرد ثابت

ͬ شود. م روشنتر زیر تمرین در گفته این هستند. {٠, ١, . . .} دقیقاً

شوند، مͬ پیدا استاندارد غیر طبیعͬ اعداد آن در که دارد مدلͬ ZFC آنگاه باشد سازگار ZFC اگر که دهید نشان .٣ تمرین

داریم n هر برای ولͬ t ∈ ωM که طوری به است، موجود t ∈ M عنصرِ که طوری به دارد وجود M |= ZFC مدل ͷی یعنͬ

.t ̸= n

۵
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