
مجموعه ها نظریه ی شروع و نااستاندارد آنالیز نوزدهم، جلسه ١

فشردگͬ قضیه ی کاربردهای ادامه ی ١ . ١

که طوری به ͬ شود نم یافت r حقیقͬ عدد هیچ است: ارشمیدسͬ ویژگͬ حقیقͬ، اعداد مهم ͬ های ویژگ از ͬͺی

∀n ∈ N r > n,

که طوری به ͬ شود نم یافت r مانند ͬ ای حقیق عدد هیچ معادل بیان به

∀n ∈ N ٠ < r <
١
n
.

است: درست زیر عبارت حقیقͬ اعداد میدان در دیͽر، بیان به باز ∩و
n∈N

(٠, ١
n
) = ∅.

قرار بͽیرید. نظر در L = {+, ·, ٠, ١,≤} زبان در را R = (R,+, ·, ٠, ١,≤) ساختارِ یعنͬ حقیقͬ، اعداد میدان ساختار

دهید

T = Th(R) = {φ | R |= φ}

مجموعه ی در را حقیقͬ اعداد میدان اول مرتبه ی ͬ های ویژگ همه ی یعنͬ گرفته ایم؛ ساختار این کامل تئوری را T دیͽر، بیان به

که است واضح ریخته ایم. T

R |= T.

نیز مدلها آن از ͷی هر در باشد،  درست R در که جمله ای هر باشد. داشته ͬ تواند م R از غیر نیز دیͽری مدلهای تئوری این اما

بپرسیم: خود از را زیر سوال است طبیعͬ است. درست

است؟ برقرار نیز T دیͽر مدل های در ارشمیدسͬ ویژگͬ آیا .١ سوال

دهید: قرار و کنید اضافه L زبان به c ثابت ͷی پرداخته ایم. سوال این پاسخ به ادامه  در

.L′
= L ∪ {c}

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را T ′ تئوری

T
′
= T ∪ {c > ١, c > ١ + ١, c > ١ + ١ + ١, c > ١ + ١ + ١ + ١, · · · , c > ١ + · · ·+ ١︸ ︷︷ ︸

n

, · · · }.

متناهͬ بخش هر که دهیم نشان است کافͬ ادعا، این اثبات برای فشردگͬ، قضیه ی به بنا است. مدل دارای T ′ که ͬ کنیم م ادعا

نوشت: ͬ توان م است. مدل دارای △ ⊆ T
′

△ = △′ ∪△′′

ͬ شود م نتیجه آن از که است واضح است،  مدل دارای T ∪△′′ مجموعه ی دهیم نشان اگر .△′′ ⊆ T و △′ ⊆ T که طوری به

کنید فرض است. مدل دارای هم △ که

١



△′′
= {c > ١, c > ١ + ١, · · · , c > ١ + · · ·+ ١︸ ︷︷ ︸

n

}

کنید تعبیر بͽیرید. نظر در را R ساختار

cR = n+ ٢

R̃ نام به مدلͬ دارای T ′ فشردگͬ قضیه ی به بنا پس است. مدل دارای T ′ از متناهͬ بخش هر بنابراین .R |= T ∪△′′ آنگاه

است.

بر علاوه اما است. درست نیز R̃ موردِ در باشد،  درست حقیقͬ اعداد ساختار مورد در که جمله ای هر که کنید دقت
١
n

تمام̧ از ١
c

که است واضح است. بزرگتر طبیعͬ اعداد تمام از که است موجود (c ثابتِ تعبیر (همان عنصری R̃ در این،

بی نهایت بزرگ عناصری و ͷبی نهایت کوچ عناصری میدان، این در نیست. ارشمیدسͬ میدان ͷی R̃ پس است. کوچͺتر ها

میدان این کامل تئوری در که نیست اول مرتبه ی ̞ ͬ ویژگ ͷی حقیقͬ، اعداد میدان بودن ارشمیدسͬ دیͽر، بیان به ͬ شوند. م یافت

باشد. فرورفته

ͬ نامیم. م حقیقͬ اعداد تئوری برای نااستاندارد مدل ͷی را R̃ مدل

در ١ ͬ شوند. م مطالعه  نااستاندارد مدلهای در آنالیزی مفاهیم آن در که است مدل نظریه ی از گرایش ͷی نااستاندارد، آنالیز

شهودمان پیوستگͬ، مفهوم بیان در که کنید دقت پرداخته ایم. نااستاندارد آنالیز در پیوستگͬ مفهوم تحلیل به نمونه برای زیر

را شدن ͷنزدی بی نهایت شود. ͷنزدی f(a) به بی نهایت f(x) آنگاه شود ͷنزدی a به بی نهایت x که وقتͬ که است این

f(a) به بخواهید شما که اندازه ای هر به f(x) کرده اند: فرمول بندی هوشمندانه ای صورت به لایبنیتز و نیوتون حساب،  در

ͷکوچ بی نهایت عناصر وجود نااستاندارد، آنالیز در باشد. شده ͷنزدی a به کافͬ اندازه ی به x که این شرط به ͬ شود م ͷنزدی

ͬ کند. م راحت تر را مفهوم این درک ٢ بزرگ، بی نهایت و

R١ = (R,+, ., ٠, ١, <, f) ساختار ٣ .f(٠) = ٠ که طوری به باشد صفر نقطه ی در پیوسته تابع ͷی f : R → R کنید فرض

قرار حال کنیم. صحبت f تابع̧ درباره ی بتوانیم تا داده ایم قرار تابعͬ نماد ͷی زبان دراین بͽیرید. نظر در L ∪ {f} زبان در را

بی نهایت و ͷکوچ بی نهایت عناصر دارای که باشد T١ برای نااستاندارد مدل ͷی (R̃١, f̃) کنید فرض .T١ = Th(R١) دهید

داراست. را R در f ͬ های ویژگ همه ی که است R̃١ به R̃١ از تابعͬ f̃ مدل، این در است. بزرگ

عناصر به را ͷکوچ بی نهایت عناصر f̃ : R̃١ → R̃١ تابع اگر تنها و اگر است پیوسته صفر نقطه ی در R در f تابع .٢ لم

کند. تصویر ͷکوچ بی نهایت

بی نهایت f̃(x) که کنیم ثابت ͬ خواهیم م باشد. ͷکوچ بی نهایت x ∈ R̃١ و باشد پیوسته صفر در f کنید فرض اثبات.

که دهیم نشان باید منظور این برای است. ͷکوچ

∀n f̃(x) <
١
n

.f̃(x) < ١
N

که ͬ دهیم م نشان ادامه در باشد. دلخواه طبیعͬ عدد ͷی N کنید فرض

پس است، پیوسته R در f تابع̧ در که کنید توجه

است. خواندنͬ که دارد نااستاندارد» «آنالیز عنوان با کتابی رابینسون ١آبراهام
٢infinitesimal, infinitely large

کرده ایم. بحثها شدن راحت برای تنها را بودن صفر ٣فرض

٢



R١ |= ∃δ ∀x |x| < δ → |f(x)| < ١
N

که طوری به است موجود M ∈ N است، ارشمیدسͬ R که آنجا از

(⋆) R |= ∀x|x| < ١
M

→ |f(x)| < ١
N

دیͽر بیان به

R١ |= ∀x (M.|x| < ١ → N.|f(x)| < ١)

پس شود؛ برآورده هم R̃١ توسط باید پس دارد. قرار T تئوری در پس است اول مرتبه ویژگͬ ͷی (⋆) ویژگͬ

R̃١ |= ∀x|x| < ١
M

→ |f(x)| < ١
N

ͬ خواستیم. م که همانگونه |f(x)|؛ < ١
N

پس ،|x| < ١
M

خاص طور به آن گاه باشد ͷکوچ بی نهایت |x| اگر حال

ͷکوچ بی نهایت عناصر به را R̃١ در ͷکوچ بی نهایت عناصر f̃ که کنید فرض ͬ پردازیم: م عکس قسمت اثبات به حال

حقیقͬ اعداد در زیر جمله ی آنگاه نباشد، پیوسته f اگر است. پیوسته تابعͬ f : R → R که کنیم ثابت ͬ خواهیم م ببرد.

است: درست

∃ϵ > ٠ ∀δ > ٠ ∃x (|x| < δ ∧ |f(x)| > ϵ).

اعداد در زیر جمله ی پس است. درست ١
n
< ϵ عددِ ͷی برای بالا حͺم است، ارشمیدسͬ حقیقͬ، اعداد میدان که آنجا از

است: درست حقیقͬ

∀δ > ٠ ∃x (|x| < δ ∧ |f(x)| > ١
n
).

δ اگر دارد:  فرضمان با تناقض این اما دارد). قرار ما تئوری در جمله این (زیرا است درست نیز (R̃١, f̃) موردِ در بالا جمله ی

است. کوچͺتر ها ١
n

تمام از |f(x)| آنگاه |x| < δ اگر که است این فرضمان بͽیریم، ͷکوچ بی نهایت را

منطق بحث ͬ دهم م ترجیح ولͬ کنم، ذکر ͬ توانم م فراوانͬ شیرین مثالهای ریاضیات در فشردگͬ لم کاربردهای مورد در

بپردازم. مجموعه ها نظریه ی به ترم باقͬ در و دهم خاتمه جا همین در فعلا را اول مرتبه ی

مجموعه ها نظریه ی ٢

با است. لازم تکمیلͬ دوره ی در ریاضیات سال ده حداقل چیست، مجموعه که این فهمیدن برای که ͬ گفت م ۴ عزیزی استاد

ترم نیم وجود با نگارنده، نظر به حال این با چیست؛ مجموعه این بالاخره که ͬ داند نم دقیق نیز نگارنده خودِ احتسابی، چنین

مبانͬ درس در ندارد. وجود مجموعه شناساندن و شناختن شانس اندازه این به دیͽری درس هیچ در اول، مرتبه ی منطق تدریس

بازتر دستم ، ۵ منطق با مخاطب آشنائͬ علت به درس، این در اما گفته ام، زیاد سخن مجموعه مفهوم پیچیدگͬ درباره ی ریاضͬ

است.

مجموعه ͷی طبیعͬ عدد هر هستند. مجموعه نوعͬ به ریاضͬ پدیده های همه ی تقریبا که ͬ گیریم فرام کارشناسͬ دوره ی در

است:
زیͽلر ۴مارتین

۵ان شاءالʓه!

٣



∅ = ٠

{∅} = {٠} = ١

{∅, {∅}} = {٠, ١} = ٢

{∅, {∅}, {∅, {∅}}} = {٠, ١, ٢} = ٣

...

ͷی مجموعه، دو دکارتͬ حاصلضرب ͬ شود. م گفته طبیعͬ اعداد مجموعه ی آن به و دارد وجود بالا اعداد همه ی مجموعه ی

حاصل طبیعͬ اعداد مجموعه ی روی زیر هم ارزی رابطه ی تعریف از صحیح اعداد مجموعه اند. روابط پس است؛ مجموعه

ͬ دهند) م تشͺیل مجموعه  (پس ͬ شوند: م

Z = N× N⧸ ∼

(m,n) ∼ (m
′
, n

′
) ⇐⇒ m+ n

′
= n+m

′

تعریف از گویا اعداد هستند.) صحیح اعداد آن، کلاس های و است هم ارزی فوق، رابطه ی که کنید ثابت تمرین، عنوان (به

ͬ دهند. م تشͺیل مجموعه ͷی هم آنها ترتیب بدین و ͬ آیند، م دست به Z روی زیر هم ارزی رابطه ی

(m,n) ∼ (m
′
, n

′
)

m.n
′
= n.m

′

اعداد است. f : N → Q تابع̧ ͷی واقع در گویا اعداد در دنباله هر گویاست. اعداد از ک͒شͬ دنباله ی ͷی حقیقͬ عدد هر

ریاضͬ، پدیده های از بسیاری فهم تفاسیر، این با مجموعه اند. نیز حقیقͬ اعداد پس مجموعه اند نیز توابع و مجموعه اند طبیعͬ

است. مجموعه فهم به منوط

است: زیر صورت به مجموعه از کانتور تعریف

Unter eine Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlun-

terschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche Ele-

mente von M gennant werden) zu einem Ganzen.

اعضای اشیاء، آن به که ما، تصور در یا ما اطراف در اشیائͬ از است متمایز و معین عناصر از تجمعͬ مجموعه، .٣ تعریف

ͬ شود. م گفته مجموعه

آورید: یاد به را حافظ از زیر زیبای بیت بحث، دادن ادامه  از پیش

ͬ کشد نم در رˀخ ز نقاب چون معشوق

کنند! چرا تصور به حͺایتͬ کس هر

۴



بتوان آن با که راهͬ تنها ͬ شود. م ذهن در مجموعه از تصوری ایجاد به منجر دهیم، ارائه مجموعه ها از که تعریفͬ هر واقع در

اجازه ی کس هر به واقع در ͬ کنیم، م اصلبندی را مجموعه ها وقتͬ هاست. مجموعه  اصل بندی کرد،  ͷنزدی هم به را تصورها

تناقضات و واگرائͬ میانشان که ͬ کنیم م قانونمند نوعͬ به را تصورات آن ولͬ ͬ دهیم، م را مجموعه از خود ذهنͬ تصور داشتن

ندهد. رخ

اصل بندی ͷی یا تئوری ͷی ͬ خواهیم م واقع در پرداخته ایم. اول مرتبه ی منطق در مجموعه ها، نظریه ی بررسͬ به ادامه، در

نوشت). خواهیم ریاضیات برای اصلبندی یا تئوری ͷی بدینسان (و بنویسیم مجموعه ها برای

است: زیر صورت به ͬ گیریم، م نظر در مجموعه ها نظریه ی برای که زبانͬ

L = {∈}

کانتور که آنگونه مجموعه ها، نظریه ی ͬ شود. م گفته عضویت نماد آن به که داریم موضعͬ دو رابطه ای نماد ͷی تنها زبان این در

است: اصل دو نیازمند تنها است، کرده  وصفشان

مجموعه ͷی تنها مشخص، عناصر سری ͷی باشد. شده تشͺیل مشخصͬ عناصر از باید مجموعه که گفتیم گسترش. اصل

مجموعه ͷی واقع در باشند، داشته یͺسان اعضای که مجموعه دو است: گسترش اصل موضوع گفته، این ͬ دهند. م دست به

ͬ نویسیم: م زیر صورت به مجموعه ها نظریه ی زبان در را گسترش اصل هستند.

∀x, y (∀z(z ∈ x ↔ z ∈ y) → x = y)

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت شیروانیان زهرا خانم از

۵
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