
هجدهم جلسه ی ١

بودیم: زیر قضیه ی اثبات حال در

است. مˀدِل دارای T آن گاه باشد کامل هنکین̞ͬ سازگارِ متناهیاً T اگر .١ قضیه

صورت به است قرار ما نظر مورد مدل جهان که گفتیم

M = {ac|c ∈ C}

کردیم تعریف است. L ∪ C زبانِ در موجود ثوابتِ مجموعه ی C آن در که باشد

ac = ac′ ⇐⇒ T ⊢ c = c′

شد: معرفͬ زیر ساختار و گرفت صورت ثوابت و روابط توابع، تعبیر همچنین

M = ⟨M, fM, RM, cM⟩

است: مانده زیر گفته ی اثبات تنها

داریم φ ∈ T جمله ی هر برای .٢ لم

M |= φ

.φ جمله ی ساخت روی استقراء با اثبات.

که است این اثبات هدفمان باشد. t١(c١, . . . , cn) = t٢(c١, . . . , cn) ∈ T صورت به جمله ای φ کنید فرض ..١

M |= t١(c١, . . . , cn) = t٢(c١, . . . , cn).

فرض:
..١ T ⊢ t١(c١, . . . , cn) = t٢(c١, . . . , cn)

وجودی سور لم به بنا

..٢ T ⊢ t١(c١, . . . , cn) = t٢(c١, . . . , cn) → ∃x t١(c١, . . . , cn) = x

..١ , ..٢ ,MP ⇒ ..٣ T ⊢ ∃x t١(c١, . . . , cn) = x

که طوری به است موجود cn+١ شاهدِ بنابراین است. هنکینͬ تئوری ͷی T طرفͬ از

..۴ T ⊢ ∃x t١(c١, . . . , cn) = x→ t١(c١, . . . , cn) = cn+١

..٣ , ..۴ ,MP ⇒ T ⊢ t١(c١, . . . , cn) = cn+١
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آنگاه T ⊢ t(c١, . . . , cn) = cn+١ اگر دهید نشان ترم ها). ساخت روی استقراء (با ١ تمرین

M |= t(c١, . . . , cn) = cn+١

بͽیرید. نتیجه را لم حͺم آن از و

صورت به T در فرمولͬ φ کنید فرض ..٢

R(t١, . . . , tn)

ادعا: باشد.

M |= R
(
t١(c١, . . . , cn), . . . , tn(c١, . . . , cn)

)
که طوری به موجودند c′١, . . . , c′n ثوابتِ که کنید ثابت نخست اثبات، قبلͬ بخشهای مشابه

T ⊢ ti(c١, . . . , cn) = c′i

بنابراین

M |= ti(c١, . . . , cn) = c′i

که دهیم نشان است کافͬ

M |= R(c′١, . . . , c
′
n)

که آنجا از

T ⊢ R(c′١, . . . , c′n)

قبل قسمت های به بنا

M |= R(c′١, . . . , c
′
n)(

RM(ac′١ , . . . , ac′n)
)

که کنید فرض باشد. برقرار ψ١, ψ٢ برای حͺم و باشد ψ١ ∧ ψ٢ صورت به φ کنید فرض ..٣

T ⊢ ψ١ ∧ ψ٢

تاتولوژیِ به بنا این از

p ∧ q → p

که ͬ شود م نتیجه

..٢ T ⊢ ψ١

استقراء) فرض بر (بنا بنابراین

M |= ψ١
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مشابه طور به

T ⊢ ψ٢

پس

M |= ψ٢

بنابراین

M |= ψ١ ∧ ψ٢

ͬ کنم. م پیشنهاد را زیر تمرین دو اثبات ادامه ی بیان از پیش

آنگاه T ⊢ φ هرگاه یعنͬ است، بسته استنتاج تحت T آن گاه باشد سازگار متناهیاً و کامل T اگر که دهید نشان .٢ تمرین

.φ ∈ T

آن گاه باشد سازگار متناهیاً T اگر .٣ تمرین

باشد. Tسازگار ∪ {¬φ} ⇐⇒ T ̸⊢ φ

که بدانیم و باشد، برقرار ψ(c) فرمولهای برای حͺم و باشد ∃x ψ(x) صورت به φ اگر ..۴ اثبات. ادامه ی

..١ T ⊢ ∃x ψ

که ͬ کنیم م ادعا آنگاه

M |= ∃x ψ.

داریم
..٢ T ⊢ ∃xψ(x) → ψ(c)

..١ , ..٢ ,MP T ⊢ ψ(c)

استقراء فرض به بنا

M |= ψ(ac)

تعاریف، به بنا پس

M |= ∃x ψ.

عبارت گفتیم، اخیر جلسه ی چند در آنچه همه ی خلاصه ی رسید. پایان به گودل تمامیت قضیه ی اثبات اینجا در سرانجام

است: زیر

|= ϕ ⇔ ⊢ ϕ.

جلسه ی و جلسه این در ͬ شود. م خلق قضیه این با مدل، نظریه ی و است مدل نظریه ی و اثبات نظریه ی میان پˀل̞ تمامیت قضیه ی

پرداخت. خواهیم قضیه این از اولیه نتایج برخͬ بیان به آینده،
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هر برای اگر بنابراین است. مدل دارای T آن گاه باشد سازگار متناهیاً تئوری ͷی T اگر که کردیم ثابت که کنید دقت

φ١, . . . , φn ∈ T هر برای اگر دیͽر بیان به است. مدل دارای T آن گاه ̸⊢ ¬(φ١,∧ . . .∧φn) باشیم ,φ١داشته . . . , φn ∈ T

φ١, . . . , φn ∈ T هر برای و باشد تئوری ͷیT اگر بنابراین است. مدل Tدارای آن گاه باشد سازگار متناهیاً {φ١, . . . , φn} اگر

که طوری به باشد موجود M Lساختارِ ͷی

M |= φ١ ∧ . . . ∧ φn

φ ∈ T هر برای که طوری به ͬ شود م پیدا M مانند ساختاری آنگاه

M |= φ.

از نامتناهͬ مجموعه ای کنید فرض هست. نیز فلسفͬ بˀعدی دارای قضیه این من برای دارد. نام فشردگͬ قضیه ی عبارت، این

که ͬ دانیم م آنگاه باشد، داشته ͬ تواند م جهانͬ این موجودِ ͷی را آنها از متناهͬ تعداد هر که بدانیم اگر باشیم. داشته صفات

یافت. خواهید قضیه این از درستͬ درک رو پیش مثالهای با داراست. هم با همزمان را صفات آن همه ی که هست برتر موجودی

است. مدل دارای T آن گاه باشد مدل دارای T از متناهͬ بخش هر اگر (فشردگͬ). ٣ قضیه

.M |= φ آن گاه M |= T اگر M ساختارِ هر برای یعنͬ T |= φ .۴ تعریف

که دهید نشان .۴ تمرین

T ⊢ φ ⇐⇒ T |= φ

وجود M Lساختارِ ͷی آن گاه باشد سازگار کامل تئوری ͷی T اگر که ͬ گیریم م نتیجه همچنین شد، گفته حال به تا آنچه از

که طوری به دارد

T = Th(M).

داده توضیح گذشته جلسات در این معنͬ (که است ساختار ͷی کامل̞ تئوری واقع در سازگار، متناهیاً کامل تئوریِ هر یعنͬ

اگر حال دارد. M مانند مدلͬ پس باشد، متناهیاًسازگار کامل تئوری ͷی T کنید فرض است. آسان گفته این اثبات بود). شده

تئوری در آن نقیض اگر است. تئوری در آن نقیض̞ یا و جمله این خودِ یا نیست، خارج حال دو از باشد، درست M در جمله  ای

است. غیرممͺن این و باشند، درست M در نقیضش هم و جمله خود هم باید است، تئوری برای مدلͬ M که آنجا از باشد،

زیر مثال به گفته این شدن روشن برای است. مختلف کلاسهای اصلبندی امͺان تشخیص فشردگͬ، لم کاربردهای از ͬͺی

کنید. توجه

جملات از مجموعه  ای ͬ توان م (آیا نوشت؟ متناهͬ مجموعه های همه ی از متشͺل کلاس برای T تئوری ͷی ͬ توان م آیا .۵ مثال

باشد). درست آن در T جملات اگر اگروتنها باشد متناهͬ M دلخواه مجموعه ی ͷی که طوری به کرد پیدا T نام به

به را T ′ تئوری کند. بندی اصل را متناهͬ مجموعه های که باشد اول مرتبه ی زبان ͷی در تئوری ͷی T کنید فرض پاسخ.

بͽیرید: نظر در زیر صورت

T ′ = T ∪ {∃x١, x٢ x١ ̸= x٢} ∪ {∃x١, x٢, x٣ (x١ ̸= x٢ ∧ x٢ ̸= x٣ ∧ x١ ̸= x٣)}

∪ . . . ∪ {∃x١, . . . , xn
∧

xi ̸= xj} ∪ . . .

۴



است. سازگار متناهیاً T ′ ادعا:

∆′′ ∪∆′ صورتِ به ͬ توان م را ∆ مجموعه ی است. مدل دارای ∆ که ͬ کنیم م ادعا باشد. متناهͬ .∆ ⊆ T ′ کنید فرض

دارد. مدل T∪
متناهͬ
↑
∆′ که ͬ کنیم م ثابت یعنͬ ͬ کنیم؛ م ثابت را بزرگتر حͺمͬ ما .∆′ ⊆ T ′ − T و ∆′′ ⊆ T که نوشت

که طوری به باشد طبیعͬ عدد بزرگترین n کنید فرض

∃x١, . . . , xn
∧

xi ̸= xj ∈ ∆

که است واضح است. n حداقل اندازه ی با M متناهͬ مدل ͷی دارای T پس است متناهͬ مجموعه های تئوری T که آنجا از

M |= ∆.

یعنͬ است؛ N نام به مدل ͷی دارای T ′ که ͬ شود م نتیجه فشردگͬ قضیه ی از حال

N |= T ′

طرفͬ از است. نامتناهͬ N مجموعه ی T ′ اصولِ به بنا که کنید دقت

N |= T ′ ⊇ T

پس
نامتناهͬ
↑
N |= T

باشد! متناهͬ مجموعه های تئوری T بود قرار زیرا است؛ تناقض این و

در ͬ شود. م استفاده اصل پذیری مرز و حد تعیین برای گاهͬ فشردگͬ قضیه ی کردید، مشاهده بالا مثال در که طور همان

گفت. خواهیم سخن نیز آینده جلسه ی در باره این

شمارا زبان ͷی در T تئوریِ ͷی اگر لم، این بنابر است. ا˚سͺولم لُوِنهایم لم فشردگͬ، کاربردهای دیͽر مهمترین̞ از ͬͺی

به دارد وجود M شمارایِ مدل ͷی مثلا́ رو این از است. دلخواه نامتناهͬ اندازه ی هر از مدل دارای آنگاه باشد، مدل دارای

یا کرد. پیدا نیز شمارا مدل ͷی در ͬ توان م را حقیقͬ اعداد اول مرتبه ی ͬ های ویژگ تمام یعنͬ .M |= Th(R,+, ·) که طوری

کرد. یپدا شمارا جبریِ بسته ی میدان ͷی ͬ توان م مثلا́

آن گاه است. نامتناهͬ مدلِ ͷی حداقل دارای که باشد شمارا زبان ͷی در تئوری ͷی T کنید فرض (لونهایم‐اسͺولم). ۶ قضیه

است. κ نامتناه̞ͬ سایزِ هر از مدل دارای T

کنید: اضافه زبان به κ اندازه ی از زیر، صورت به ثوابت مجموعه ͷی اثبات.

C = {cλ|λ < k}

بͽیرید: نظر در را زیر تئوری

T ′ = T ∪ {cλ ̸= cλ′ |λ, λ′ ∈ C}
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شود: ثابت زیر ادعای است کافͬ فشردگͬ به بنا بالا، ادعای اثبات برای است. مدل دارای T ′ ادعا:

است. مدل دارای T ′ از متناهͬ بخش هر ادعا:

صورت به T ′ بخش̞ هر که کنیم ثابت است کافͬ این اثبات برای و

∆ = T∪
متناهͬ
↑
∆′

باشد T نامتناه̞ͬ مدل همان M اگر متمایزند. هم با cλ١ , . . . , cλn عنصر nتا که ͬ گوید م ∆′ که کنید دقت است. مدل دارای

کنید تعبیر ͬ شود. م پیدا a١, . . . , an متمایز عنصر n حداقل آن در باشد است، کرده اشاره بدان قضیه صورت که

cMλi
= ai

پس

M |= ∆

اثباتِ در باشد، κ دقیقاً ͬ تواند م مدل این سایز که این اثبات است. κ حداقل سایزِ دارای مدل آن است. مدل دارای T ′ پس

دیͽری صورت به را نظر مورد ایده ی زیر در چند (هر ͬ شوم نم آن جزئیات وارد ترجیحاً فعلا́ ولͬ است نهفته تمامیت قضیه ی

کرده ام). منتقل

(زیرا ͬ شد م شمارا نیز ͬ کردیم م اضافه بدان که ثوابتͬ تعداد آنگاه ͬ بود، م شمارا |L| زبان سایز اگر اصلͬ قضیه ی اثبات در

بود. شده تشͺیل ثوابت از ساختیم که مدلͬ همچنین ͬ شد). م شمارا هم فرمولها تعداد

M = (ac)c∈C

ثابت نیز را زیر قضیه ی ما پس است. شده ساخته ثوابت از که بود ساختاری کامل̞ تئوری ما، تئوری اثبات، آن در واقع در

کرده ایم:

شماراست. مدلͬ دارای T آن گاه باشد. سازگار Lتئوریِ ͷی T و باشد متناهͬ) (یا شمارا زبان ͷی L کنید فرض .٧ قضیه
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