
هیلبرت استنتاجͬ دستگاه به اصل چند افزودن پانزدهم، جلسه ی ١

تمامیت و درستͬ قضیه ی اثبات درس ادامه ی در ما هدف که گفتیم و شدیم آشنا قبل جلسه ی در ⊢L φ مفهوم̧ با .١ یادآوری

است:

⊢ φ ⇐⇒ |= φ

ͬ شود: م نتیجه زیر قضیه ی از تمامیت قضیه ی که دیدیم نیز

باشیم داشته φ١ . . . φn ∈
∑

هر برای و باشد اول مرتبه ی جملات از مجموعه ͷی
∑

اگر .٢ قضیه

̸⊢ ¬(φ١ ∧ . . . ∧ φn)

داریم φ ∈
∑

هر برای که طوری به است موجود M Lساختارِ ͷی آنگاه

M |= φ.

افزود نیز دیͽری اصول ͬ توان م دستگاه این به کردیم. معرفͬ مینیمال کاملا́ صورتͬ به قبل جلسه ی در را هیلبرت دستگاه

(و ͬ افزائیم م دستگاه بدین دیͽر لم چند جلسه این در ͬ شوند. م نتیجه کرده ایم بیان ما که اصولͬ همین از آنها همه ی البته ی که

کرد). خواهیم ثابت هیلبرت دستگاه اصول از استفاده با را آنها همه ی

تاتولوژی ͷی φ١ ∧ φ٢ ∧ . . . ∧ φn → ψ و (⊢ φ١,⊢ φ٢, . . . ,⊢ φn اگر (یعنͬ باشند اثبات پذیر φ١, . . . , φn اگر .٣ لم

.⊢ ψ آنگاه باشد

است: تاتولوژی ͷی زیر عبارت که ͬ دانیم م ͬ کنیم. م ثابت n = ٢ برای یعنͬ ،φ١, φ٢ برای را حͺم اثبات.

(
φ١ ∧ φ٢ → ψ

)
→
(
φ١ → (φ٢ → ψ)

)
ͬ شود. م ناشͬ گزاره ها منطق در زیر تاتولوژی از که

(
p ∧ q → r

)
→
(
p→ (q → r)

)
ͬ دهیم. م ارائه هیلبرت دستگاه در ψ فرمولِ برای اثباتͬ یعنͬ .⊢ ψ که ͬ کنیم م ثابت زیر در

لم) فرض به (بنا φ١ ∧ φ٢ → ψ .١

(تاتولوژی)
(
φ١ ∧ φ٢ → ψ

)
→
(
φ١ → (φ٢ → ψ)

)
.٢

استثنائͬ. قیاس از استفاده  با و ٢ ١و موارد به بنا φ١ → (φ٢ → ψ) .٣

لم فرض به بنا ϕ١ .۴

استثنائͬ. قیاس با و و۴ ٣ موارد به بنا ϕ٢ → ψ .۵

لم. فرض به بنا ϕ٢ .۶

١



استثنائͬ. قیاس با و ۶ ۵و به بنا ψ .٧

تاتولوژی از کلͬ حالت در لم اثبات برای .۴ )توجه
φ١ ∧ φ٢ ∧ . . . ∧ φn → ψ

)
→

(
φ١ →

(
φ٢ →

(
φ٣ → . . . (φn → ψ)

)))

کنید. استفاده

است: زیر صورت به وجودی سورِ لم̧ هیلبرت دستگاه در .۵ یادآوری

⊢ φ t
x
→ ∃x φ باشد) φآزاد در t به نسبت x که صورتͬ در )

کرده ایم. بیان را عمومͬ سور لم وجودی، سور لم نقیض̞ عکس از استفاده با زیر در

عمومͬ). (سورِ ۶ لم

⊢ ∀xφ→ φ
t

x
باشد) φآزاد در t به نسبت x که صورتͬ در )

دهید: قرار مثال برای نیست. درست φ در t به نسبت x نبودن آزاد صورت در بالا لم

φ : (∃y y٢ = x)

این حداقل فعلا́ (شما نیست اثبات قابل زیر فرمول .(t = y (گرفته ایم نیست. آزاد φ در y به نسبت x اینجا در که کنید دقت

نیست): درست فرمول این که کنید ͷچ را

∀x (∃y y٢ = x) → (∃y y٢ = y)

است: پذیر اثبات زیر عبارت که ͬ دانیم م عمومͬ. سور لم اثباتِ

φ
t

x
→ ∃xφ ١

است: تاتولوژی ͷی زیر عبارت همچنین

(
φ
t

x
→ ∃x φ

)
↔
(
¬(∃x φ) → ¬φ t

x

)
٢

ͬ آید: م دست به گزاره ها منطق در زیر تاتولوژی از که

(p→ q) ↔ (¬q → ¬p)

که ͬ گیریم م نتیجه ٢ و ١ از

(¬∃xφ) → ¬φ t
x

٣

٢



تعاریف: به بنا پس

⊢ ∀x¬φ→ ¬φ t
x

۴ (♠)

که کرده ایم ثابت یعنͬ است. درست نیز ¬φ برای است، درست φ های فرمول تمامͬ برای (♠) که آنجایی از

⊢ ∀x¬(¬φ) → ¬(¬φ t
x
)

که کرده ایم ثابت پس

⊢ ∀xφ→ φ
t

x
.

است: زیر صورت به هیلبرت دستگاه در وجودی سور معرفͬ موضوعه ی اصل .٧ یادآوری

⊢ φ→ ψ

⊢ ∃xφ→ ψ
x /∈ FV (ψ)

کنیم. بیان را عمومͬ سور معرفͬ لم ͬ خواهیم م زیر در

عمومͬ). سور (معرفͬ ٨ لم
⊢ φ→ ψ

⊢ φ→ ∀xψ
x /∈ FV (φ)

اثبات به اینکه برای اثبات.

φ→ ∀xψ

که کنیم اثبات است کافͬ برسیم،

⊢ ¬∀xψ → ¬φ

که کنیم اثبات باید یعنͬ

∃x¬ψ → ¬φ.

است: شده ثابت زیر عبارت که ͬ دانیم م

φ→ ψ

است: شده ثابت زیر عبارت تاتولوژی ها به بنا پس

¬ψ → ¬φ (♠)

داریم وجودی سور لم و (♠) بنابه

⊢ ∃x¬ψ → ¬φ

خواستیم. مͬ که است همان این و

.١ تمرین

.⊢ ∀xϕ آنگاه ⊢ ϕ اگر که کنید ثابت •

٣



.⊢ ϕ t
x

آنگاه ⊢ ϕ اگر که کنید ثابت •

که دهید نشان •

̸⊢
(
ϕ→ ϕ

t

x

)
نکرده ایم!) ثابت هنوز را آن که این (با کنید استفاده تمامیت و درستͬ قضیه ی از دومͬ اثبات برای

نیست: برقرار لزوماً زیر عبارت آنگاه ⊢ ψ شود نتیجه ⊢ ϕ از اگر گفتیم، درستͬ برای آنچه مشابه •

⊢ (ϕ→ ψ)

که کنید ثابت هیلبرت دستگاه در .٩ مثال

⊢ ∃x∀y Rxy → ∀y∃x Rxy

پاسخ.
..١ ∀y Rxy → Rxy

((t = y) دادنِ قرار با و ∀yφ→ φ t
y

قاعده به (بنا

..٢ Rxy → ∃xRxy

(t = x گرفتن̞ نظر در با و φ t
x
→ ∃xφ قاعده ی به (بنا

..٣ ∀y Rxy → ∃x Rxy

استثنائͬ) قیاس از استفاده با و ..٢ , ..١ ) به (بنا

عمومͬ). سور (معرفͬ ١٠ یادآوری
⊢ φ→ ψ

⊢ φ→ ∀xψ
x /∈ FV (φ)

..۴ ∀y Rxy → ∀y∃x Rxy

(y ̸∈ Fv(∀yRxy) که این به توجه با و وجودی سور معرفͬ لم و ..٣ (بنابر

وجودی). سور معرفͬ (لم ١١ یادآوری
⊢ φ→ ψ

⊢ ∃xφ→ ψ
x /∈ FV (ψ)

..۵ ∃x∀y Rxy → ∀y∃x Rxy

(x ̸∈ Fv(∀y∃xRxy) که این به توجه با و وجودی سور معرفͬ لم و ..۴ (بنابه

کنید؟ اثبات دیͽر گونه ای به را بالا تمرین ͬ توانید م آیا .٢ تمرین

۴



کنید. استنتاج هیلبرت دستگاه در .٣ تمرین

⊢ ∀x(A ∨B) → ∀xA ∨ ∀xB x /∈ FV (B)

⊢ ∃xA ∧ ∃xB → ∃x(A ∧B) x /∈ FV (B)

کنید فرض .C ∩L = ∅ که طوری به باشد جدید ثوابت از مجموعه ͷی C و باشد اول مرتبه زبان ͷی L کنید فرض .١٢ لم

⊢L φ(x١, . . . , xn) آنگاه ⊢L∪C φ(c١, . . . , cn)

c١, . . . , cn جای به ها فرمول تمام در باشد. L ∪ C زبان در φ(c١, . . . , cn) برای اثباتͬ ψ١, . . . , ψn کنید فرض اثبات.

بͽذارید. را x١, . . . , xn متغیرهای

تشابه، برای بلدید!) جبر اندکͬ (اگر است. لازم باشند نبوده L زبان در قبلا́ ثوابت˂ که شرط این بالا، لم در که کنید دقت

آنگاه باشد گویا اعداد میدان روی متعالͬ عنصر ͷی t اگر که کنید فکر این به ͬ توانید م

Q(t) ∼= Q(x).

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی امیر آقای از

۵
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