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در φ هرگاه است) درست همواره φ (بخوانید |= φ ͬ نویسیم م کردیم. تعریف را درستͬ مفهوم قبل جلسات در .١ یادآوری

هرگاه یعنͬ باشد؛ درست Lساختارها تمام

∀M ∀a١, . . . , an ∈ M M |= φ(a١, . . . , an)

کردیم. صحبت زیر موارد درباره ی نیز

اگر مثال برای درستند؛ همواره تاتولوژی ها .١

(p ∨ ¬p)

فرمولِ آنگاه باشند، اول مرتبه ی فرمول ͷی ϕ و گزاره ها منطق در تاتولوژی ͷی

φ ∨ ¬φ

است. درست همواره

وجودی) سور (لم .٢

|=
(
φ
t

x
→ ∃x φ

)
باشد.) آزاد φ در t به نسبت x که صورتͬ (در

.|= ∃x φ→ ψ آنگاه x /∈ FV (ψ) و |= φ→ ψ اگر وجودی) سور معرفͬ (لم .٣

|= φ→ ψ

|= ∃x φ→ ψ
x /∈ F ∨ (ψ)

تساوی رابطه ی به مربوط فرمولهای .۴

استثنائͬ. قیاس .۵

نیست. درست همواره زیر فرمول که دهید نشان .٢ مثال

∃xA ∧ ∃xB → ∃x (A ∧B)

باشد. زیر صورت به Lساختار ͷی M کنید فرض باشند. موضعͬ تک محمول دو B,A و L = {A,B} کنید فرض اثبات.

M جهان =M = {١, ٢, ٣, ۴}

A رابطه ی تعبیر : AM = {١, ٢}

B رابطه ی تعبیر : BM = {٣, ۴}

.M ̸|= ∃x (A ∧B) ولͬ M |= ∃x B و M |= ∃x A داریم:

١



آنگاه x /∈ FV (B) اگر .٣ توجه

|= ∃x A ∧ ∃x B ⇐⇒ ∃x (A ∧B)

باید |= ϕ دادنِ رخ برای که کنید دقت کرده ایم. یادآوری زیر در نیز را آن که پرداختیم ⊢ φ تعریفِ به |= φ تعریفِ از پس

باشد. درست ϕ فرمولِ ها Lساختار تک تک در

دهد: رخ زیر اتفاقات از ͬͺی هرگاه ⊢L φ ͬ نویسیم م و است اثبات پذیر φ فرمول ͬ گوییم م .۴ تعریف

باشد. تساوی اصول از ͬͺی φ .١

باشد. تاتولوژی ͷی φ .٢

باشد: زیر صورت به φ دیͽر بیان به باشد؛ وجودی سور لم از مصداق ͷی φ .٣

باشد.) آزاد ψ در t به نسبت x)ψ t
x
→ ∃x ψ

یعنͬ باشد. آمده دست به χ : ψ → φ و ψ قبلا́ثابت شده ی فرمولِ دو از ١ استثنائͬ قیاس از استفاده با φ .۴

⊢ ψ ⊢ (ψ → φ)

⊢ φ

∃x ψ → χصورت به ϕ یعنͬ باشد؛ آمده دست به قبلا́ثابت شده فرمول ͷی از وجودی سور معرفͬ لم از استفاده با φ .۵

نباشد. آزاد χ در x و باشد شده ثابت قبلا́ ψ → χ و باشد

⊢ ψ → χ

⊢ ∃x ψ → χ
x /∈ F ∨ (χ)

جملات از ψ١ψ٢ . . . ψn متناه̞ͬ دنباله ی ͷی هرگاه است اثبات پذیر φ فرمول ͬ گوییم م اثبات پذیری). دقیق (بیان ۵ تعریف

شده اند. ایجاد ۵ تا ١ قواعدِ مطابق ψiها و ψn = φ که طوری به باشد داشته وجود

طول و هستند متناهͬ اثبات، قواعد که کنید دقت ͬ شود. م نامیده ϕ فرمولِ برای اثبات ͷی ψ١, . . . , ψn دنباله ی واقع در

اثبات واقع در نداریم. معانͬ به توجه به نیازی ͬ نویسیم، م فرمول ͷی برای اثبات ͷی وقتͬ است. متناهͬ همواره نیز اثبات ͷی

ͬ رود. م پیش بالا قواعد دانستن با که است ماشینͬ کاملا́ فرایند ͷی

ͬ نامیم. م هیلبرت استنتاجͬ دستگاه را بالا اصول مجموعه ی .۶ توجه

درباره ی حͺم˂ که ͬ شویم م جهانͬ وارد حͺم، ͷی اثبات برای گاهͬ که برخورده اید این به خود ریاضیاتͬ تجربه ی در احتمالا˟

گروهͬ هر در که کنید اثبات که بͽویند ما به اگر مثال، برای ͬ کنیم. م بررسͬ جهان آن در را آن حͺم درستͬ و است شده صادر آن

حالت، در این در ͬ پردازیم. م حͺم این درستͬ بررسͬ به گروه آن در و ͬ شویم م گروه ͷی وارد ابتدا یͺتاست،  عنصر هر وارون

نظریه ی اصول از استفاده با تنها و خاصͬ گروه هیچ گرفتن نظر در بدون ͬ توان م را حͺم همین اما کرده ایم. ثابت را |= ϕ واقع

در ͬ رساند. م حͺم به را ما نتیجه گیری متناهͬ تعدادی بشویم خاصͬ گروه وارد که این بدون صورت این در کرد. ثابت گروهها

١MP(Modus ponens)

٢



هم با «اثبات پذیری» و «درستͬ» آن در که است آن اول مرتبه ی منطق ͬ های ویژگ مهمترین از ͬͺی کرده ایم. استفاده ⊢ از اینجا

که کرد خواهیم ثابت آینده جلسات در دیͽر بیان به بود. خواهد ما آینده ی جلسات درس هدف گفته، این اثبات معادلند.

⊢ φ ⇐⇒ |= φ

دارد. نام ٢ گودل تمامیت و درستͬ قضیه ی بالا عبارت

درست» «همواره همه ͬ کنیم م استفاده اثبات در آنها از که اصولͬ زیرا است؛ آسان بالا عبارت راست به چپ اثبات کنید دقت

ͬ کنند. م ایجاد درست همواره فرمولͬ مرحله ای هر در و هستند

درست جمله ای اگر که بدهیم نشان باید کار این برای دارد. نام تمامیت قضیه ی که است، چپ به راست اثباتِ مشͺل˂ اما

دارد. وجود اثباتͬ آن برای قطعاً باشد، 

. ̸|= φ آنگاه ̸⊢ φ اگر که کنیم ثابت است کافͬ منظور این برای .⊢ φ آنگاه |= φ اگر که دهیم نشان ͬ خواهیم م واقع در

آنگاه ̸⊢ ¬φ که ͬ کنیم م ثابت بالا عبارت جای به است کافͬ کنیم، ثابت فرمولها تمام برای را بالا حͺم است قرار که آنجا از

.M |= φ که طوری به است موجود M Lساختار ͷی آنگاه ̸⊢ ¬φ اگر که کنیم ثابت باید دیͽر بیان به . ̸|= ¬φ

φ دارد؛یعنͬ مدل φ آنگاه ̸⊢ ¬φ اگر که دهیم نشان است کافͬ تمامیت قضیه ی اثبات برای بحث). (خلاصه ی ٧ خلاصه

دیͽر: بیان به است؛ درست M Lساختارِ ͷی در حداقل

̸⊢ ¬φ⇒ ∃M M |= φ

هرگاه دیͽر بیان به نشود؛ اثبات آن نقیض̞ هرگاه نیست) متناقض (یا است سازگار φ فرمولِ ͬ گوییم م .٨ تعریف

̸⊢ ¬φ.

شود: اثبات زیر عبارت است کافͬ تمامیت قضیه ی اثبات برای

دیͽر: بیان به است. مدل دارای سازگار فرمول هر

∃M M |= φ ⇐ ̸⊢ ¬φ

شود. ثابت جمله ها برای تمامیت قضیه ی است کافͬ .٩ توجه

حͺم آن برای ͬ کنیم. م ثابت ͬ تر کل حͺمͬ است، مدل دارای سازگار جمله ی هر کنیم ثابت که این جای به است قرار نیز

داریم: زیر تعریف به نیاز

متناهیاً
∑

ͬ گوییم م باشد. L اولِ مرتبه ی زبان ͷی در جملات از نامتناهͬ) یا (متناهͬ مجموعه ای
∑

کنید فرض .١٠ تعریف

باشیم داشته φ١, . . . , φn ∈
∑

جمله ی متناهͬ تعداد هر برای هرگاه است سازگار

̸⊢ ¬(φ١ ∧ . . . ∧ φn)

ندهند.) تناقض هم با
∑

در موجود جملات از متناهͬ تعداد هیچ دیͽر بیان (به

کرد: خواهیم اثبات زیر صورت به را تمامیت قضیه ی ͬ تر کل حالت درس ادامه ی در

٢Gödel

٣



(یعنͬ است مدل دارای
∑

آنگاه باشد L اولِ مرتبه ی زبان ͷی در جملات از سازگار متناهیاً مجموعه ی ͷی
∑

اگر .١١ قضیه

(.M |= φ داریم φ ∈
∑

هر برای که است موجود چنان M Lساختارِ

بͽیریم. نظر در را
∑

= {φ} است کافͬ تمامیت اثبات برای

باشد. Lجمله ͷی φ که کنید فرض .١ تمرین

.M |= ¬φ آنگاه M ̸|= φ اگر داریم M Lساختارِ هر در که دهید نشان آ)

نتیجه ̸⊢ φ از آنگاه شود، ثابت تمامیت درستͬ قضیه ی اگر (بنابراین .|= ¬φ که ͬ شود نم نتیجه ̸|= φ از که دهید نشان ب)

باشد). اثبات پذیر ¬φ که این برای ندارد وجود دلیلͬ نباشد، اثبات پذیر φ اگر یعنͬ ⊣؛ ¬φ که ͬ شود نم

۴
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