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پیشͽفتار

کمیت اساس بر اساتید سنجش آن، راه در و پیشرفت، برای دانشͽاهها عمومͬ جوشش و مقاله  بازی، پرفروش من یزید در

کارشناسͬ، دانشجویان برای خوردن جوش و حرص و درسͬ جزوه ی کردن تایپ و خوب تدریس برای گذاشتن وقت مقالاتشان،

یا کند، مقاله تولید صرف ͬ شود، م صرف کار این در که را وقتͬ عاقلͬ آدم هر شاید ͬ رسد. نم نظر به علمͬ خودکشͬ جز چیزی

و سنگین درس تدریس سو،  دیͽر از آید. در به آن از «امتیازی» مͽر تا کند کتاب ͷی به تبدیل زودتر چه هر را چیز همه دستکم

ͬ داند، م را ایندو بین فرق نه و کاربردی ریاضͬ نه و است خوانده محض ریاضͬ نه که مخاطبی به ریاضͬ، منطق چون پیچیده ای

ریاضͬ حتͬ گاهͬ و است، گرفته آشنائͬ ͷعلی و سلام ͷی حد در درسͬ هر با و آنالیز، نه است خوانده درستͬ به جبری نه

دوچندان خستگͬ و ملال بر جز بخورد، درد به «صنعت» در باید چیزی هر که است آموخته نیز و است، نبوده میلش باب رشته ی

ͬ افزاید. نم مدرس

ͬ اندازد: م سعدی «ͷبعلب «جامع حͺایت یاد به دیͽر، چیز هر از بیش مرا تدریس شرایط این در

مستمع نکند گر سخن فهم

مجوی متکلم از طبع قوت

بیار ارادت میدان فُسحʿتِ

گوی سخنگوی مرد بزند تا

آمد». خواهد امتحان در نمره چند اینها «از که است این دانشجو پرسش تنها و ͬ گویم م ناتمامیت قضیه ی از شوق و شور با من

با تدریس̞ بر آن تأکید که اصفهان صنعتͬ دانشͽاه سیستم به اعتماد اول، ͬ دارد. م نگه مصمم خود کار در مرا چیز چند ولͬ

ͬ زند. م موج بصیرت نگاهشان در که علاقه مند و هشیار دانشجویان انگشت شمار وجود دوم است. کارشناسͬ دوره ی در کیفیت

گرفته قرار خودمان دانشͽاه از خارج علاقه مندانͬ توجه مورد ͬ گیرد م قرار اینترنت روی که جزواتم که دریافته ام که این سوم

حضورند». در باخبر «دوران که این دیدن از خوشحالم سعدی قول به باز است؛ شده انتخاب درسͬ منبع عنوان به گاهͬ و است

اصفهان صنعتͬ دانشͽاه در مجموعه ها نظریه ی و منطق تدریس ترم ͷی حاصل پیش رو جزوه ی بͽذریم، که درددلها از

ناتمامیت و تمامیت مهم قضیه ی دو اثبات و بیان به نیست، اصلͬ مسیر در که چه هر زدودن با تا کوشیده ام جزوه این در است.

خودم فکر حاصل جزوه، دارم دوست همواره چند هر است. جداگانه تدریس ترم ͷی نیازمند ایندو از ͷی هر به پرداختن برسم.

 ͬ ریزبین آن هر است. زیͽلر» «مارتین نوشته ی ریاضͬ» «منطق کتاب تأثیر تحت بسیار جزوه این ناخواسته، یا خواسته ولͬ باشد،

جزوه ام به آینده ترم های در که است این من امید و است داشته بالاتر مراتب به مارتین باشم، داشته بخواهم تازه کار من̞ که دقتͬ و

تدریس من، نظر از جزوه، این قوت نقطه ی شود. روشنتر کمͬ او با من نگاه طرز تفاوتهای آن مͽر تا بیفزایم دیͽری بخشهای

مجموعه ها نظریه ی کتابهای اکثر در که را ابهاماتͬ از بسیاری کرده ام سعͬ است. منطق ادامه ی در بلافاصله مجموعه ها نظریه ی

در قبولͬ قابل دقت از حاصل جزوه ی که بͽویم ͬ توانم م و کنم برطرف ریاضͬ منطق ابزار از بهره مندی لطف به دارد، وجود

متوالͬ تدریسهای با و مرور به باید که هست زیادی اشتباهات جزوه در ͷبی ش لͺن است. برخوردار مجموعه ها نظریه ی بیان

این که است داده قرار تأثیر تحت نیز را آن در رفته کار به ادبیات سطح جزوه، کردن آماده بموقع برای عجله شوند. برطرف

شد. خواهد برطرف آینده ترمهای طول در نیز اشͺال

بابت پیری، درسا همسرم و خرسندی گلنوش صالح آبادی، علیرضا شیروانیان، زهرا امیرنیͷ آبادی، از تا ͬ دانم م لازم خود بر

کنم. سپاسͽزاری جلسات از بسیاری اولیه ی تایپ

٣
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واحدی سه درس ͷی عنوان به هم و ریاضͬ، رشته ی گرایشهای از ͬͺی عنوان به هم را ریاضͬ منطق است قرار جلسه این در

است: اصلͬ زیرگرایش چهار دارای خود که است محض ریاضیات از گرایشͬ ریاضیات مبانͬ یا ریاضͬ، منطق کنم. معرفͬ

فراخورِ به گرایشها این از ͷی هر به ریاضͬ منطق درس در مجموعه ها. نظریه ی و بازگشت نظریه ی اثبات، نظریه ی مدل، نظریه ی

جنبه های بر او تکیه ی که نیست بعید رو، این از و است مدل نظریه ی مدرس، تخصصͬ گرایش̞ شد. خواهد پرداخته وقت

بچربد. جنبه ها بقیه ی بر درس مدلͬ نظریه ی

است، نبوده منطق از خالͬ ریاضͬ از جائͬ و است داشته وجود ریاضͬ علم کنار در ِکار، ابزار عنوان به همواره منطق علم

ریاضیات در مستقل گرایش ͷی به آن شدن تبدیل و منطق بیشتر یافتن اهمیت باعث نوزدهم قرن در رویدادهائͬ وقوع لیͺن

پرداخت. خواهیم رویدادها این از برخͬ به مقدماتͬ، ذکر با زیر، در شد.

شده اند ثابت قبلا́ که قضايائͬ نخست، نیازمندیم عامل دو به ریاضیات در قضیه ͷی اثبات برای ͬ دانید م که طور همان

روشهای باید که ͬ دانیم م نیز را (این کردن استدلال روش با آشنائͬ دوم، و ͬ کنیم) م استفاده آنها از پیش فرض عنوان به (که

قضایای از اثبات شده قبلا́ قضایای آن خودِ اما باشند). یͺسان صورت به و پذیرفته شده ͬ دانان ریاض همه ی بین کردن استدلال

مجموعه ای آیا که ͬ آید م پیش سوال این پس ترتیب. همین به نیز آنها و شده اند نتیجه منطقͬ استدلالهای توسط هم باز دیͽری،

آن نادرستͬ باشد، نادرست که چه هر و برسد، آنها از ͬͺی به نهایت در ریاضͬ در قضیه ای هر که دارد وجود اولیه اصول از

دارد؟ وجود ریاضیات برای اصول از ٢ کامل مجموعه ای آیا دیͽر، بیان به شود؟ نتیجه اصول این از

اصلبندی دارای گذشته از ریاضیات از بخشهایی باشد. بوده مطرح ریاضیدانان برای همواره بالا، سوال که است طبیعͬ

ͬ شوند، م نتیجه آنها از اقلیدسͬ) هندسه ی (در قضایا همه ی که است ساده اصل چند دارای اقلیدسͬ هندسه ی مثال، برای بوده اند:

در که آلمانͬ ریاضیدان هیلبرت، کرد. ثابت را آن بودن اشتباه ͬ توان م اقلیدس اصول از استفاده با باشد، اشتباه که چیزی هر و

دارد. وجود اولیه اصول از مجموعه ای نیز علم ͷی عنوان به ریاضیات برای که بود معتقد داشت، تبحر ریاضͬ گرایشهای اکثر

کرد. مطرح معروف سخنرانͬ ͷی در را ریاضͬ علم در باز مسئله ی ٢٣ هیلبرت میلادی، ١٩ قرن در

شد. خواهد معنͬ درس این در که است تخصصͬ عبارت ͷی «کامل» ٢عبارت
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درگرایشهای هیلبرت، توسط شده مطرح سوال ٢٣ که ͬ کنم م پیشنهاد دانشجو به تحقیقاتͬ، پروژه ی ͷی عنوان به .١ پروژه

کند. جمع آوری را ریاضͬ مختلف

نتیجه او توسط شده وضع اصول از بود، کرده ثابت اقلیدس که قضایائͬ برخͬ واقع در ) بودند؟ چه اقلیدس اصول .٢ پروژه

کرد.) کامل را هندسه اصول هیلبرت و ͬ شد نم

کند تعیین که دارد وجود ͷوریتمیͽال روش ͷی آیا دهم: مسئله ی است؛ درس این علاقه ی مورد ͬͺی مسائل، این میان از

به منجر بالا سوال خیر؟ یا است صحیح اعداد در ریشه ای دارای صحیح، اعداد در ضرایب با چندمتغیره جمله ایِ چند ͷی آیا که

این صورت ماست. بحث به مربوط که شد، ٣ Entscheidungsproblem آلمانͬ، به تصمیم گیری»، «مسئله ی شدن مطرح  

نوشت طبیعͬ) اعداد برای خاص طور (به ریاضیات برای اصول از (ی کوچͷ ومناسبی) مجموعه  ͬ توان م آیا است: این مسئله

از آن نادرستͬ باشد نادرست که چه هر و شود نتیجه اصول این از آن درستͬ است، درست ریاضیات در که چه هر که طوری به

شود؟ نتیجه اصول این

چنین امͺان که است، کرده عرضه را خودش ناتمامیت قضیه ی گودل دیͽری، روز در احتمالا˟ گردهمائͬ، همان در ظاهراً

منطقͬ) نظر از (مناسب اصل بندی  هر گودل) دوم ناتمامیت (قضیه ی قضیه ، این به بنا ͬ کند. م نفͬ ریاضیات برای را اصل بندی

آنها توسط که ͬ شود م پیدا طبیعͬ اعداد درباره ی درستͬ قضیه ی یعنͬ است؛ ناکامل بͽیریم، نظر در طبیعͬ اعداد برای که
۴ نیست. اثبات قابل

بوده ریاضͬ منطق گرایش شروع در مهم ارکان از ͬͺی پرداخت، خواهیم بدان درس این در که گودل، ناتمامیت قضیه ی

برای شود) معلوم آن از چیز همه بودن غلط و درست که اصلبندی ای (یعنͬ کامل اصلبندیِ قضیه ، این به بنا که گفتیم است.

که اینجاست مشͺل اولیه اند. اصولͬ دارای شده اند، ثابت ریاضیات در اکنون تا که چیزهائͬ حال این با ندارد؛ وجود ریاضیات

داده ام. توضیح بیشتر باره این در کوتاه مقدمه ای از پس زیر در نه. یا ͬ شوند م منجر تناقضͬ به اصول این آیا که ͬ دانیم نم

ریاضیات در اساسͬ نقشͬ «مجموعه » مفهوم که شد معلوم ریاضͬ، آنالیز ویژه به ریاضͬ، گرایشهای سایر پیشرفت با همزمان

صحیح اعداد مجموعه اند، توابع و روابط کنید) مراجعه مدرس ریاضͬ مبانͬ جزوه ی (به مجموعه اند طبیعͬ اعداد ͬ کند. م بازی

و ͬ آیند م دست به صحیح اعداد روی هم ارزی رابطه ی ͷی با گویا اعداد ͬ شوند، م حاصل طبیعͬ ازاعداد هم ارزی رابطه ی نوعͬ با

ریاضیات، اصلبندی برای و مجموعه اند ریاضͬ پدیده های همه ی بنابراین هستند. گویا اعداد از شمارا دنباله هائͬ حقیقͬ، اعداد

است. مهم بسیار مجموعه ها نظریه ی اصلبندی

اگر هستند. مشترکͬ ویژگͬ دارای که اشیاء از گردایه ای از است عبارت مجموعه مجموعه ها، شهودی تعریف نخستین در

است: مجموعه  ͷی زیر عبارت بنامیم، p را مشترک ویژگͬ این

{x|p(x)}.

x ̸∈ x عبارتِ p(x) کنید فرض کرد: ایجاد ریاضیات در بزرگͬ ابهام راسل، توسط تناقض ͷی شدن مطرح ١٩ قرن همان در

است: مجموعه ͷی زیر عبارت پس باشد.

A = {x|x ̸∈ x}

پغُبلم ا˚نْتْشای˂دونگز ٣بخوانید:

از دقیقتری صورت ͬ توانم نم فعلا́ دارد. نام گودل دوم ناتمامیت قضیه ی قضیه، این بفرمائید. مطالعه را بورباکͬ» «تجاهل مقاله ی ͬ کنم م ۴پیشنهاد

کنم. بیان را آن

۶



.A ̸∈ A یا A ∈ A یا نیست؛ خارج حال دو از نیست، مجموعه A که آنجا از

.A ∈ A آنگاه A ̸∈ A اگر و A ̸∈ A آنگاه A ∈ A اگر که دهید نشان .٣ تمرین

علمͬ ریاضیات پس ͬ گوید، م کانتور که باشد همین مجموعه ها نظریه ی اگر ͬ کنید، م مشاهده بالا تمرین در که طور همان

پیروی خاصͬ اصول از آن ساخت که ما، ریاضیات است ممͺن آیا است: منطق ͬ های نگران از ͬͺی خود˂ این است. آمیز تناقض

قضیه ی همان یا آن، برای کامل اصلبندی ͷی وجود سوال با ریاضیات، بودن آمیز تناقض (سوال باشد؟ تناقض آمیز ͬ کند، م

دید.) خواهید درس این در را ارتباط این است؛ ارتباط در گودل، دوم ناتمامیت

سوال ͷی از استفاده اثبات، روش که دید خواهیم و کرد خواهیم ثابت را گودل دوم ناتمامیت قضیه ی درس این در

بپرسند» خود «از اصول این و بنویسیم ریاضیات برای اصول از مجموعه ای اگر واقع در است. راسل تناقض مشابه خود˂مرجع،

نیست. دادن پاسخ قابل اصول آن توسط سوال این نداریم)، تناقض (یعنͬ سازگاریم هم با ما آیا که

ͬ خورد. م پیوند نیز نظری رایانه ی علوم مبانͬ به منطق علم مبانͬ واقع، در شد. استفاده نیز الͽوریتم کلمه  ی از بالا بحثهای در

کند تعیین که ندارد وجود «الͽوریتمͬ که ͬ گوید م کرد، خواهیم ثابت درس این در نیز را آن که گودل، اول ناتمامیت قضیه ی

که ͬ گوید م محاسبه پذیری، نظریه ی در ،۵ توقف مسئله ی خیر». یا است درست طبیعͬ اعداد در شده داده جمله ی ͷی آیا که

ارتباط به منطق درس در ͬ یابد. م ادامه  ابد تا کدام و ͬ ایستد م رایانه ای الͽوریتم کدام که کند تعیین که ندارد وجود الͽوریتمͬ

معادلند. هم با سوال دو این که دید خواهیم و پرداخت خواهیم هم با دو این

باشد،  درست اول» مرتبه ی «منطق در که چه هر قضیه، این به بنا دارد. تمامیت» «قضیه ی نام به دیͽری مهم قضیه ی گودل

شد. مدل نظریه ی نام به ریاضیات در گرایشͬ ایجاد به منجر تمامیت) قضیه ی خصوص (به گودل قضایای .۶ است اثبات قابل

بخشͬ در ͬ شوند. م استفاده ریاضͬ دیͽر گرایشهای سایر و هندسه و آنالیز و جبر مطالعه ی برای منطقͬ ابزارهای گرایش این در

گزاره ها، منطق به نخست بود: خواهد صورت بدین درس چینش نحوه ی پرداخت. خواهیم نیز مدل نظریه ی به درس این از

مجموعه ها نظریه ی وارد سپس کرد، خواهیم ثابت را گودل تمامیت قضیه ی پرداخت. خواهیم اول ی مرتبه منطق به سپس و

درس کامپیوتری علوم مبانͬ و بازگشت نظریه ی وارد سپس کرد. خواهیم ثابت را دوم و اول ناتمامیت قضیه ی و شد خواهیم

پرداخت. خواهیم حساب در گودل دوم ناتمامیت قضیه ی به و شد خواهیم

ͬ شود: م خلاصه زیر قضیه ی سه در منطق درس

حقایق بͽیریم، نظر در طبیعͬ اعداد برای که اول مرتبه ی اصول از مجموعه ای هر برای گودل: دوم ناتمامیت قضیه  .١

ͬ شوند. نم نتیجه آنها از که دارند وجود طبیعͬ اعداد درباره ی درستͬ

بͽیریم، نظر در را هستند درست طبیعͬ اعداد در که گزاره هایی همه ی مجموعه ی اگر گودل: اول ناتمامیت قضیه ی .٢

یا است مجموعه این در گزاره خودِ این آیا شده، داده گزاره ی ͷی برای که کند مشخص که ندارد وجود الͽوریتمͬ

آن. نقیض

شود، اثبات آنچه و است اثبات قابل منطق این در است، درست اول مرتبه ی منطق در آنچه گودل:  تمامیت قضیه ی .٣

است. درست

۵Halting problem
کنید. صبر جلسه چند است کافͬ آن دقیق بیان دیدن یرای کند. گیج را شما کمͬ ناتمامیت قضیه ی با قضیه این مقایسه ی است ممͺن ۶

٧



گزاره ها منطق شروع و بولͬ جبرهای دوم، جلسه ی ٠ . ٢

ͬ کنم. م مرور را اول جلسه ی صحبتهای مهمترین دوباره ی درس، شروع از پیش

:٧ گودل تمامیت قضیه ی .١

است. اثبات قابل ٨ باشد درست که آنچه هر اول مرتبه ی منطق در

طبیعͬ اعداد مورد در شده داده جمله ی ͷی آیا که کند تعیین که ندارد وجود الͽوریتمͬ گودل: اول ناتمامیت قضیه ی .٢

( ٩ توقف مسئله ی با مرتبط ) غلط یا است درست

یعنͬ است؛ ناکامل بͽیریم نظر در طبیعͬ اعداد برای که (ͬͺکوچ) اصل بندی ای هر : ١٠ گودل دوم ناتمامیت قضیه ی .٣

نشود. نتیجه اصل بندی این از که ͬ شود م پیدا طبیعͬ اعداد درباره ی درست جمله ای

ͬ آغازم. م زیر سؤال با را مجموعه ها نظریه ی و منطق درس

است؟ درست فارسͬ زبان در زیر جمله ی آیا .۴ تمرین

دارد.» وجود کرد توصیف دهخدا لغت فرهنگ در کلمه ۵٠ از کمتر با را آن نتوان که ͬ ای طبیع عدد «کوچͺترین

کوچͺترین برای است وصف ͷی خود˂ بالا عبارتِ زیرا است. غلط باشد، درست بالا جمله  ی که صورتͬ در که کنید دقت

است! درست بودن،  غلط صورت در بالا جمله ی که کنید بررسͬ کرد! وصف را آن نتوان که عددی

معرض در خطرِ که است این دادن نشان هست) نیز ناتمامیت قضیه ی اثبات برای ایده ای البته (که بالا تمرین از هدف

ͬ کند! م تهدید را منطقͬ هر گرفتن، قرار تناقض

عملͽرهای همراه به را B مجموعه ی .(١١ بولͬ (جبر ۵ تعریف

⊓ : B ×B → B

⊔ : B ×B → B

−c : B → B

ͬ های ویژگ هرگاه است، بولͬ جبر ͷی (B,⊓,⊔,c , ٠, ١) ͬ گوییم م و ͬ نامیم، م بولͬ جبر ͷی ٠, ١ ∈ B مشخص̞ عنصرِ دو و

شوند: برآورده زیر

a ⊓ ٠ = ٠ .١

a ⊔ ٠ = a .٢
٧Gödel

دارند. تعریف به نیاز بودن» اثبات «قابل و بودن» «درست ٨عبارتهای

٩Halting Problem
١٠second incompleteness theorem
١١ Boolean Algebra

٨



a ⊓ ١ = a .٣

a ⊔ ١ = ١ .۴

a ⊓ a = a .۵

a ⊔ a = a .۶

a ⊓ b = b ⊓ a .٧

a ⊔ b = b ⊔ a .٨

a ⊓ (b ⊓ c) = (a ⊓ b) ⊓ c .٩

a ⊔ (b ⊔ c) = (a ⊔ b) ⊔ c .١٠

a ⊓ (b ⊔ c) = (a ⊓ b) ⊔ (a ⊓ c) .١١

a ⊔ (b ⊓ c) = (a ⊔ b) ⊓ (a ⊔ c) .١٢

a ⊓ ac = ٠ .١٣

a ⊔ ac = ١ .١۴

a ⊓ (a ⊔ b) = a .١۵

.a ⊔ (a ⊓ b) = a .١۶

از منظور جا این در است. بولͬ جبر ͷی
(
P (X),∩,∪,c , ٠, X

)
آنگاه باشد، ناتهͬ مجموعه ی ͷی X کنید فرض .۶ مثال

همه ی مجموعه ی P (X) از منظور نیز است. متمم گیری عملͽر c از منظور و مجموعه ها اجتماع و اشتراک ترتیب به ∪ و ∩

است. X مجموعه ی زیرمجموعه های

بͽیرید: نظر در را زیر اعمال {٠, ١} مجموعه ی روی .٧ مثال

a ⊓ b = min{a, b}

a ⊔ b = max{a, b}

٠c = ١

١c = ٠

است. ممͺن بول̞ͬ جبر کوچͺترین مثال، این بول̞ͬ جبر

٩



دهید قرار باشد. نامتناهͬ مجموعه ی ͷی X کنید فرض .٨ تمرین

B = {Y ⊆ X|است متناهͬ Y c یا است متناهͬ Y }

است. بولͬ جبر ͷی
(
B,∩,∪,c , ٠, X

)
که دهید نشان

به علاقه صورت در است.) ایزومرف ۶ مثال مانند بولͬ جبر ͷی (یعنͬ مجموعه ای بولͬ جبر ͷی با بولͬ جبر هر .٩ توجه

شما به را Handbook of Boolean Algebra کتاب بولͬ، جبرهای درباره ی بیشتر اطلاعات کسب و قضیه این اثبات دیدن

ͬ کنم. م پیشنهاد

نشان یعنͬ کرد؛ حذف را a ⊔ (b ⊓ c) = (a ⊔ b) ⊓ (a ⊔ c) قسمت ͬ توان م بولͬ جبر تعریف در که دهید نشان .١٠ تمرین

ͬ شود. م نتیجه دیͽر قسمتهای از تعریف، از قسمت این که دهید

.b = ac آنگاه a ⊔ b = ١ و a ⊓ b = ٠ اگر یعنͬ یͺتاست، عنصر هر وارون بولͬ جبر ͷی در که دهید نشان .١١ تمرین

برقرارند. دِمˀرگان قوانین بولͬ جبر ͷی در که دهید نشان .١٢ تمرین

(a ⊓ b)c = ac ⊔ bc

(a ⊔ b)c = ac ⊓ bc

(ac)c = a

١٣ پرداخت. خواهیم بدان درس ادامه ی در که است ١٢ ͬͺلیندن باو̱م‐تارس جبر بولͬ، جبرهای از مهم مثال ͷی

١۴ گزاره ها منطق ٠ . ٢ . ١

است: ضروری جزو دو معرفͬ منطقͬ، هر معرفͬ برای

سینتکس) یا (نمادها ١۵ منطق آن صرف .١

(معانͬ) ١۶ منطق آن نحو .٢

«معنای درباره ی باید سپس و شود، بیان زبان آن در جمله سازی و کلمه سازی نحوه ی و زبان» ͷی «دستور باید نخست یعنͬ

باید دیͽر بیان به شود. برقرار معانͬ دنیای و علائم دنیای میان رابطه ای که است ضروری همچنین شود. صحبت جملات»

شود. مشخص نظر مورد منطق معنͬ» و «صورت
١٢Lindenbaum-Tarski

و اشتراک و اجتماع اعمال همان با ،ͷتوپولوژی فضای ͷی در بازبسته مجموعه های مجموعه ی دهید نشان خوانده اند: توپولوژی که کسانͬ ١٣

ͬ دهد. م تشͺیل بولͬ جبر ͷی متمم گیری،
١۴propositional logic
١۵syntax
١۶semantic

١٠



معنͬ و صورت بحث بحث، از خروج ٠ . ٢ . ٢

است: آمده چنین سعدی گلستان در نمونه برای است. آمده  معنͬ» و «صورت عبارتهای بارها فارسͬ اشعار در

پریشان صورت به بودند جهان در طایفه ای این از پیش تصوف؛گفت حقیقت از پرسیدند شام مشایخ از را ͬͺی

پریشان! معنا به و جمع صورت به هستند جماعتͬ اکنون جمع؛ معنͬ به و

که: است آمده سعدی از غزلͬ در نیز

پارسایان قرار و ربودند عارفان دل

معانͬ و صورت به تو صورت، به شاهدان همه

درس: ادامه ی

است: شده تشͺیل زیر اجزای از گزاره ها منطق زبان

اتمͬ) گزاره های (یا متغیرها از M = {p٠, p١, . . .} مجموعه ی ͷی .١

عطف) و (نقیض ∧,¬ منطق̞ͬ علائم .٢

ͬ کند. نم وارد بحث به خللͬ آن گرفتن نظر در ناشمارا اما ͬ گیریم؛ م نظر در شمارا معمولا˟ را اتمͬ گزاره های از M مجموعه ی

ͬ آید. م بدست p٠, p١, . . . اتم̞ͬ گزاره های به ∧,¬ علائم ا˚عمالِ از گزاره ها منطق در (جمله) فرمول ͷی (نادقیق). ١٣ تعریف

نیستند. فرمول چیزهایی چه و ͬ آیند م حساب به فرمول چیزهای چه که ͬ کند نم مشخص ما برای دقیق کاملا́ بالا تعریف

از مجموعه ͷی درس ادامه ی برای ͬ کنیم. م استفاده فرمولها برای زیر) تعریف (مانند استقرائͬ تعاریف از درس، این در عموماً

گرفته ایم. نظر در ثابت را اتمͬ گزاره های

مجموعه ی کوچͺترین گزاره ها، منطق در (گزاره ها) فرمولها مجموعه ی گزاره ها). منطق در گزاره ها (مجموعه ی ١۴ تعریف

کند. صدق زیر شرط سه در که است PR

باشیم داشته p ∈M اتمͬ گزاره ی هر برای .١

p ∈ PR

(¬ϕ) ∈ PR آنگاه ϕ ∈ PR اگر .٢

(ϕ ∧ ψ) ∈ PR آنگاه ϕ, ψ ∈ PR اگر .٣

(چرا؟) است گزاره ها منطق در فرمول ͷی p١ ∧
(
(¬p٢) ∧ p٣

)
عبارت .١۵ مثال

نیست. گزاره ها منطق در فرمول ͷی ϕ = p ∧ ¬ که دهید نشان .١۶ مثال

هر برای که کنید دقت نخست ( .ϕ ̸∈ PR که ͬ شود م معلوم صورت این (در PR − {ϕ} = PR که ͬ کنیم م ادعا اثبات.

و (¬ψ) ∈ PR− {ϕ} آنگاه ψ ∈ PR− {ϕ} اگر که کنید دقت همچنین .p ∈ PR− {ϕ} داریم p ∈M اتم̞ͬ گزاره ی

PR− {ϕ} مجموعه ی پس .(ψ١ ∧ ψ٢) ∈ PR− {ϕ} آنگاه ψ١, ψ٢ ∈ PR− {ϕ} اگر

کوچͺترین PR که گفته ایم تعریف همان در طرفͬ از داراست. است شده اشاره بدانها ١۴ تعریفِ در که ͬ هایی ویژگ همه ی

.ϕ /∈ PR یعنͬ PR ⊆ PR− {ϕ}پس ͬ هاست ویژگ این دارای مجموعه ی

١١



ͬ کنیم: م استفاده زیر صورت ∨,→,↔به ̞ͬͺکم نمادهای از گزاره ها منطق در .١٧ توجه

p→ q := (¬p) ∨ q .١

p ∨ q := ¬((¬p) ∧ (¬q)) .٢

p↔ q := (p→ q) ∧ (q → p) .٣

گزاره ها منطق معناشناسͬ ٠ . ٢ . ٣

گزاره ها منطق «معناشناسͬ» به بخش، این در گفتیم. سخن گزاره ها منطق در جمله سازی نحوه ی درباره ی قبل بخش در

ͬ پردازیم. م

به ͷی و صفر میان از ارزشͬ ارزیابی، تابع هر ͬ پذیرد. م صورت ١٧ ارزیابی توابع از استفاده با گزاره ها منطق معناشناسͬ

ͬ بخشد. م اتمͬ جملات

ͬ گوییم. م ارزیابی تابع ͷی µ :M → {٠, ١} تابع̧ هر به ارزیابی). (تابع ١٨ تعریف

گسترش زیر طریق به µ : PR(M)→ {٠, ١} ارزیابی تابع̧ ͷی به ͬ توان م را µ :M → {٠, ١} ارزیابی تابع هر .١٩ توجه

داد.

µ(ϕ ∧ ψ) = µ(ϕ) ∧ µ(ψ)

µ(¬ϕ) = ¬µ(ϕ)

آن در که
∧ ٠ ١

٠ ٠ ٠

١ ٠ ١

¬ ٠ ١

١ ٠

ͬ شوند. م محاسبه ٧ مثالِ مطابق ¬µ(ϕ) و µ(ϕ) ∧ µ(ψ) بنابراین و هستند {٠, ١} بول̞ͬ جبر در µ مقادیرِ که کنید دقت

بͺشید: را زیر گزاره های از کدام هر ارزش جدول .٢٠ تمرین

p ∨ q .١

،p ∧ q .٢

(¬p) .٣

p↔ q .۴

p→ q .۵

p→ (q → p) .۶
١٧evaluation map

١٢



(p→ q) ∧ (¬p→ q)→ q .٧

(p ∨ q → r)→ (p→ r ∧ q → r) .٨

حسب بر گزاره  ͷی ͬ توانید م آیا باشیم. داشته p١, . . . , pn گزاره های شامل دلخواه ارزش جدول ͷی کنید فرض .٢١ سوال

بزنید. حدس زیر در را f(p, q) گزاره ی مثال برای باشد؟ داشته را ارزش جدول همان دقیقاً که بزنید مثال p١, . . . , pn

p q f(p, q)

١ ١ ١

٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠

١ ٠ ١

بزنید. حدس دارد، را ارزش جدول آن که گزاره ای و بͺشید p, q, r متغیرهای شامل گزاره ی ͷی برای ارزش جدول ͷی خودتان

سوم جلسه ی ٠ . ٣

آن در که کرد تصور f(p١, ..., pn) صورت به ͬ توان م گزاره ها منطق در را گزاره ای هر گفتیم قبل جلسات در که طور همان

همچنین گزاره هاست. منطق در گزاره  ی f(p١, . . . , pn) = p١ ∧ . . . ∧ pn مثال برای هستند. اتمͬ گزاره های p١, ..., pn

آن اجزای ارزش حسب بر را گزاره آن ارزش که ͬ گیریم م نظر در ارزش جدول ͷی گزاره ها درمنطق گزاره ای هر برای که گفتیم

ͬ کند. م مشخص

است. زیر صورت به p١ ∧ ¬p٢ گزاره ی ارزش جدول .٢٢ مثال

p١ p٢ ¬p٢ ¬p٢ ∧ p١

٠ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ٠

١ ١ ٠ ٠

١ ٠ ١ ١

باشد؟ داشته را ارزش جدول آن که یافت گزاره ای ͬ توان م دلخواه، ارزش جدول هر برای آیا که است این طبیعͬ سوال ͷی

است. شده پرداخته بدان زیر لم در و است مثبت سوال این پاسخ

داشته µ ارزیابی هر برای که ͬ شود م یافت چنان f(p١, ..., pn) گزاره ی ͷی F : {٠, ١}n → {٠, ١} تابع هر برای .٢٣ لم

باشیم

µ(f(p١, ..., pn)) = F (µ(p١), ..., µ(pn)).

باشد. (p١, . . . , pn اتم̞ͬ گزاره های به شده (محدود ارزیابی نگاشتهای ̞ˁک͒ل از شمارشͬ {µi|i ≤ ٢n} کنید فرض اثبات.

است: لم در شده خواسته ویژگͬ دارای زیر،  صورت به f(p١, . . . , pn) گزاره ی

١٣



∨
{i|F (µi(p١),...,µi(pn))=١}

∧
j=١,...,nQij

آن در که

Qij =

pj µi(pj) = ١ اگر

¬pj µi(pj) = ٠ اگر

سطرهائͬ «فصل̞» است کافͬ کنیم، پیدا ارزش جدول آن با گزاره ای بخواهیم و باشیم داشته ارزش جدول ͷی اگر ساده تر، بیان به

آنها نقیض و اتمͬ گزاره های عطف سطرها، این از کدام هر در همچنین است. شده ͷی گزاره ارزش آنها در که بͽیریم نظر در را

کنید). توجه زیر مثال به جملات این شدن متوجه (برای ͬ گیریم. م نظر در سطر آن در اتمͬ گزاره ی آن ارزش با متناسب را

باشد: داشته را زیر ارزش جدول که کنید پیدا گزاره ای .٢۴ مثال

p١ p٢ p٣ f(p١, p٢, p٣)

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ٠

٠ ١ ٠ ٠

٠ ١ ١ ١

١ ٠ ٠ ٠

١ ٠ ١ ١

١ ١ ٠ ١

١ ١ ١ ٠

است: زیر صورت به نظر مورد گزاره ی بالا لم اثبات به بنا پاسخ.

f(p١, p٢, p٣) = (¬p١ ∧ p٢ ∧ p٣) ∨ (p١ ∧ ¬p٢ ∧ p٣) ∨ (p١ ∧ p٢ ∧ ¬p٣).

بیان صورت بدین معمولا˟ را بالا لم رو این از کردیم. استفاده ∧,∨,¬ نمادهای از بالا، گزاره ی ساخت در که کنید دقت

تولید نمادها این از استفاده با ͬ توان م را ارزشͬ جدول هر یعنͬ است؛ کامل {∧,∨,¬} منطقͬ نماد های مجموعه ی ͬ کنند: م

کرد.

است. کامل نمادها از {¬,∧} مجموعه ی دهید نشان .٢۵ تمرین

ͬ شود. م حاصل ∧,¬ نمادهای از ∨ نمادِ که دهید نشان است کافͬ بالا، تمرین به دادن پاسخ برای که کنید دقت

بͺشید) را آن ارزش (جدول بͽیرید: نظر در زیر صورت به را شفر) ادات (بخوانید | دوتایی اداتِ .٢۶ تمرین

p | q := ¬(p ∧ q)

١۴



است. کامل شفر ادات دهید نشان

است. کامل زیر، در شده تعریف نُر˂) اداتِ ،(بخوانید ادات↓ دهید نشان .٢٧ تمرین

p ↓ q := ¬(p ∨ q)

بͺشید.) نیز را آن ارزش جدول )

هستند. ↓ و | همان کامل ١٨ دوتایی̞ ادوات تنها دهید نشان .٢٨ تمرین

و دروغ، همیشه یا ͬ گوید م راست همیشه یا آن مردم از ͷی هر که شده اید شهری وارد که کنید فرض (مندلسون). ٢٩ تمرین

درست راه سوال ͷی با ͬ توانید م چͽونه است. ایستاده شهر مردم از ͬͺی دوراهͬ ͷی سر دهد. جواب نه و بله با ͬ تواند م تنها

کنید؟ پیدا را

.٣٠ تعریف

باشیم داشته µ : M → {٠, ١} ارزیابی تابع هر برای ͬ خوانیم،  هرگاه م ١٩ تاتولوژی ͷی را f(p١, ..., pn) گزاره ی .١

باشیم). داشته ١ ارزش سطر، هر پایان در گزاره، این ارزش جدول در هرگاه دیͽر، بیان (به .µ(f(p١, ..., pn)) = ١

هرگاه دیͽر بیان باشند(به تاتولوژی ͷی φ ↔ ψ هرگاه φ ≡ ψ ͬ نویسیم م و ͬ خوانیم م معادل را φ و ψ گزاره ی دو .٢

باشند.) یͺسان ψ و φ ارزش جداول

کنید: تحقیق ارزش جدول رسم با را آنها بودن تاتولوژی کنید سعͬ آورده ایم. زیر در را مهم تاتولوژی چند .٣١ مثال

A→ (B → A) .١

A ∧B → A .٢

A→ A ∨B .٣

¬¬A↔ A .۴

(A→ (B → C))↔ ((A→ B)→ (A→ C)) .۵

A→ (B → A ∧B) .۶

A ∧B → C → A→ (B → C) .٧

(A ∨B) ∧ ¬A→ B .٨

.A→ (B ∧ ¬B)→ ¬A .٩

(A→ B)→ ((C → B)→ (A ∨ C → B)) .١٠

است رفته کار به آنها در اتمͬ گزاره ی دو که ادواتͬ ١٨یعنͬ

١٩tautology

١۵



((A→ B) ∧ (¬A→ B))→ B .١١

(A ∨B → C)→ (A→ C ∧B → C) .١٢

PR بنابراین است. PR گزاره ها، همه ی مجموعه ی روی هم ارزی رابطه ی ͷی ،≡ گزاره، دو بودن معادل رابطه  ی

که کرد تحقیق ͬ توان م آسانͬ به ͬ دهیم. م نشان PR/≡ با را رابطه این افرازهای مجموعه ی ͬ شود. م افراز رابطه این توسط

ͬ نامیم). م ͬͺلیندن باوم‐تارس جبرِ را بولͬ جبر ͬ دهد.(این م بولͬ جبر ͷی تشͺیل (PR/≡,∧,∨,¬, [p ∧ ¬p], [p ∨ ¬p])

غلط گاهͬ و درست گاهͬ p١ ∧ p٢ گزاره ی است). تاتولوژی (یعنͬ است  درست همواره p ∨ ¬p گزاره ی که کنید دقت

صورتͬ در p١ ∧ p٢ گزاره ی مثلا́ ͬ گوییم. م ٢٠ سازگار یا ارضاشدنͬ باشد، درست ارزیابی ͷی با حداقل که گزاره ای به است.

گزاره ی ͷی نباشد،  شدنͬ ارضا که گزاره ای به است. ارضاشدنͬ پس است؛ ͷی ارزش دارای ،µ(p١) = µ(p٢) = ١ که

است. تناقض ͷی p ∧ ¬p مثال برای ͬ گوییم. م تناقض) ͷی (یا تناقض آمیز

جدول ͷی کشیدن به نیاز خیر یا است تاتولوژی f(p١, ..., pn) گزاره ی آیا این که بررسͬ شده اید، متوجه که طور همان

یا دارد وجود گزاره  ͷی بودن تاتولوژی تشخیص برای سریع تر روشͬ آیا که است این مهم سوال ͷی دارد. سطر ٢n با ارزش

است. P=NP مسأله ی نام به نظری، رایانه ی علوم و ریاضͬ در باز مسأله ی ͷی با معادل مسأله این خیر.

ما به سودوکو جدول ͷی برای پاسخ ͷی اگر بͽیرید. نظر در را زیر مثال P=NP مسأله ی درباره ی بیشتر توضیح برای

ستونهای و سطرها تکِ تک است کافͬ کار این برای است. آسان است، غلط یا درست پاسخ این آیا که این تشخیص بدهند،

آن کردنِ حل بدهند، ما به نشده حل سودوکوی جدول ͷی اگر حال این با ͬ برد. نم چندانͬ زمان کار این و کنیم ͷچ را پاسخ

ͬ برد. م زیادی زمان

دارد، وجود سریع الͽوریتم̧ ͷی آن، از جواب ͷی درستͬ کردن  ͷچ برای که مسأله ای هر آیا که ͬ پرسد م P=NP مسأله ی

کنید فرض است. چندجمله ای زمان با الͽوریتمͬ سریع، الͽوریتم ͷی از منظور دارد؟ وجود سریع الͽوریتمͬ نیز آن حل برای

از پس حداکثر x طولِ به ورودیِ هر برای هرگاه است p(x) زمان دارای الͽوریتم ͷی ͬ گوییم م باشد. چندجمله ای ͷی p(x)

بایستد. مرحله p(x)

بفرمائید. مطالعه را زیر منبع P=NP مسأله ی درباره ی بیشتر مطالعه ی برای .٣٢ پروژه

the importance of P vs NP question, Stephen Cook.

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این تایپ زحمت قبول برای شیروانیان، زهرا خانم سرکار از

فشردگͬ قضیه و سازگار های گزاره چهارم، جلسه ۴ . ٠

بی نهایت اگر غیردقیق) بیان (به لم این به بنا کنم. اثبات و بیان گزاره ها منطق در را ٢١ فشردگͬ لم ͬ خواهم م جلسه این در

همزمان ͬ توانند م پدیده ها این تمام آنگاه دهند، رخ همزمان ͬ توانند م آنها از متناهͬ تعداد هر که بدانیم و باشیم داشته پدیده

کرده ایم. دقیق را گفته این زیر در دهند. رخ هم با

ͷی یعنͬ نباشد؛ تناقض هم با آنها همزمان رخداد هرگاه نامیم مͬ ٢٢ سازگار هم با را φ١, · · · , φn های گزاره .٣٣ تعریف

٢٠satisfiable, consistent
٢١compactness
٢٢Consistent

١۶



که طوری به باشد موجود µ :M → {٠, ١} ارزیابی تابع

µ(φ١) = µ(φ٢) = · · · = µ(φn) = ١.

مجموعه ی همچنین باشیم. داشته ١ ارزش سطر ͷی حداقل در φ١ ∧ · · · ∧ φn گزاره ارزش جدول در هرگاه دیͽر بیان به

باشد. سازگار
∧

ϕ∈∆ ϕ گزاره ی هرگاه ͬ خوانیم م سازگار را گزاره ها از ∆ متناه̞ͬ

در که ͬ دانیم م نباشد. تناقض هم با آنها همزمان وقوع که است این معنͬ به گزاره، متناهͬ تعداد ͷی بودن سازگار پس

بررسͬ نحوه ی به زیر در حال این با نداریم. بی نهایت) عطف ͷی (یعنͬ ϕ١ ∧ ϕ٢ ∧ . . . صورتِ به گزاره ای گزاره ها، منطق

پرداخته ایم. گزاره بی نهایت همزمان ارزش

مͬ ٢٣ ارضاپذیر) (متناهیا سازگار متناهیاً را Σ مجموعه باشد. گزاره ها از نامتناهͬ مجموعه ای Σ کنید فرض .٣۴ تعریف

موجود چنان µ ارزیابی تابع هرگاه ͬ خوانیم م سازگار را Σ همچنین باشد. سازگار ∆ ⊆ Σ متناه̞ͬ زیرمجموعه ی هر هرگاه ∧نامیم
φ∈Σ φ بͽوید که باشد داشته وجود ارزیابی تابع ͷی یعنͬ غیرفنͬ، بیان به .µ(φ) = ١ باشیم داشته φ ∈ Σ هر برای که باشد

است. پذیر امͺان است) نامتناهͬ عطف ͷی (که

است. سازگار Σ آنگاه باشد، سازگار متناهیاً Σ اگر (فشردگͬ). ٣۵ قضیه

مجموعه ی ͷی کنید فرض فراگرفته اید). ریاضͬ مبانͬ درس در را آن شما (که داریم ٢۴ زُرن لم به نیاز بالا قضیه ی اثبات برای

تمام از که هست عنصری بسازیم، صعودی زنجیر ͷی و کنیم شروع عنصر هر از اگر که بدانیم و باشیم داشته جزئͬ مرتب

ͬ گیرد م قرار ما زنجیر انتهای در که دارد وجود عنصری ما مجموعه ی در زرن، لم به بنا آنگاه است. بزرگتر ما زنجیر عناصر

شاخه هر که داریم شاخه نامتناهͬ با درخت ͷی که کنید فرض دیͽر بیان به دهیم). ادامه بیشتر آن از ͬ توانیم نم را زنجیر (یعنͬ

ما مجموعه ی در شاخه آن عناصر همه ی از بزرگتر عنصری که ͬ دانیم م هستیم که شاخه هر در طرفͬ از ͬ رود. م پیش بی نهایت تا

دقیق صورت به را لم این است بهتر ͬ رسیم. م مشخص انتهای ͷی به دهیم ادامه اگر را شاخه هر صورت این در است. موجود

کنید.) مراجعه مدرس ریاضͬ مبانͬ درس جزوه ی به حتما دارید، مشͺل زرن لم فهم در که صورتͬ (در کنیم. بیان ریاضͬ و

عنصر دو هر لزوماً که تفاوت این با باشد، ترتیبی رابطه ی ͷی⊑ هرگاه است جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی (A,⊑) ͬ گوییم م

B ⊆ A زیرمجموعه ی کرد. تجسم درخت ͷی صورت به ͬ توان م را جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی نباشند. مقایسه قابل هم با

هرگاه دیͽر بیان به باشند. مقایسه قابل هم با B در عنصر دو هر هرگاه ͬ خوانیم م A در زنجیر ͷی را

∀a, b ∈ B (a ⊑ b) ∨ (b ⊑ a).

A عناصر از {ai}i∈I زنجیر هر که طوری به باشد ناتهͬ جزئͬ مرتب مجموعه ͷی (A,⊑) کنید فرض زُر˂ن). لم ) ٣۶ لم

یعنͬ است؛ ماکزیمال عنصر ͷی دارای A آنگاه .(∃a ∈ A ∀i ∈ I ai ≤ a (یعنͬ باشد. A در بالا کران ͷی دارای

∃a ∈ A ∄x ∈ A x > a

٢٣finitely satisfiable
٢۴Zorn’s lemma

١٧



برویم. پیش فشردگͬ قضیه ی اثبات سمت به بیایید فعلا́ کرد. خواهیم ثابت آینده درسهای در را زرن لم

است µ :M → {٠, ١} ارزیابی تابع ͷی کردن پیدا هدفمان باشد. گزاره ها از ًسازگار متناهیا مجموعه ͷی Σ کنید فرض

.µ(φ) = ١ باشیم داشته φ ∈ Σ هر برای که طوری به

گزاره ها از Σ ⊂ Σ′ ماکزیمالِ ًسازگارِ متناهیا مجموعه ͷی آنگاه باشد. ًسازگار متناهیا مجموعه ͷی Σ کنید فرض .٣٧ لم

که طوری به است، موجود Σ′ مجموعه ی ͷی یعنͬ است. موجود

Σ′ ⊇ Σ .١

است، سازگار متناهیاً Σ′ .٢

باشد. Σ′ شامل̞ و باشد سازگار متناهیاً که نیست گزاره ها از مجموعه ای هیچ .٣

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را A مجموعه زُر˂ن. لم ͷکم به اثبات

A = {Γ |Γ ⊇ Σ و است سازگار متناهیاً که گزاره هاست از مجموعه ای Γ }

کنید: تعریف را زیر جزئͬ ترتیب A روی .Σ ∈ A زیرا A ̸= ∅ که کنید دقت

Γ١ ⊑ Γ٢ ⇐⇒ Γ١ ⊆ Γ٢.

بالا کران زنجیر این (یعنͬ Γj ⊑
∪

i∈I Γi داریم j ∈ I هر برای که کنید توجه باشد. A در زنجیر ͷی {Γi}i∈I کنید فرض

است). واقع A در بالا کران این که دهیم نشان است کافͬ دارد؛

.
∪

i∈I Γi ∈ A ادعا.

است. سازگار متناهیاً
∪

i∈I Γi که دهیم نشان است کافͬ ادعا. اثبات

بنابراین .φ١, · · · , φn ∈
∪

i∈I Γi کنید فرض

∃i١ ∈ I φ١ ∈ Γi١

...

∃in ∈ I φn ∈ Γin

داریم: صورت این در است، زنجیر ͷی {Γi}i∈I که آنجا از .i١ < i٢ < · · · < in کنید فرض کلیت از کاستن بدون

با φ١, · · · , φn پس است؛ سازگار متناهیاً Γin پس Γin ∈ A که آنجا از .φ١, · · · , φn ∈ Γin بنابراین Γi١؛ ⊆ · · · ⊆ Γin

سازگارند. هم

ادعا. اثبات پایان

ماکزیمال، عنصر این است. ماکزیمال عنصر ͷی دارای Aپس ͬ کند. م صدق زرن لم شرایط در (A,⊑) که دیدیم پس

ͬ نامیم. م Σmax را مجموعه  این بعد به لحظه این از بودیم. آن دنبال به که است Σ′ مجموعه ی همان

دهید نشان φ /∈ Σmax اگر (راهنمایی: .¬φ ∈ Σmax یا φ ∈ Σmax یا φ دلخواه˼ گزاره هر برای که دهید نشان .٣٨ تمرین

( ¬φ ∈ Σmax که بͽیرید نتیجه این از است. سازگار متناهیاً Σmax ∪ {¬φ} مجموعه که
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Σmax مجموعه ی یافتن برای صورت این در کرد. ثابت راحت تر ͬ توان م گزاره ها کل تعداد بودن شمارا فرض با را ٣٧ لم̧

ͬ کنیم. م اضافه گزاره Σ به ͬͺی ͬͺی

{φ٠, φ١, · · · } با برابر و شمارا ها گزاره همه مجموعه ی که این فرض با گزاره ها. کل تعداد بودن شمارا فرض با ٣٧ لم̧ اثبات

هر در پس است. سازگار متناهیاً Σ ∪ {¬φ} یا است سازگار متناهیاً Σ ∪ {φ} یا φ گزاره ی هر برای که ͬ کنیم م ادعا باشد،

برسیم. ماکزیمال سازگار متناهیاً مجموعه ͷی به تا ͬ کنیم م اضافه Σ به را ¬φi یا φi یا i مرحله ی

که طوری به است موجود ∆٠ ⊆ Σ متناهͬ مجموعه پس نباشد. سازگار متناهیاً Σ ∪ {φ} کنیم فرض ادعا، اثبات برای

.µ(φ) = ٠ آنگاه µ(ψ) = ١ باشیم داشته ψ ∈ ∆٠ هر برای که باشد ارزیابی تابع ͷی µ اگر یعنͬ است. ناسازگار ∆٠∪{φ}

∆∪ {¬φ} که ͬ کنیم م ادعا باشد. متناهͬ مجموعه ای ∆ ⊆ Σ کنید فرض است. سازگار متناهیا Σ∪ {¬φ} که ͬ کنیم م ادعا

هر برای که دارد وجود µ ارزیابی ͷی پس است). سازگار متناهیاً Σ (زیرا است سازگار ∆ ∪ ∆٠ که ͬ دانیم م است. سازگار

پس .µ(¬φ) = ١ یعنͬ µ(φ)؛ = ٠ بالا بنابر است ١ برابر ∆٠ روی µ که آنجا از .µ(ψ) = ١ داریم ψ ∈ ∆ ∪ ∆٠

است. سازگار {¬φ} ∪∆ یعنͬ است سازگار {¬φ} ∪∆٠ ∪∆

داریم. اختیار در فشردگͬ لم اثبات برای را لازم مقدمات همه ی حال

سازگار متناهیاً مجموعه ی ͷی قبل لم بنابر باشد. ها گزاره از سازگار متناهیاً مجموعه ͷی Σ کنید فرض فشردگͬ. لم̧ اثبات

ارزیابی تابع .¬φ ∈ Σmax یا φ ∈ Σmax یا φ گزاره هر برای که دیدیم ٣٨ تمرین در دارد. وجود Σ ⊆ Σmax ماکزیمال

کنید تعریف زیر صورت به را µ :M → {٠, ١}

µ(p) = ١⇐⇒ p ∈ Σmax.

داریم φ دلخواه˼ گزاره ی هر برای که ͬ کنیم م ادعا

µ(φ) = ١⇐⇒ φ ∈ Σmax

درست اتمͬ گزاره های برای ادعا حͺم که ͬ دهیم م نشان یعنͬ ͬ کنیم. م ثابت گزاره ها ساخت روی استقراء با را ادعا این

برای باشد، درست ψ گزاره ی برای اگر و است؛ درست ψ١ ∧ψ٢ گزاره ی برای باشد درست ψ١, ψ٢ گزاره های برای اگر است؛

است. درست گزاره ها همه ی برای نظر مورد حͺم که شود مͬ نتیجه اینها از است. درست هم ¬ψ گزاره ی

داریم µ تعریف بنابر آنگاه باشد. اتمͬ گزاره ͷی φ ∈ Σmax کنید فرض

µ(φ) = ١⇔ ϕ ∈ Σmax.

پس باشد. درست ψ برای حͺم کنید فرض

ψ ∈ Σmax ⇔ µ(ψ) = ١.
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که ͬ دانیم م ٣٨ تمرین̞ به بنا

¬ψ ∈ Σmax ⇔ ψ ̸∈ Σmax.

پس

¬ψ ∈ Σmax ⇔ µ(¬ψ) = ١.

سازگاری و بودن ماکزیمال به بنا آنگاه ϕ ∈ Σmax اگر باشد. درست ψ١, ψ٢ برای حͺم و φ = ψ١∧ψ٢ که کنید فرض سرآخر

پس .ψ١, ψ٢ ∈ Σmax داریم

µ(ψ١) = µ(ψ٢) = ١ = µ(ψ١ ∧ ψ٢).

.µ(ϕ) = ٠ آنگاه ϕ = ψ١ ∧ ψ٢ ̸∈ Σmax اگر که دهید نشان اثبات رساندن پایان به برای .٣٩ تمرین

در موجود گزاره های ارزش که است واضح دهد. مͬ ١ ارزش Σmax به موجود گزاره های همه ی به µ که کردیم ثابت پس

ͬ رساند. م پایان به را حͺم اثبات این و است ͷی با برابر µ نظرِ از نیز Σ

کرد. اثبات نیز فشرده فضاهای ͷتوپولوژی ͬ های ویژگ از استفاده با ͬ توان م را گزاره ها) منطق (در فشردگͬ قضیه ی .۴٠ تمرین

شد). خواهد داده شرح اثبات این تمرین کلاس (در بیابید قضیه این برای ͷتوپولوژی اثباتͬ

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه  این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی امیر آقای از

نُرمال صورتهای و فشردگͬ قضیه ی از کاربرد ͷی پنجم جلسه ی ۵ . ٠

فشردگͬ قضیه ی از کاربرد ͷی ١ . ۵ . ٠

باشد گزاره ها منطق در گزاره ها از نامتناهͬ مجموعه ی ͷی Σ اگر گزاره ها، درمنطق فشردگͬ قضیه ی به بنا که ͬ کنم م یادآوری

طوری که به باشد موجود µ : M → {٠, ١} ارزیابی نگاشت ͷی φ١, ..., φn ∈ Σ گزاره ی متناهͬ تعداد هر برای و

هر برای که است موجود µ′
: M → {٠, ١} ارزیابی یعنͬ است؛ سازگار Σ آن گاه µ(φ١) = µ(φ٢) = ... = µ(φn) = ١

Σ از متناهͬ بخشͬ از تناقض˂ آن گاه باشد، گزاره ها از متناقض مجموعه ی ͷی Σ اگر دیͽر، بیان به .µ(φ) = ١ داریم φ ∈ Σ

است؟) معادل قبلͬ بیان با بیان این (چرا ͬ شود. م ناشͬ

ͷی µ ارزش تابع هر برای کنید فرض باشد. گزاره ها از نامتناهͬ مجموعه ای {A١, A٢, ...} کنید فرض (اردشیر) .۴١ تمرین

A١ ∨A٢ ∨ ... ∨Am طوری که به است موجود m ∈ N که دهید نشان .µ(Am) = ١ طوری که به باشد موجود Am گزاره ی

است. تاتولوژی

٢۵)باشد. (ساده گراف ͷیG کنید فرض ͬ کنم. م بیان را فشردگͬ قضیه ی از کاربردی شما درخواست به بنا درس، ادامه ی در

رنگ های{رنگN،...،رنگ٢،رنگ١} میان از رنگ ͷی آن رأس هر به بتوان گاه هر است Nرنگ پذیر گراف ͷیGگراف ͬ گوییم م

کرده ایم. ثابت فشردگͬ از استفاده با را قضیه این زیر در نباشند. همرنگ مجاور رأس دو هیچ طوری که به داد نسبت

نباشد جهتدار ٢۵یعنͬ
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متناهͬ زیرگراف هر بودن Nرنگ پذیر فرض گرافGبا آنگاه باشد. نامتناهͬ گراف ͷیG کنید فرض (٢۶ (اردوش .۴٢ قضیه

است. رنگ پذیر N آن، از

ͷی G کنید فرض است. همین مشابه نیز کلͬ حالت در اثبات ولͬ کرده ایم، ثابت N = ۴ که وقتͬ برای را قضیه اثبات.

بͽیرید: نظر در را زیر رنگهای مجموعه  ی باشد. ۴رنگ پذیر آن از متناهͬ زیرگراف هر و نامتناهͬ گراف

{سفید،مشͺͬ،زرد،سبز}

ͬ دهیم. م شرح گزاره ها از زیر مجموعه های در آن ۴رنگ پذیری امͺان همراه به را G گراف وضعیت

بͽیرید: نظر در را گزاره ها از زیر مجموعه های

Σ١ = است.} وصل g٢ رأس به g١ رأس | باشد. این گونه G گراف {در

Σ٢ = { است) سفید g زرداست)∨(رأس g است)∨(رأس ͬͺمش g است)∨(رأس سبز g (رأس | g ∈ G}

Σ٣ = { نباشد سبز g٢ آنگاه باشد سبز g١ اگر ∧

نباشد سفید g٢ آنگاه باشد سفید g١ اگر ∧

نباشد ͬͺمش g٢ آنگاه باشد ͬͺمش g١ اگر ∧

نباشد زرد g٢ آنگاه باشد زرد g١ اگر ∧

| است. وصل g٢ به g١}

Σ۴ = نیست.)} زرد و سفید همزمان g)∧ نیست.) ͬͺمش و سفید همزمان g) ∧ . . . | g ∈ G}

است. رنگ پذیر ۴ گرافِ ͷی G گراف آن گاه باشد سازگار Σ = Σ١ ∪ Σ٢ ∪ Σ٣ ∪ Σ۴ اگر که کنید دقت

است. سازگار آن از متناهͬ زیرمجموعه ی هر دهیم نشان است کافͬ Σ سازگاریِ اثبات برای فشردگͬ قضیه ی به بنا

∆ به باشد. داشته وجود گزاره هایی g١, g٢, ..., gn رأس های درباره ی ∆ در کنید فرض باشد. متناهͬ ∆ ⊆ Σ کنید فرض

زیرگراف ͷی رأس های g١, g٢, ..., gn که باشد این بیانگر ∆′ و برسیم ∆ ⊆ ∆
′ به طوری که به ͬ کنیم م اضافه Σ از گزاره هایی

∆
′ مجموعه ی ۴رنگ پذیراست، سؤال، فرض به بنا شده، یاد زیرگراف که آن جا از ۴رنگ پذیراست. زیرگراف این و هستند G از

است. سازگار ،∆ آن تَبʿع̧ به و

کار به جملاتِ همه ی ارزیابی آن با که کنیم پیدا اتمͬ گزار ه های از ارزیابی ͷی باید ∆′ سازگاریِ اثبات برای دقیقتر بیان به

فلان، رأس و است»  وصل فلان راس به فلان رأس مانندِ گزار هایی اینجا در ما اتمͬ جملاتِ باشند. داشته ͷی ارزش̞ ∆′ در رفته

کنیم مراجعه g١, . . . , gn رأسهای توسط شده ساخته زیرگرافِ به آنها به ارزش دهͬ برای است کافͬ هستند. دارد» را رنگ فلان

بدهیم. ͷی ارزش̞ آن به بود درست گراف این درباره ی ما جمله ی اگر و
٢۶Erdös
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نرمال صورتهای ٢ . ۵ . ٠

باشد، دلخواه گزاره ی ͷی φ اگر یعنͬ نوشت؛ « ٢٧ فصلͬ نرمال «صورت در ͬ توان م را گزاره ها منطق در گزاره ای هر .۴٣ لم

است: معادل φ با که دارد وجود زیر شͺل به گزاره ای آن گاه

∨
i=١...n

ci

است. اتمͬ گزاره ی ͷی نقیض یا اتمͬ گزاره ی ͷی qj هر و است (q١ ∧ q٢ ∧ ... ∧ qm) صورت به ci هر که

است: فصلͬ نرمال صورت در زیر گزاره ی .۴۴ مثال

(p١ ∧ p٢ ∧ p٣) ∨ (¬p۴ ∧ p۵ ∧ ¬p۶) ∨ (p٧ ∧ p۶ ∧ p٣ ∧ ¬p٢).

جدول هر که دیدیم قبلا́ همچنین باشند. داشته یͺسانͬ ارزش جدول که معادلند صورتͬ در گزاره  دو اول: اثبات لم. اثبات

آورد. دست به فصلͬ نرمال صورت در گزاره ی ͷی با ͬ توان م را ارزشͬ

گزاره ها: ساختِ روی استقراء با دوم، اثبات

است. برقرار بوضوح حͺم آن گاه باشد اتمͬ گزاره ی ͷی φ اگر .١

پیچیدگͬ از جلوگیری برای است. درست هم ¬φ برای حͺم آن گاه که ͬ دهیم م نشان باشد، درست φ برای حͺم اگر .٢

کنید فرض کرده ام: اکتفا اثبات ایده ی بیان به تنها نمادها،

φ : (p١ ∧ ¬p٢) ∨ (p٣ ∧ p۴)

آن گاه

¬φ : ¬(p١ ∧ ¬p٢) ∧ ¬(p٣ ∧ p۴) ≡

(¬p١ ∨ p٢) ∧ (¬p٣ ∨ ¬p۴) ≡

((¬p١ ∨ p٢) ∧ ¬p٣) ∨ ((¬p١ ∨ p٢) ∧ ¬p۴) ≡

(¬p١ ∧ ¬p٣) ∨ (p٢ ∧ ¬p٣) ∨ (¬p١ ∧ ¬p۴) ∨ (p٢ ∧ ¬p۴)

است. فصلͬ نرمال صورت در آخری گزاره ی

فصلͬ، نرمال صورت در گزاره  دو فصل̞ که ͬ دانیم م نوشت. فصلͬ نرمال صورت به بتوان را ψ و φ کنیم فرض حال .٣

آن نقیض ͬ توان م باشد، فصلͬ نرمال صورت در ϕ اگر که دیدیم نیز قبل قسمت در است. فصلͬ نرمال صورت در خود˂

داریم پس نوشت. فصلͬ نرمال صورت در را

φ ∧ ψ ≡ ¬(¬φ ∨ ¬ψ) ≡ فصلͬ)¬ نرمال ∨ فصلͬ (نرمال ≡ فصلͬ)¬ (نرمال ≡ فصلͬ نرمال
٢٧disjunctive normal form
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درآورید. فصلͬ نرمال صورت به را زیر گزاره های .۴۵ تمرین

p→ (q → p) •

((p→ q) ∧ (¬p→ q))→ q •

p ∧ q → r •

(A ∨B)→ (¬B ∧ A) •

.¬(A→ B) ∨ (¬A ∨ C) •

زیر صورت به یعنͬ نوشت؛ « ٢٨ عطفͬ نرمال «صورت در ͬ توان م را گزاره هر دهید نشان .۴۶ تمرین

∧
i=١..n

ci

آن در که

ci = (q١ ∨ q٢ ∨ ... ∨ qm)

است. اتمͬ گزاره ی ͷی نقیض یا اتمͬ گزاره ی ͷی qi هر و

است. عطفͬ نرمال صورت در (p١ ∨ p٢) ∧ (p٣ ∨ ¬p۴) .۴٧ مثال

ͬ کنیم. م معرفͬ فصلͬ نرمال صورت در گزاره ی ͷی بودن تاتولوژی تشخیص برای روشͬ بعد جلسه ی در

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت محمدصالحͬ علیرضا آقای از

انتاج روش ششم، جلسه ی ۶ . ٠

زیر صورت به یعنͬ نوشت؛ ٢٩ فصلͬ نرمال صورت به ͬ توان م گزاره ها منطق در را گزاره هر که دیدیم قبل جلسه ی در

n∨
i=١

ci

ci = q١ ∧ . . . ∧ qn

qi = piیا qi = ¬pi
٢٨conjunctive normal form
٢٩DNF

٢٣



صورت سریع نسبتاً گزاره ها گونه این بودن تاتولوژی تشخیص آن توسط که کرده ایم معرفͬ ٣٠ انتاج» «روش نام به روشͬ زیر در

مسئله ی با معادل گزاره، ͷی بودن تاتولوژی تشخیص برای سریع روشͬ وجود کلͬ، حالت در که باشد (یادمان ͬ گیرد. م

است). p = np

ا̊نْتاج روش ١ . ۶ . ٠

ساده مشاهده ی ͷی بر انتاج روش است. تاتولوژی ͷی بوضوح p ∨ ¬p گزاره ی که کنید دقت شویم بحث وارد آن از پیش

کرده ایم. اشاره بدان بعد مثال در که است استوار

ͷی (
اتمͬ
↑
p ∧

دلخواه
↑
Q ) ∨ (¬p ∧ Q′) آنگاه باشد، تاتولوژی Q ∧ Q′ که طوری به باشند دلخواهͬ گزاره های Q,Q′ اگر .۴٨ مثال

کنید). (اثبات است. تاتولوژی

بنویسید؛ مجموعه ای صورت به نخست را ci = q١∧ . . .∧qn هر باشد. فصلͬ نرمال صورت در گزاره ای
∨
ci کنید فرض

دهید: قرار یعنͬ

ci = {q١, . . . , qn}

ͬ گوییم. م «عبارت» ͷی باشد) شده نوشته مجموعه ای صورت به (که ci هر به اتمͬ. نقیض یا است اتمͬ یا qi هر که کنید دقت

زیر صورت به را ϕ در رفته کار به عبارات همه ی مجموعه ی بیایید ͬ خوانیم. م عبارت این در «کلمه» ͷی را qi هر همچنین

دهیم: نشان

C = {c١, c٢, . . . , cn}

ͬ خوانیم. م c٢ و c١ از مˀنتَج ͷی را Q ∪Q′ آنگاه باشند، عبارت دو c٢ = {¬p} ∪Q′ و c١ = {p} ∪Q اگر .۴٩ تعریف

است. {¬p} ∪ ∅ و {p} ∪ ∅ عباراتِ منتج̧ ∅ مجموعه ی .۵٠ مثال

متوال̞ͬ ایجاد با اگر تنها و اگر است تاتولوژی ͷی است، شده نوشته فصلͬ نرمالِ حالت در که ،φ گزاره ی (انتاج). ۵١ قضیه

برسیم. ∅ مجموعه ی به جایی در انتاج روش در منتجها

ͬ کنیم. م بررسͬ مثال چند در را آن از استفاده نحوه ی کنیم، اثبات را بالا قضیه ی که آن از پیش

خیر. یا است تاتولوژی زیر عبارت که کنید بررسͬ انتاج روش با .۵٢ مثال

(p ∧ q) ∨ (¬p ∧ q′) ∨ ¬q

اول. روش پاسخ.

٣٠Resolution Method

٢۴



نیست. تاتولوژی فوق گزاره ی پس

دوم. روش

نیست. تاتولوژی فوق گزاره ی نیز روش این با پس

کنید. بررسͬ را زیر عبارت بودن تاتولوژی انتاج روش از استفاده با .۵٣ مثال

p→ (q → p)

پاسخ.

p→ (q → p) ≡ ¬p ∨ (q → p) ≡ ¬p ∨ (¬q) ∨ p

است. تاتولوژی بالا گزاره ی درنتیجه

هستند. تاتولوژی زیر گزاره های دهید نشان انتاج روش از استفاده با .۵۴ تمرین

(
(p→ q) ∧ (¬p→ q)

)
→ q

¬¬A→ A

٢۵



تاتولوژی φ گزاره ی برسیم، تهͬ به φ گزاره ی برای انتاج روش کارگیری به با اگر که ͬ دهیم م نشان نخست انتاج. قضیه ی اثبات

گزاره ی اگر آنگاه است، آمده دست به C از انتاج مرحله ͷی از پس که باشد عبارات از مجموعه ͷی C ′ اگر که کنید دقت است.

باشد تاتولوژی (Q ∧ Q′) ∨ ψ اگر ساده تر بیان به است. تاتولوژی نیز C با متناظر گزاره ی آنگاه باشد، تاتولوژی C ′ با متناظر

آنگاه

(p ∧Q) ∨ (¬p ∧Q′) ∨ ψ

بͽیرید: نظر در پرانتز در را زیر تمرین است. تاتولوژی دارد، قرار قبل مرحله ی در که

است؟ تاتولوژی Q∧Q′ آیا باشد تاتولوژی (p∧Q)∨ (¬p∧Q′) اگر یعنͬ است؟ برقرار نیز گفته این عکس آیا .۵۵ تمرین

صورت به عبارتͬ آن از قبل مرحله ی در حتماً برسیم، تهͬ به جائͬ در انتاج روش گیری کار به با اگر که کنید دقت همچنین

داشته ایم: زیر

(p) ∨ (¬p) ∨ ψ

ͬ کنیم: م خلاصه زیر صورت به را بالا گفته های و ͬ نامیم م تاتولوژی ͷی را ∅ راحتͬ برای پس است. تاتولوژی نیز گزاره  این که

انتاج)  از قبل (یعنͬ قبلͬ مرحله ی جمله ی باشد، تاتولوژی بیاید دست به انتاج از مرحله ͷی از پس که جمله ای اگر

با که گزاره ای ویژه به و داشته ایم، تاتولوژی قبل مراحل̞ همه ی در یعنͬ برسیم تهͬ به جایی در اگر پس است. بوده تاتولوژی

است. بوده تاتولوژی کرده ایم آغاز آن

آن به انتاج روش اعمال با باشد تاتولوژی نظر مورد گزاره ی اگر که کنیم ثابت را این یعنͬ کنیم. ثابت را سختتر حͺم باید حال

کنیم. ثابت نظرمان مورد گزاره ی در رفته کار به اتمهای روی استقراء با ͬ خواهیم م را حͺم این ͬ رسیم. م تهͬ به حتماً

φ گزاره ی از p جای به T دادن قرار با که باشد گزاره ای φ|p=T گزاره ی کنید فرض باشد. تاتولوژی φ گزاره ی کنید فرض

اگر مثلا́ آید. بدست

φ = (p ∧Q)︸ ︷︷ ︸
T∧Q=Q

∨ (¬p ∧Q′)︸ ︷︷ ︸
���⊥∧Q′

∨(r ∧ r′)

آنگاه

φ|p=T = Q ∨ (r ∧ r′)

داریم بالا مثال در آید. دست به φ در p نقیض̞ شامل̞ عبارت حذف با که باشد گزاره ای φ′|p=T کنید فرض همچنین

φ′|p=T = (p ∧ q ∧ r) ∨ (r١ ∧ r٢ ∧ p).

که کنید مشاهده

است. کمتر ϕ در رفته کار به اتمهای تعداد از φ|p=T , φ
′|p=T گزاره ی دو هر در رفته کار به اتمهای تعداد •

ندارد). بستگͬ p ارزش به ϕ ارزش زیرا است؛ (واضح است تاتولوژی نیز φ|p=T گزاره ی است تاتولوژی ϕ که آنجا از •

برای را روش این اگر آنگاه برسیم؛  تهͬ به ببریم، کار به φ|p=T گزاره ی برای را انتاج روش اگر که بدانیم که کنید فرض •

φ′|p=T گزاره ی در رفته کار به عباراتِ که است این علت .{p} به یا ͬ رسیم م تهͬ به یا ببریم کار به φ′|p=T گزاره ی

دارند. تفاوت φ|p=T در رفته کار به عبارات با p نداشتن̞ یا داشتن در تنها

٢۶



با (یعنͬ آید بدست φ گزاره ی از p جای به F دادن قرار با که باشد گزاره ای φ|p=F گزاره ی کنید فرض مشابه طور به حال

دوباره آید. دست به φ در p شامل̞ عبارت حذف با که باشد گزاره ای φ′|p=F کنید فرض همچنین است). غلط p که این فرض

داریم: مشابهͬ مشاهدات

است. کمتر ϕ در رفته کار به اتمهای تعداد از φ|p=F , φ
′|p=F گزاره ی دو هر در رفته کار به اتمهای تعداد •

ندارد). بستگͬ p ارزش به ϕ ارزش زیرا است؛ (واضح است تاتولوژی نیز φ|p=F گزاره ی است تاتولوژی ϕ که آنجا از •

برای را روش این اگر آنگاه برسیم؛  تهͬ به ببریم، کار به φ|p=F گزاره ی برای را انتاج روش اگر که بدانیم که کنید فرض •

φ′|p=F گزاره ی در رفته کار به عباراتِ که است این علت .{¬p} به یا ͬ رسیم م تهͬ به یا ببریم کار به φ′|p=F گزاره ی

دارند. تفاوت φ|p=F در رفته کار به عبارات با ¬p نداشتن̞ یا داشتن در تنها

انتاج روش اعمال با استقرا، فرض به بنا کوچͺترند، ϕ گزاره ی از و هستند تاتولوژی φ|p=F و φ|p=F گزاره های که آنجا از حال

φ′|p=T , φ
′|p=F گزاره های از ͷی هر به انتاج روش اعمال با بالا، مشاهدات به بنا طرفͬ از ͬ رسیم. م تهͬ به آنها از کدام هر به

که کنید دقت ͬ دهد. م رخ شد داده شرح بالا در که حالاتͬ یا ͬ رسیم م تهͬ به یا

φ = φ′|p=T ∨ φ′|p=F

ثابت حͺم و رسیده ایم تهͬ به φ به انتاج اعمال با یعنͬ برسیم، تهͬ به φ′|p=T , φ
′|p=F از ͬͺی به انتاج روش اعمال با اگر حال

ͷی با حال رسیده ایم. {¬p} به دیͽری در و {p} به ͬͺی در یعنͬ نرسیم تهͬ به آنها از هیچͺدام در انتاج اعمال با اگر ͬ شود. م

ͬ رسیم. م تهͬ به انتاج، گیریِ کار به دیͽر بار

ثابت آن مورد در بالا قضیه ی مشابه قضیه ای و کنید معرفͬ عطفͬ نرمال حالت در گزاره های برای انتاج روش ͷی .۵۶ تمرین

کنید.

فرمولها و ترمها اول، مرتبه منطق شروع هفتم، جلسه ٠ . ٧

رفته کار به اتمهای ارزش به تنها گزاره ای هر ارزش گزاره ها، منطق در که دیدیم شدیم. آشنا گزاره ها منطق با قبل جلسات در

منطق قوانین ͬ شود. م تعیین {٠, ١} بول̞ͬ جبر در موجود قوانین توسط آن، اتمهای روی از گزاره ͷی ارزش و دارد بستگͬ آن در

صورتͬ در تنها گزاره این باشد، ریاضͬ گزاره ی ͷی ϕ ∨ ψ اگر مثلا́ هستند. حاکم نیز ریاضͬ گزار ه های تمام بر گزاره ها،

درست ψ هم و ϕ هم که است درست صورتͬ در تنها ϕ ∧ ψ گزاره ی یا باشند. درست ψ یا ϕ از ͬͺی حداقل که است درست

است. ریاضͬ فکر بر حاکم منطق گزاره ها، منطق واقع در باشد.

داریم نیاز ٣١ اول» مرتبه ی «منطق نام به کاملتر منطق ͷی به ریاضͬ، حقایق از اعظمͬ بخش بررسͬ و بیان برای حال، این با

است). شده گنجانده جدی نحو به گزاره ها منطق هم آن بنای در البته (که

الفبای باید نخست فارسͬ، زبان در فکر برای مثلا́ است. دیͽر فکری منطق هر معرفͬ مانند دقیقاً اول مرتبه ی منطق معرفͬ

زبان» «دستور عنوان تحت امر این فرابͽیریم. را «جمله سازی» روش آن از پس و «کلمه سازی» روش سپس بشناسیم، را آن

باید پس نیست. درست لزوماً «معنائͬ» لحاظ از باشد، درست دستوری لحاظ از که جمله ای هر حال این با ͬ گیرد. م صورت
٣١First Order Logic

٢٧



ادامه ی در کنیم. برقرار ارتباط منطق این معنͬ» و «صورت میان نهایتاً و کنیم وضع کلمات و جملات «معناشناسͬ» برای قوانینͬ

گرفته ایم. پیش اول مرتبه ی منطق معرفͬ برای را مسیر همین دقیقاً درس،

داریم. ٣٢ زبان ͷی انتخاب به نیاز مطالعه مورد ریاضͬ ماهیت به بسته اول، مرتبه منطق در

که است F ∪ R ∪ C مجزای مجموعه ی سه اجتماع صورتِ به ای مجموعه L اولِ مرتبه زبان ͷی از منظور .۵٧ تعریف

ͬ خوانیم. م زبان ثوابت مجموعه ی را C و رابطه ای نمادهای مجموعه را R تابعͬ، های نماد مجموعه ی را F مجموعه آن در

مشابه طور به است. شده گرفته نظر در f مواضع تعداد عنوان به nf ∈ N طبیعͬ عدد ͷی f ∈ F تابعͬ نماد هر برای همچنین

گیریم. مͬ نظر در R رابطه مواضع تعداد عنوان به را nR عدد ͷی R ∈ R رابطه هر برای

دیͽر مجموعه ای به مجموعه ͷی از که است عمل ͷی تابع ͬ کند. م فرق «تابع» ͷی یا تابعͬ» نماد ͷی» که کنید دقت

علائم برای «معنائͬ» هیچ زبان، معرفͬ مرحله ی در واقع در است. اسم) ͷی (یا نماد ͷی صرفاً تابعͬ، نماد ولͬ ͬ شود م تعریف

است. نشده گرفته نظر در

ͬ شویم. نم آنها انتخاب علت یا زبانها این کاربرد درگیر فعلا́ آورده ایم. اول مرتبه زبان ͷی از هایی مثال زیر در

ندارد. وجود ثابت یا رابطه ای یا تابعͬ از اعم نمادی هیچ آن در که است اول مرتبه ی زبان ͷی L = {∅} مجموعه ی .١

ͬ خوانیم. م مجموعه ها» «نظریه ی زبان را ∈ دوموضع̞ͬ رابطه ی ͷی حاوی L = {∈} مجموعه ی .٢

ͬ کنیم. م مطالعه دوموضعͬ رابطه ی ͷی حاوی L = {R} زبانِ ͷی در معمولا˟ را گرافها .٣

نماد ͷی−□ است، موضعͬ دو تابعͬ نماد ͷی + آن در که است L = {+, صورت{□−,٠ به گروهها نظریه ی زبان .۴

است. ثابت ͷی ٠ و است موضعͬ تک تابعͬ

تابعͬ نمادهای +, ∗ و هستند ثابت نمادهای ٠, ١ آن در که است L = {+, ·, ٠, ١} صورتِ به یͺدار حلقه های زبان .۵

افزود. نیز جمعͬ وارون و ضربی وارون توابع برای نمادهائͬ ͬ توان م زبان این به نیاز صورت در هستند. موضعͬ دو

گیرد. قرار استفاده مورد ͬ تواند م مرتب مجموعه های مطالعه ی برای دوموضعͬ، رابطه ی ͷی حاوی L = {≤} زبانِ .۶

با را آنها وقتͬ که دارد الفبائͬ حͺم تنها زبان ͬ دهیم. نم قرار زبان در را تساوی نماد و ∧,∨,∃ منطق̞ͬ علائم که کنید دقت

از معمولا˟ ͬ رویم. م زبان ͷی در «کلمه سازی» سراغ بعد مرحله ی در بسازیم. جمله  و کلمه ͬ توانیم م کنیم ترکیب منطقͬ علائم

ͬ کنیم. م استفاده کلمه جای به «ترم» واژه ی

بͽیرید. نظر در متغیرها از را {v٠, v١, . . .} مجموعه ͷی

شود: مͬ تعریف زیر استقرایی صورت به Lترمها مجموعه باشد. اول مرتبه زبان ͷی L کنید فرض (Lترمها) .۵٨ تعریف

است. ترم ͷی v متغییر هر و c ∈ C ثابت هر .١

است. ترم ͷی ft١, · · · , tn آنگاه باشد، موضعͬ n تابعͬ نماد ͷی f و باشند ترم t١, · · · , tn اگر .٢

همچنین ͬ دهیم. م نمایش ١ + ٠ صورتِ به را آن راحتͬ برای (که است ترم ͷی +١٠ عبارتِ حلقه ها زبان در مثال، برای

ͬ نویسیم. م x٢ + x صورتِ به سادگͬ برای را آن که است ترم ͷی + · xxx عبارتِ

٣٢Language
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شده) (ساده سازی ها حلقه زبان در ترم چند .۵٩ مثال

،٠ + ١ .١

١ + ١ .٢

١ + ١ + ١ .٣

١ + ١ + ١ + . . .+ ١ .۴

٠, ١, x١, x٢, . . . .۵

(١ + ١).(x.x.x) + (x.x) .۶

.٢x٣ + ٣x٢ .٧

است. متناهͬ ترمها طول ͬ کند م بیان بالا استقرائͬ تعریف که گونه همان که کنید دقت

است f(x١, · · · , xn) ∈ Z[X١, . . .] ای جمله چند ͷی با متناظر ها حلقه زبان در t ترم هر که دهید نشان .۶٠ تمرین

f(X١, X٢) = X١X٢ +۵+٢X٣
١X

۴
٢ مثال برای صحیح). اعداد در ضرایب با است متغیره چند جمله ای چند ͷی (منظور،

دهید). پاسخ ۶۴ قضیه ی به توجه با و ترمها ساخت روی استقراء با را فوق (تمرین است. ترم ͷی با متناظر

کنید. بررسͬ گرافها نظریه ی و گروهها نظریه ی زبانهای در را ترمها .۶١ تمرین

نیست.) ترم ͷی خود ترم دو اجتماع دیͽر، بیان (به نیست. دیͽر ترم ͷی سره ی ابتدایی بخش ͷی ترمͬ هیچ .۶٢ لم

دقیق̞ تعریف (به باشد؟! درست باید بالا لم است، ٢x + ۴x٢ ابتدایی بخش حلقه ها، زبان در ،٢x اینکه با چرا .۶٣ تمرین

کنید). توجه ترمها

بخش دیͽری ترم نه و است دیͽر ترم ͷی سره ی ابتدایی بخش t نه آنگاه باشد متغیر ͷی یا ثابت ͷی t ترم اگر لم. اثبات

برقرار t١, · · · , tn ترمهای برای حͺم این که کنید فرض دارید!). استقراء به نیاز هم همین اثبات (برای است. آن سره ی ابتدایی

برای نظر مورد حͺم که است این اثبات هدف، باشد. آنها ابتدائͬ بخش ترمͬ نه و باشند ترمͬ ابتدائͬ بخش آنها نه یعنͬ باشد؛

است. برقرار نیز ft١, · · · , tn
فرض باشد. S = fu١ · · ·un صورت به باید S بوضوح، آنگاه باشد ft١, · · · , tn ابتدایی بخش S = s١ · · · sm اگر

. ui ̸= ti که باشد جایی اولین ui کنید
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است. متناقض استقراء فرض با این که است ti ابتدایی بخش ui یا است ui ابتدایی بخش ti یا صورت این در

است: زیر صورتهای از ͬͺی به دقیقاً ترم هر ترمها) یͺتای (خوانش .۶۴ قضیه

است. متغیر یا ثابت .١

هستند؛ ترم t١ · · · tn و موضعͬ n تابعͬ نماد ͷی f آن در که است ft١ · · · tn صورت به .٢

شوند. مͬ مشخص یͺتا طور به t١ · · · tn ترمهای و f تابع دوم مورد در و

ترم ͷی ft١ . . . tn کنید فرض نمایش یͺتائͬ اثبات برای است. ترم بیاید دست به ١و٢ مواردِ از آنچه تعریف به بنا اثبات.

i اگر حال .n = m و f = g که است واضح صورت این در باشد. داشته gs١ . . . sm صورتِ به دیͽری نمایش که باشد

است. ناممͺن قبل لم به بنا این که برعکس؛ یا و است ti ابتدائͬ بخش si یا آنگاه si ̸= ti که باشد اندیسͬ اولین

آنگاه باشد اول مرتبه زبان ͷی L اگر دقیق غیر بیان به است. فرمولها با آشنائͬ بعدی طبیعͬ قدم ترمها، با آشنائͬ از پس

و (،) ͬͺکم نمادهای و ∃,∧,¬ منطقͬ ادوات و ،(v١, v٢, · · · ) متغیرها ،L در رفته کار به نمادهای از استفاده با Lفرمولها

کرده ایم. استقرائͬ) البته (و دقیق را فرمولها L تعریف زیر در ͬ شوند. م تولید تساوی نماد

شود. مͬ حاصل زیر صورت به فرمولها L مجموعه باشد. اول مرتبه ی زبان ͷی L کنید فرض (فرمولها). ۶۵ تعریف

. است یLͷفرمول t١ = t٢ آنگاه باشند ترم دو t٢ و t١ اگر .١

است. یLͷفرمول Rt١ · · · tn آنگاه باشد موضعͬ n ای رابطه نماد ͷی R ∈ L و باشند ترم چند L ،t١ · · · tn اگر .٢

است. یLͷفرمول ¬ψ آنگاه باشد یLͷفرمول ψ اگر .٣

است. یLͷفرمول نیز (ψ١ ∧ ψ٢) آنگاه باشند فرمول L دو ψ١, ψ٢ اگر .۴

است. فرمول Lͷی ∃xψ آنگاه باشد فرمول Lͷی ψ اگر .۵

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی امیر آقای از

ترمها تعبیر و ساختارها هشتم، جلسه ٠ . ٨

است. ثوابت برای نمادهایی و رابطه ای نمادهای تابعͬ، نمادهای از متشͺل مجموعه ای اول مرتبه ی زبان ͷی که ͬ کنم م یادآوری

مرتبه ی فرمولهای ترمها، همانند کردیم. تعریف را Lفرمولها و مجموعه یLترم ها ،L اولِ مرتبه ی زبان ͷی برای قبل، جلسه ی در

ͬ گذارم): م شما عهده ی به را زیر قضیه ی (اثبات ͬ شوند م خوانش یͺتا طور به نیز اول

نیست: خارج زیر حالات از ͬͺی از باشد، Lفرمول ͷی φ اگر ها). Lفرمول یͺتای (خوانش ۶۶ قضیه

هستند. Lترم دو t٢ و t١ آن در که است t١ = t٢ صورت به φ .١

هستند. Lترم خود˂ t١, · · · , tn آن در که است Rt١ · · · tn صورت به φ .٢
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است. Lفرمول ͷی ψ آن در که است ¬ψ صورت به φ .٣

هستند. فرمول L در ψ٢ و ψ١ آن در که است (ψ١ ∧ ψ٢) صورت به φ .۴

است. فرمول L ͷی ψ آن در که است ∃x ψ صورت به φ .۵

ͬ شوند. م مشخص یͺتا طور به ψ و ψ١ ، ψ٢ فرمول های و ti ترم های بالا موارد در

ͬ کنیم. م استفاده نیز زیر کوتاه نوشتهای از ͬ شود، م ساخته  فرمول عنوان به بالا در آنچه بر علاوه

ψ١ ∨ ψ٢ = ¬(¬ψ١ ∧ ¬ψ٢)

ψ١ → ψ٢ = (¬ψ١ ∨ ψ٢)

∀x ψ = ¬(∃x ¬ψ)

ψ١ ←→ ψ٢ = (ψ١ → ψ٢) ∧ (ψ٢ → ψ١)

ψ١ ∧ · · · ∧ ψn = ((ψ١ ∧ ψ٢) ∧ ψ٣) ∧ · · ·

هر .∃x١ . . . xn ψ نویسیم مͬ ∃x١∃x٢ . . . ∃xn ψ جای به نیز .t١Rt٢ یا R(t١, t٢) نویسیم مͬ Rt١t٢ جای به معمولا˟

روزمره ی مصارف در ͬ شوند، م خوانش یͺتا طور به فرمول ها و است مشخص کاملا́ پرانتزها وضعیت فرمول ها تعریف در چند

ͬ شوند. م حذف زیر اولویت های طبق پرانتزها این ͬ شود. م استفاده فرمولها آسانتر خوانش برای بیشتری پرانتزهای از ریاضͬ

منطقͬ نمادهای اولویت های

(, )

¬ ∃ ∀

∧ ∨

→ ↔

ͬ دهد. م اولیت نماد به زودتر، ظهور بالا، طبقات از کدام هر در

ͬ شود: م پرانتزگذاری زیر صورت به ¬φ ∧ ψ → x فرمول .۶٧ مثال

(
(¬φ) ∧ ψ

)
→ x
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دارند. تفاوت هم با زیر فرمول دو .۶٨ مثال

..١ ∀x φ ∧ ψ → x

..٢ ∀x (φ ∧ ψ → x)

ͬ شود: م پرانتزگذاری زیر صورت به اولͬ فرمول

((∀xϕ) ∧ ψ)→ x.

بفرمایید. مطالعه من) درسهای تارنمای (در ریاضͬ مبانͬ جزوه ی در را بیشتر مثال های پرانتزگذاری، مبحث مرور برای

کنید. گذاری پرانتز را زیر فرمول های .۶٩ تمرین

∀x R١(x, y)→ ∃y S(y) ∨R٢(x, y) .١

R(x, y) ⇐⇒ ∃x R(x, y) ∧ ∀y S(x) ∨ ∀y R(x, y) .٢

فصلͬ) نرمال صورت (در است زیر صورت به حلقه ها زبان در سور بدون فرمولهای کلͬ صورت .٧٠ مثال

(
f١(x١, . . . , xn) = ٠ ∧ f٢(x١, . . . , xn) ̸= ٠ ∧ . . . ∧ fn(x١, . . . , xn) = ٠

)
∨(

g١(x١, . . . , xn) = ٠ ∧ g٢(x١, . . . , xn) ̸= ٠ ∧ . . . gn(x١, . . . , xn) = ٠
)
∨ . . .

دقیقاً حلقه ها، زبان در سور بدون فرمولهای واقع (در هستند صحیح اعداد در ضرایب با بالا چندجمله ایهای که کنید دقت

ͬ کنند. م مشخص را جبری ی (چندگوناها) ورایته ها

است: آمده زیر در نمونه چند کنید. پیدا L = {+, ٠, ١} زبان در را سور بدون فرمول های .٧١ تمرین

x+ ١ = ٠

x+ x+ ١ = ٠

nx+my = ٠

نوشت. فرمول ͷی با ͬ توان م را خطͬ معادلات دستگاه ͷی داشتن جواب بالا زبان در کنیم، استفاده سورها از اگر .٧٢ مثال

∃x∃y (mx+ ny = ٠ ∧m′x+ n′y = ٠)

اول مرتبه ی منطق در معناشناسͬ ٠ . ٨ . ١

جمله ی درستͬ بررسͬ برای مثال برای است. ͷنزدی طبیعͬ زبان در معناشناسͬ به اول، مرتبه ی منطق در معناشناسͬ روش

آنها بین رابطه  ͷی و میز، نام به ͬͺفیزی جسم ͷی و کتاب نام به ͬͺفیزی جسم ͷی باید نخست باید است» میز روی «کتاب
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ͬ کنیم. م تعبیر نیز را آنها میان روابط بلͺه ͬ کنیم م تعبیر را اسامͬ تنها نه یعنͬ باشیم. داشته را دیͽری» بر ͬͺی شدن «واقع یعنͬ

اول مرتبه ی منطق معناشناسͬ ͬ کند. م تصویر کتاب شͬء به را کتاب کلمه ی که دارد وجود «تعبیر» تابع ͷی ما ذهن در واقع در

است. دقیقتر)  بسیار (البته مشابه صورتͬ به نیز

شده تشͺیل (A Lساختارِ جهانِ نام (به A مجموعه ی ͷی از A Lساختارِ ͷی باشد. اول مرتبه ی زبان ͷی L کنید فرض

زیر: موارد از و است

ͬ گوییم) م A ساختارِ در c ثابت تعبیر آن به که ) A
c∈ A مشخص̞ عنصرِ ͷی c ∈ L ثابت نمادِ هر برای .١

تابع̧ ͷی f ∈ L nموضع̞ͬ تابع̞ͬ نماد هر برای .٢

A

f : An → A

و ͬ شود)، م گفته A ساختارِ در f تابع̞ͬ نماد تعبیر آن به (که

ͬ شود). م گفته A ساختارِ Rدر رابطه ی تعبیر بدان A(که روی
A

R رابطه ی ͷیR ∈ L nموضع̞ͬ رابطه ای نماد هر برای .٣

دهیم: مͬ نشان زیر صورت به آن ثوابت و روابط توابع، همراه به معمولا˟ را A Lساختارِ ͷی

A = (A, {Ac,
A

f,
A

R}) f, c, R ∈ L

هستند. مابِازاء ͷی دارای زبان، نمادهای تمام واقع در Lساختار، ͷی در که کنید دقت

آن در که است Lساختار ͷی Z = (Z,+, ٠) .٧٣ مثال

L = {+, ٠}.

آن در که است Lساختار ͷی R = (R,+, ·, ٠, ١,≤) .٧۴ مثال

L = {+, ·, ٠, ١, <}

زیر صورت به را R رابطه ی G = (G,
G
R) ساختارِ در است. Lساختار ͷی G گراف هر آنگاه L = {

موضعͬ دو
↑
R } اگر .٧۵ مثال

ͬ کنیم: م «تعبیر»
G
R (u, v) ⇐⇒ باشد وصل v به u

در فرمولها و ترمها تعبیر به شدیم، آشنا دهند، رخ آنها در وقایع است قرار که جهان هایی عنوان به Lساختارها، با که حال

ͬ پردازیم. م Lساختارها

مانند تابعͬ تعبیر، نگاشت ͷی از منظور باشد. Lساختار ͷی A کنید فرض .٧۶ تعریف

β : {v٠, v١, . . .} → A
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است. A Lساختارِ جهان آن بˀردِ و متغیرهاست مجموعه ی تابع، این دامنه ی است.

کرد: پیدا را کلمات» عینͬ «معنای بتوان باید ساختار، ͷی در

در t ترم تعبیر باشند. Lترم ͷی t و بالا تعریف مانند تعبیر تابع ͷی β Lساختار، ͷی A کنید فرض ترمها). (تعبیر ٧٧ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر استقرائ̞ͬ صورت به ͬ دهیم، م نشان
A
t [β] با را آن که β تعبیرِ نگاشت با A ساختارِ

است!) کرده تعبیر تعبیر، تابع خودِ را متغیرها واقع، (در
A
t [β] = β(vi) ͬ دهیم م قرار باشد، متغیر ͷی t = v اگر .١

A
t [β] =

A
c ͬ دهیم: م قرار باشد، ثابت ͷی t = c اگر .٢

ͬ کنیم: م تعبیر زیر صورت به را f(t١, . . . , tn) آنگاه بدانیم A Lساختارِ در را t١, . . . , tn ترم های تعبیر اگر .٣

fA(t١, . . . , tn)[β] =
A

f (
A
t١ [β], . . . ,

A
tn [β])

تعبیرِ تابع با v٠v٢v٠ + v٠v١ ترم تعبیرِ .٧٨ مثال

v٠ → ١

v٢ → ٢

v١ →
β

۴

است: زیر صورت به R = (R,+, ·) ساختار در

(v٠v٢v٠ + v٠v١)
R[β] = ١ · ٢ · ١ + ١ · ۴ = ۶

است: چیز دو منظورمان t(x١, . . . , xn) ͬ نویسیم م وقتͬ .٧٩ توجه

هستند. متمایز متغیرهایی xiها .١

دیͽر بیان به هستند؛  x١, . . . , xn میان از t ترم در شده استفاده متغیرهای .٢

var(t) ⊆ {x١, . . . , xn}

بالا متغیرهای همه ی شاید که کنید دقت داده ایم. نشان را t ترم در رفته کار به متغیرهای مجموعه ی var(t) با آن در که

باشند. نرفته کار به ترم این در

٣۴



معناشناسͬ ادامه ی نهم، جلسه ٠ . ٩

که نگاشتهایی از استفاده با و ساختارها در زبان ترمهای که گفتیم پرداختیم. اول مرتبه ی ̞ͬ منطق معناشناس به گذشته جلسه ی در

مانند تابعͬ تعبیر، نگاشت هر که گفتیم نیز ͬ شوند. م معنا ͬ کنند، م تعبیر را متغیرها

β : {v٠, v١, . . .} → A

بودن «درست مفهوم ͬ خواهیم م جلسه این در است. A ساختار L ͷی جهان آن بردِ و متغیرهاست مجموعه ی آن دامنه که است

کنیم. تعریف را ساختار ͷدری فرمول» ͷی

از منظور باشد. ،A ساختارِ جهانِ ،A در متغیرها تعبیرِ نگاشت ͷی و β ساختار، L ͷی A فرمول، Lͷی φ کنید فرض

دقیق را تعریف همین زیر در است. درست A ساختار در متغیرها از β ارزیابی با φ فرمول که است این A |= φ[β] عبارت

کرده ایم.

در β ارزیابی̞ با φ فرمولِ ͬ شود: م خوانده (که A |= φ[β] عبارت ساختار). ͷی در فرمول ͷی بودن (درست ٨٠ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر استقرایی صورت به است) درست A ساختارِ

.١

A |= t١ = t٢[β]⇔ tA١ [β] = tA٢ [β]

باشند؛ برابر هم با ساختار این در t١, t٢ ترمهای تعبیرهای که است درست A ساختارِ در وقتͬ t١ = t٢ فرمولِ یعنͬ

.٢

A |= R(t١, · · · , tn)[β]⇔ RA(tA١ [β], · · · , tAn [β])

رابطه ی یͺدیͽر با ساختار این در ti ترمهای تعبیرهای که است درست A ساختارِ در وقتͬ R(t١, . . . , tn) فرمولِ یعنͬ

باشند؛ داشته را RA

A ⊭ φ[β] هرگاه A |= ¬φ[β] .٣

.۴

A |= (ψ١ ∧ ψ٢)[β]⇔ A |= ψ١[β] و A |= ψ٢[β]

تعبیر نگاشت ͷی β a
x

آن در که A |= ψ[β a
x
] که طوری به باشد موجود a ∈ A عنصر ͷی هرگاه A |= ∃xψ[β] .۵

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که متغیرهاست

β
a

x
(v) =

 β(v) v ̸= x

a v = x

A |= (ψ١ → ψ٢)[β] ͬ کنیم م تعریف داد: تعمیم زیر صورت به نیز ͬͺکم ادوات سایر برای ͬ توان م را بالا تعریف

باشیم داشته a ∈ A هر برای هرگاه A |= ∀x ψ[β] ͬ کنیم م تعریف همچنین .A |= ψ٢[β] آنگاه A |= ψ١[β] اگر هرگاه
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.A |= ψ[β a
x
]

هیچ تأثیرِ تحت x هرگاه است آزاد φ فرمول در x متغیر ͬ گوییم م پرداخته ایم. پایبند و آزاد متغیرهای تعریف به ادامه در

کنیم. بیان استقرائͬ و دقیق صورت به را تعریف این بیایید باشد. نگرفته قرار سوری

ͬ شود: م تعریف زیر استقرائͬ صورت به φ فرمول در x متغیر حضور بودن آزاد (متغیرآزاد). ٨١ تعریف

که صورتͬ در (یعنͬ x ∈ var(t٢) یا x ∈ var(t١) هرگاه است آزاد φ برای x صورت این در φ = (t١ = t٢) اگر .١

باشد). ها ti از ͬͺی در رفته کار به متغیرهای از ͬͺی x

باشد. ها ti از ͬͺی های متغیرهای جزوِ x هرگاه است آزاد φ در x آنگاه φ = Rt١, · · · , tn اگر .٢

باشد. آزاد ψ در هرگاه است آزاد φ در x آنگاه φ = ¬ψ اگر .٣

باشد. آزاد ψ٢ در یا ψ١ در x هرگاه است آزاد φ در x آنگاه φ = (ψ١ ∧ ψ٢) اگر .۴

باشد. آزاد ψ در x و x ̸= y هرگاه است آزاد φ در x آنگاه φ = ∃yψ اگر .۵

ͬ نامیم. م پایبند نباشند، آزاد که را متغیرهایی

است. متناهͬ همواره φ فرمولِ ͷی آزاد های متغیر تعداد .٨٢ توجه

کنید. مشخص زیر فرمولهای در را پایبند و آزاد های متغیر .٨٣ مثال

∀v٠
(
∃v١R(

پایبند
↑
v ٠,

پایبند
↑
v ١) ∧ p(

آزاد
↑
v١)
)

∀x, y R١(

پایبند
↑
x ,

پایبند
↑
y ) ∧R٢(

آزاد
↑
x,

آزاد
↑
y)

∀x, y
(
p(

پایبند
↑
x ) ∧ q(

پایبند
↑
y )
)

کنید. مراجعه درسها تارنمای در مدرس ریاضͬ مبانͬ جزوه به پایبند و آزاد های متغیر از بیشتر مثال های دیدن برای .٨۴ توجه

آنگاه کنند عمل یͺسان φ فرمولِ آزاد متغیرهای روی γ, β : {v٠, v١, . . .} → A های ارزیابی اگر .٨۵ لم

A |= φ[β]⇔ A |= φ[γ]

بͽیرید: نظر در را زیر ارزیابی های .R = (R,+, ·) کنید فرض .٨۶ مثال

β : v٠ 7→ ١

v١ 7→ ٢
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vi 7→ i i ̸= ١, ٢

y 7→ ۶

γ : v٠ 7→ ١

v١ 7→ ٢

vi 7→ ١٠i i ̸= ١, ٢

y 7→ ١٠٠٠

که است واضح بͽیرید. نظر در را ∃y (y٢ + ٢y = ٠) ∧ (v٠ + v١ = ٢) و v٠ + v١ = v٢ فرمولهای حال

R |= v٠ + v١ = v٢[β]⇔ R |= v٠ + v١ = v٢[γ]

R |= ∃y (y٢ + ٢y = ٠) ∧ (v٠ + v١ = ٢)[β]⇔ R |= ∃y (y٢ + ٢y = ٠) ∧ (v٠ + v١ = ٢)[γ]

نکرده اند. بازی نقشͬ پایبند متغیرهای که کنید دقت دوم مورد در

ͬ کنیم. م ثابت فرمولها ساخت روی استقراء با را حͺم لم٨۵̧. اثباتِ

(و است واضح آنگاه باشند، ارزش هم t٢ و t١ در رفته کار به متغیرهای روی γ ، β و باشد t١ = t٢ صورت به φ اگر •

که کنید) تحقیق نیست واضح اگر

tA١ [β] = tA٢ [γ].

آنگاه باشند، یͺسان ها ti در رفته کار به متغیرهای روی β، γ ارزشهای و باشد Rt١, · · · , tn صورت به φ اگر •

RA(tA١ [γ], · · · , tAn [γ])⇔ RA(tA١ [β], · · · , tAn [β]) نتیجه در و ،tAi [β] = tAi [γ]

ͬ کنم. م رها تمرین عنوان به φ = ψ١ ∧ ψ٢ و φ = ¬ψ که را حالتهائͬ بررسͬ •

a ∈ A هرگاه A |= ∃xψ[β] کنند، آنگاه عمل یͺسان φ آزاد های متغیر روی γ و β و باشد ∃xψ صورت به φ اگر •

یͺسان ψ آزاد های متغیر روی β a
x

و γ a
x

های ارزیابی که کنید مشاهده حال .A |= ψ[β a
x
] که طوری به باشد موجود

به متغیرها همه ی روی γ a
x
, β a

x
و متفاوتند x در احتمالا˟ تنها ϕ آزادِ متغیرهای با ψ آزادِ متغیرهای زیرا کنند؛ مͬ عمل

استقراء فرض بنابر پس دارند. a مقدارِ دو هر تعریف به بنا هم x روی و ͬ کنند م عمل یͺسان فرض به بنا x از غیر

A |= ψ[β
a

x
]⇔ A |= ψ[γ

a

x
].

.A |= ∃xψ[β]⇔ A |= ∃xψ[γ] بنابراین

کلͬ: طور به ͬ نویسیم. نم را آن پایبند متغیرهای φ(x١, . . . , xn) صورت به فرمول ͷی نمایش در معمولا˟ که کنید دقت
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که است این φ(x١, · · · , xn) نماد از منظور .٨٧ توجه

هستند. متمایز xi متغیرهای .١

هستند. {x١, · · · , xn} میان در φ فرمول آزاد های متغیر .٢

پرانتز در را آن است، نیامده فرمول در z متغیرِ که این با که کنید دقت ،φ(x, z) = ∃y x + y = ٠ فرمول در .٨٨ مثال

نوشته ایم.

ͬ گوئیم. م جمله باشد، نداشته آزاد متغیر که فرمولͬ به .٨٩ تعریف

حلقه هاست. زبان در جمله ͷی زیر فرمول .٩٠ مثال

∀a, b, c ∃x ax٢ + bx+ c = ٠

آن گاه باشند ها متغیر برای تعبیر تابع دو γ ، β و باشد جمله ͷی φ اگر قبلͬ لم بنابر

A |= φ[β]⇔ A |= φ[γ].

باشیم داشته β ارزیابی هر) ازای به معادل بیان (به ͷی برای هرگاه A |= φ ͬ نویسیم م باشد، جمله ͷی φ اگر بنابراین

.A |= φ[β]

(در دهد رخ ͬ تواند نم هم با اینها دو هر و A |= ¬φ یا A |= φ آنگاه باشد Lساختار ͷی A و جمله ͷی φ اگر .٩١ توجه

دهد). رخ ͬ تواند نم تناقضͬ Lساختار ͷی داخل

را s ترم̧ ،t ترم در x متغیر جای به که است این t s
x

نماد از منظور باشند، ترم دو s, t و متغیر ͷی x کنید فرض .٩٢ تعریف

کنیم. جایͽذاری

مثال برای

t(y) = ٢y + ٣ = ٠

s = y٢ + y + x

t
s

y
= ٢(y٢ + y + x) + ٣ = ٠

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی امیر آقای از

مقدماتͬ مدل نظریه ی شروع و جایͽذاری لم دهم، جلسه ٠ . ١٠

به s ترم̧ جایͽذاری از که است ترمͬ t s
x

از منظور باشد، دیͽر ترم ͷی s و x ∈ var(t) و باشد ترم ͷی t اگر .٩٣ یادآوری

است فرمولͬ φs
x

فرمول آنگاه باشد، φ در آزادی متغیر x و باشد فرمول ͷی φ اگر همچنین ͬ شود. م ایجاد t در x متغیرِ جای
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کرده ایم. دقیق تر را دوم تعریف زیر در ͬ شود. م ایجاد φ در x جای به s جایͽذاری با که

ͬ شود. م تعریف زیر استقرایی صورت به φs
x

فرمول .٩۴ تعریف

φ
s

x
= (t١

s

x
= t٢

s

x
) آنگاه φ = (t١ = t٢) اگر .١

φ
s

x
= Rt١

s

x
, · · · , tn

s

x
آنگاه φ = Rt١, · · · , tn اگر .٢

شما. عهده ی به تعریف ،φ = ¬ψ یا φ = ψ١ ∧ ψ٢ .٣

.φs
x
= ∃yψ s

x
آنگاه x ̸= y اگر و φs؛

x
= φ آنگاه x = y اگر آنگاه، φ = ∃yψ .۴

به نسبت متغیر ͷی بودن «آزاد مفهوم̧ زیر در کردیم. تعریف را فرمول ͷدری متغیر» ͷی بودن «آزاد مفهوم قبل جلسه ی در

هرگاه است، آزاد φ فرمول در s ترم به نسبت x متغیر ͬ گوییم م دقیق، غیر بیان به کرده ایم. تعریف را فرمول» ͷی در ترم ͷی

حلقه ها، زبان در زیر فرمول در مثال برای کند. پای بند را s از متغیری که نباشد سوری هیچ از متأثر φ در x آزاد حضورِ هیچ

نیست. آزاد s = y٢ + ٢y ترم به نسبت x متغیر

∃y y٢ + ٢y = x

است: آزاد s به نسبت φ در x زیر فرمولهای در اما

∀x ∃y y٢ + ٢y = x

∃y (y٢ + ٢y = ٠) ∧ (x = y)

پیش قسمتِ روی تنها سور دوم، فرمول در و ندارد، تداخلͬ s ترم با و است پایبند متغیری کلا́ x اول فرمولِ در که کنید دقت

کنیم. دقیق استقرائͬ صورت به را بالا تعریف بیائید ͬ شود. نم درگیر x متغیرِ با آن اثر بنابراین و ͬ کند م اثر عطف از

هرگاه است، آزاد s ترم به نسبت φ فرمول در x متغیر .٩۵ تعریف

یا باشد، φ در پای بند متغیر ͷی x .١

دهد. رخ زیر استقرایی موارد از ͬͺی و باشد آزاد φ در x متغیر .٢

.x ∈ var(t٢) یا x ∈ var(t١) و φ = (t١ = t٢) •

ها. i از ͬͺی برای x ∈ var(ti) φ = Rt١, · · · , t٢ •

باشد. آزاد ψ٢ برای s به نسبت x یا باشد آزاد ψ١ برای s به نسبت x و φ = ψ١ ∧ ψ٢ •

باشد. آزاد ψ برای s به نسبت x و φ = (¬ψ) •

نباشد. s در y متغیرِ و باشد آزاد ψ در s به نسبت x هرگاه است آزاد φ در s به نسبت x آنگاه φ = (∃yψ) اگر •

است). آزاد φ در x که کرده ایم فرض زیرا x ̸= y داریم حالت این در که کنید دقت (اولا˟ 
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نگاشت ͷی تحت فرمولها و ترمها اینگونه تعبیر برای روشͬ زیر در کردیم. معرفͬ را φ s
x

فرمولِ و φ s
x

ترم̧ درس، ابتدای در

داریم: زیر یادآوری به نیاز آن از پیش کرده ایم. بیان را متغیرها ارزیابی

دلخواهͬ عنصر a ∈ A و باشد A ساختار در ارزیابی نگاشت ͷی β : {v٠, v١, . . .} → A که کنید فرض .٩۶ یادآوری

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به β a
x
: {v٠, v١, . . .} → A ارزیابی نگاشت آنگاه باشد.

β
a

x
(v) =

 β(v) v ̸= x

a v = x

و باشد یLͷساختار A باشند، زبان این در ترم دو t و s باشد، اول مرتبه ی زبانِ ͷی L کنید فرض (جایͽذاری). ٩٧ لم

β : {v٠, v١, . . .} → A

آنگاه باشد. A ساختارِ جهان در متغیرها ارزیابی نگاشت ͷی

(t
s

x
)A[β] = tA[β

sA[β]

x
] .١

باشد. آزاد φ در s به نسبت x که شرطͬ به A |= φ
s

x
[β]⇔ A |= φ[β

sA[β]

x
] .٢

زیر). (مثال است. لازم φ در s به نسبت x بودن آزاد شرط .٩٨ توجه

بͽیرید: نظر در را زیر فرمول .٩٩ مثال

φ : ∀y y٢ + y = x

داریم: آنگاه s = y اگر

φ
s

x
: ∀y y٢ + y = y

بͽیرید: نظر در را زیر ارزیابی حال

β : y 7→ ٢, x 7→ ٣, vi 7→ i

داریم

φ[β
sA[β]

x
] = ∀y y٢ + y = ٢

نیستند. معادل هم با φ[β s
A[β]

x
] و φs

x
[β] فرمولهای حقیقͬ اعداد ساختارِِ نظر از که است واضح

و بالا نمادگذاری های شاید ͬ پردازیم. م مقدماتͬ مدل نظریه ی به جلسه دو ͬͺی و ͬ کنیم م رها مدتͬ تا را منطقͬ فُرمالیسم

که کنیم ثابت درس این در مهمͬ قضیه ی است قرار که باشد یادتان ولͬ باشد، کرده خسته را شما تعاریف در حد از بیش دقت

ملموسترند. بحثها مدل، نظریه ی در خوشخبتانه است. شده بنا صورت گرائͬ) (یعنͬ فرمالیسم این پایه ی بر
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١ مقدماتͬ مدل نظریه ی ٠ . ١٠ . ١

ͬ گوییم. م جمله باشد، نداشته آزاد متغیر که فرمولͬ به .١٠٠ یادآوری

با را آن که A ساختارِ ͷی در جمله ͷی بودن درست مفهوم̧ با پیشین درسهای در

A |= φ

است. φ جمله ی برای مدلͬ A ساختارِ ͬ گوییم م آنگاه A |= φ اگر شدید. آشنا ͬ دهیم، م نشان

باشیم: داشته M ساختار L هر برای که طوری به بنویسید φ جمله ی ͷی زبان، آن در و کنید انتخاب L زبان ͷی .١٠١ مثال

است. زوج M اعضای تعداد آنگاه باشد، متناهͬ M و M |= φ اگر

زیر جملات است. موضعͬ دو رابطه ی ͷی برای نمادی E آن در که ͬ گیریم م L = {E}صورت به را نظر مورد زبان اثبات.

بͽیرید: نظر رادر

φ١ : ∀x E(x, x) •

φ٢ : ∀x, y E(x, y)→ E(y, x) •

φ٣ : ∀x, y, z E(x, y) ∧ E(y, z)→ E(x, z) •

φ۴ : ∀x, y, z ((x ̸= y) ∧ (x ̸= z)→ (E(x, y) ∧ E(x, z)→ y = z)) •

φ۵ : ∀x ∃y (x ̸= y ∧ E(x, y)) •

دهید: قرار

φ = φ١ ∧ φ٢ ∧ · · · ∧ φ۵

رابطه ی ͷی EM آنگاه M |= φ اگر دارد. وجود EM دوتایی رابطه ی ͷی M روی آنگاه باشد ساختار Lͷی M اگر

زوج (M اعضای (تعدای |M | آنگاه باشد، متناهͬ M اگر پس دارد. عضو دو دقیقاً آن کلاس هر که است، ارزی هم

است.

باشد. گروه ͷی M آنگاه M |= ϕ اگر که طوری به بنویسید φ جمله ی ͷی مناسب زبان ͷی در .١٠٢ مثال

داریم)  لازم گروه ضرب عمل برای را آن (که است موضعͬ دو تابع ͷی آن در که ͬ گیریم م نظر در را L = {∗, e} زبانِ پاسخ.

بͽیرید: نظر در را زیر جملات حال داریم). نیاز گروه خنثای عضو برای را آن (که است ثابت ͷی e و

φ١ : ∀x x ∗ e = e ∗ x = x .١

φ٢ : ∀x ∃y x ∗ y = y ∗ x = e .٢

φ٣ : ∀x, y, z x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z .٣
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خنثای عنصرِ که است گروه ͷی (M, ∗M, eM) آنگاه M |= φ١ ∧φ٢ ∧φ٣ و باشد یLͷساختار M اگر که کنید دقت حال

و ∗Z = + داریم ترتیب به آنها در که Q = (Q − {٠}, ·, ١) |= φ یا Z = (Z,+, ٠) |= φ مثال، برای است. eM آن

.eQ = ١ و ∗Q = · و eZ = ٠

ͬ شود. م گفته یLͷتئوری L زبانِ در جملات از مجموعه ͷی به .١٠٣ تعریف

گروه هاست. تئوری قبل، مثالِ نمادهای مطابق ،Tgroup = {φ١, φ٢, φ٣} مثلا́

φ ∈ T هر برای هرگاه است) T تئوریِ برای مدلͬ M (بخوانید M |= T ͬ گوییم م باشد، Lتئوری ͷی T اگر .١٠۴ تعریف

.M |= φ باشیم داشته

باشد. داشته جمله نامتناهͬ ͬ تواند م T تئوری .١٠۵ توجه

.Q |= Tgroup و Z |= Tgroup بالا، نمادهای مطابق .١٠۶ مثال

به M اندازه ی آنگاه باشد، متناهͬ M و M |= T اگر که طوری به بنویسید T تئوری ͷی Lمناسب زبان ͷی در .١٠٧ تمرین

.m,n ∈ N برای باشد ٢n.٣m صورت

باشد. نامتناهͬ ͬ تواند م نیز زبان .١٠٨ توجه

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت شیروانیان» «زهرا خانم سرکار از

مدل نظریه ی ادامه ی یازدهم، جلسه ٠ . ١١

مدل نظریه ی در شدیم. آشنا مشخص ارزیابی ͷی تحت ساختار ͷی در فرمول ͷی بودن درست مفهوم با قبل جلسات در

ͬ کنیم. م ساده سازی زیر صورت به را نمادها معمولا˟

میان در آزاد متغیرهای با فرمول ͷی φ(x١, · · · , xn) و a١, · · · , an ∈ M و باشد Lساختار ͷی M کنید فرض

ͬ نویسیم م M |= φ[β] جای به آنگاه β(xi) = ai و باشد M ساختارِ در متغیرها از ارزیابی ͷی β اگر باشد. x١, · · · , xn
.tM(a١, · · · , an) ͬ نویسیم م tM[β] جای به آنگاه باشد ترم ͷی t(x١, . . . , xn) اگر همچنین .M |= φ(a١, · · · , an)

کنید. بیان جدید های نماد با را جایͽذاری لم .١٠٩ تمرین

آورده ایم. را تئوریها از دیͽر مثال چند جلسه این در شدیم. آشنا تئوری ها مفهوم̧ با قبل جلسه ی در

اگر که باشد ای گونه به T تئوری بنویسید.(یعنͬ نامتناهͬ های مجموعه برای T تئوری ͷی L مناسبِ زبان ͷی در .١١٠ مثال

کنید.) بندی اصل را متناهͬ مجموعه های دیͽر، بیانͬ به باشد؛ نامتناهͬ ای مجموعه M آنگاه M |= T

چنین در ندارد. وجود آن در ثابت یا رابطه ای یا تابعͬ نماد هیچ که بͽیرید نظر در را زبانͬ یعنͬ L؛ = ∅ دهید قرار پاسخ.

بͽیرید: نظر در را زیر جمله های ساخت. جمله متغیرها و منطقͬ ادوات از استفاده با باید تنها زبانͬ
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φ٢ : ∃x١, x٢ x١ ̸= x٢

φ٣ : ∃x١, x٢, x٣ (x١ ̸= x٢) ∧ (x١ ̸= x٣) ∧ (x٢ ̸= x٣)

...

φn : ∃x١, · · · , xn
∧

i̸=j(xi ̸= xj)

...

عنصر n حداقل ما، نظر مورد مدلِ جهان در که است این بیانگر φn جمله ی هر که کنید دقت .T = {φi | i ∈ N} دهید قرار

M پس است؛ عضو n دارای حداقل n طبیع̞ͬ عدد هر برای M آنگاه M |= T اگر آنگاه اگر که کنید دقت است. موجود

است. نامتناهͬ

ͷی قطعاً آنها از مدل هر که نوشتیم اصول از مجموعه ای یعنͬ کردیم؛ اصل بندی را نامتناهͬ مجموعه های بالا، مثال در

مدل، نظریه ی در مطالعه مورد موضوعات از ͬͺی آنهاست. از مدل ͷی نامتناهͬ مجموعه ی هر و است نامتناهͬ مجموعه ی

است. مختلف ساختارهای برای مناسب اصل بندی های یافتن

M |= T که طوری به نوشت T تئوری ͷی ͬ توان م آیا یعنͬ کرد؛ بندی اصل را متناهͬ مجموعه های توان مͬ آیا .١١١ مثال

دید). خواهیم آینده های درس در را آن پاسخ ولͬ کنید فکر سوال این (روی باشد؟ متناهͬ M اگروتنهااگر

M |= T اگر که بنویسید چنان را T تئوری است. دوموضعͬ رابطه ای نماد ͷیE آن در Lکه = {E} دهید قرار .١١٢ تمرین

آنگاه

دارد. عضو دو دقیقاً EM کلاس هر که باشد ارزی هم رابطه ͷی EM .١

دارد. عضوی n کلاس ͷی دقیقاً n ∈ N هر برای که باشد هم ارزی رابطه ی ͷی EM .٢

است. نامتناهͬ آن کلاس هر که باشد هم ارزی رابطه ی ͷی EM .٣

عضو ۵ دقیقاً دیͽری و است نامتناهͬ کلاس دو این از ͬͺی دارد، کلاس دو دقیقاً که باشد هم ارزی رابطه ی ͷی EM .۴

دارد.

.

تئوری ͷی بودن کامل ٠ . ١١ . ١

عمل و جمع عمل با K آن در که است (K,+, ·, ٠, ١) صورت به ساختاری میدان، از منظور که ͬ کنم م یادآوری جبر درس از

ساختارهای دارد. پخش پذیری ویژگͬ جمع به نسبت ضرب و ͬ دهد م آبلͬ گروه تشͺیل بͽذاریم) کنار را صفر که (وقتͬ ضرب
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متشͺل میدان Zp که کنید دقت .(Q,+, ·, ٠, ١) ،(R,+, ·, ٠, ١) ،(Zp,+, ·, ٠̄, ١̄) ،(C,+, ·, ٠, ١) هستند: میدان زیر

است میدانͬ جبری، بسته ی میدان ͷی از منظور است. متناهͬ میدان ͷی که ͬ دهد م نشان را p پیمانه ی در صحیح اعداد از

اعداد میدان در (اینکه است. جواب دارای میدان آن در ضرایب با چندجمله ای معادله ی هر آن در که مختلط، اعداد میدان مانند

که دارد نام جبر اساسͬ قضیه ی است،  میدان آن در ریشه هایش همه ی و ͬ شود م تجزیه ی کامل طور به چندجمله ای هر مختلط

در زیرا نیست جبری بسته ی حقیقͬ، اعداد میدان که کنید دقت فرابͽیرید). مختلط توابع یا جبر درسهای در ͬ توانید م را اثباتش

ندارد. جواب x٢ + ١ = ٠ معادله ی مانند معادله ای آن

است: زیر صورت به ٠ ی مشخصه با جبری بسته های میدان تئوری L = {+, ·, ٠, ١} زبانِ در یعنͬ ها، حلقه زبان در

سازد: مͬ آبلͬ گروه ͷی جمع عمل با نظر مورد فضای بͽوید که اصولͬ ‐١

∀x, y, z x+ (y + z) = (x+ y) + z

∀x, y x+ ٠ = ٠ + x = x

∀x∃y x+ y = ٠

∀x, y x+ y = y + x

سازد: مͬ آبلͬ گروه ͷی ضرب عمل با نظر مورد فضای بͽوید که اصولͬ ‐٢

∀x, y, z x · (y · z) = (x · y) · z

∀x, y x · y = y · x

∀x (x ̸= ٠→ ∃y x · y = ١)

∀x x · ١ = ١ · x = x

ضرب: با جمع ی رابطه ‐٣

∀x, y, z x · (y + z) = x · y + x · z

صفر: مشخصه ‐۴

١ + ١ ̸= ٠

١ + ١ + ١ ̸= ٠
...

١ + ١ + ١ + ·+ ١ ̸= ٠
...

هستند: متمایز عنصر دو ͷی و صفر اینکه ‐۵

١ ̸= ٠

بودن: جبری بسته ‐۶

∀a٠, a١ ∃xa٠ + a١x = ٠
...

∀a٠, · · · , an ∃xa٠ + a١x+ ·+ anx = ٠
...
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ACF یعنͬ ,+,C)؛ ·, ٠, ١) |= ACF ͬ گوید، م جبر اساسͬ قضیه ی که طور همان .٣٣ دهیم مͬ نشان ACF با را بالا تئوری

است این جا این در منطقͬ سوال ͷی است. آن برای مدلͬ آن، روی ضرب و جمع اعمال با مختلط اعداد که است تئوری ͷی

درسهای (و داده ایم توضیح بیشتر باره این در زیر در تواناست. مختلط اعداد ͬ های ویژگ بیان در اندازه ای چه تا ACF تئوریِ که

گفت). خواهیم باره دراین بیشتر هم باز آینده

دارد: وجود اصل بندیِ طبیعͬ ͷی Lساختار هر برای که کنید دقت

ͬ شود: م تعریف و داده نشان زیر صورت به M Lساختارِ کامل̞ تئوریِ باشد. ساختار Lͷی M کنید فرض .١١٣ تعریف

Th(M) = {φ|M |= φ}

اتفاقاتͬ همه ی دیͽر بیان به درستند؛ ساختار آن در که است جملاتͬ تمام̧ حاوی ساختار، ͷی کامل تئوریِ که کنید دقت

جمله L هر برای آنگاه باشد یLͷساختار کامل تئوری T اکر بنابراین شده اند. بیان تئوری این در ͬ دهند م رخ ساختار آن در که

نظر مورد Lساختار در آن نقیض̞ یا جمله آن خودِ یا جمله ای، هر برای زیرا است؛ طبیعͬ علت، φ¬؛ ∈ T یا φ ∈ T یا φ

است. درست

که گفتیم نیز C؛ |= Th(C) که است واضح .Th(C,+, ·, ٠, ١) بͽیرید: نظر در را مختلط اعداد کامل تئوری حال

تئوری دو این که ͬ کند م بیان مدل نظریه ی در قضیه ای تئوری هاست. این دوی هر برای مدلͬ مختلط، اعداد یعنͬ .C |= ACF

است). دیͽری از مدلͬ کدام، هر از مدلͬ هر (یعنͬ دارند یͺسانͬ مدلهای

مختلط، اعداد کامل تئوری از مدلͬ هر یعنͬ است؛ هم ارز مختلط، اعداد کامل̞ تئوریِ با ACF تئوری (رابینسون). ١١۴ قضیه

است. مختلط اعداد کامل تئوری از مدل ͷی ACF از مدلͬ هر و است ACF از مدل ͷی

درست نیز ACF از دیͽری مدل هر در باشد، درست مختلط اعداد در که جمله ای هر که است این بالا قضیه ی نتیجه ی

دیͽر بیان به است. نادرست نیز ACF از دیͽری مدل هر در باشد، نادرست مختلط اعداد درباره ی که جمله ای هر و است

ͬ کند. م اصل بندی کامل طور به را مختلط اعداد ACF

در درست جملات همه ی تعداد از آن اصول تعداد و است ͬͺکوچ نسبتاً مجموعه ی ACF اصولِ مجموعه ی که کنید دقت
٣۴ نوشت. الͽوریتم ͷی توسط ͬ توان م را اصول این مجموعه ی همچنین است. کمتر بسیار مختلط اعداد

N = طبیعͬ، اعداد ساختارِ هستند. کامل اصل بندی دارای ریاضیات دیͽر بخشهای کدام که است این طبیعͬ سوال ͷی

تئوری ͷی) نوشت طبیعͬ اعداد برای کامل تئوری ͷی توان مͬ آیا .T = Th(N) کنید فرض و بͽیرید نظر در را (N,+, ·)

اصول دستگاه مهمترین است. شده زیادی تلاشهای طبیعͬ اعداد اصل بندی برای کرد). تولید الͽوریتم ͷی توسط را آن بتوان که

L = {+, ·, ٠, s} زبانِ در را طبیعͬ اعداد ساختار پئانو اصول آورده ایم. را آنها زیر در که پئانوست، اصول طبیعͬ، اعداد برای

است. (x 7→ x+ ١) تالͬ تابع برای تابعͬ نماد ͷی s آن در که ͬ کند م اصل بندی

∀x s(x) ̸= ٠

∀x (x ̸= ٠→ ∃y x = s(y))

٣٣algebraically closed fields
صحبت بعداً باره  این در است. غلط جمله ای چه و است درست مختلط اعداد درباره ی جمله ای چه که بͽیرد تصمیم ͬ تواند م الͽوریتمͬ ٣۴چنین

کرد. خواهیم
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∀x x+ ٠ = x

∀x, y x+ s(y) = s(x+ y)

∀x x · ٠ = ٠

∀x, y x · s(y) = x · y + x

(φ فرمولِ هر (برای استقرا اصول شمای

∀w̄
(
φ(w̄, ٠) ∧ ∀x(φ(w̄, x)→ φ(w̄, s(x)))→ ∀x φ(w̄, x)

)
در صورت بدان اصل ͷی φ فرمول هر برای یعنͬ است. اصول از شمائͬ بلͺه نیست؛ اصل عدد ͷی آخر، مورد که کنید دقت

است. شده گرفته نظر

طبیعͬ اعداد در که ͬ شوند م پیدا جملاتͬ نیست. کاملͬ مجموعه ی طبیعͬ، اعداد برای پئانو اصول مجموعه ای متأسفانه

ببینید. را هرینگتون) و پاریس قضیه ی مثال (برای نیستند درست اصول این دیͽر مدلهای همه ی در ولͬ درستند

کنید. تحقیق هرینگتون و پاریس قضیه ی درباره ی .١١۵ پروژه

رسید. خواهیم تئوری ͷی بودن کامل از بهتری درک به آینده، درسهای در

ایزومرفیسم

تعمیمͬ دارای جبری مفاهیم بسیاری است. جبر بخصوص ریاضͬ دیͽری شاخه های مطالعه ی برای مناسبی بستر مدل نظریه ی

هستند. مدل نظریه ی در

کپی ͬͺی دقیقاً باشد، جبری بسته ی و باشد ٢ℵ٠ آن اندازه ی که دیͽری میدان هر که است این ACF مهم ̧ ͬ های ویژگ از ͬͺی

دارد. وجود اندازه آن با جبری بسته ی میدان ͷی تنها یعنͬ است؛ مختلط اعداد میدان از

پوشای و ͷبه ی ͷی تابع هرگاه است ایزومورف M با N گوییم مͬ باشند. ساختار L دو N و M کنید فرض .١١۶ تعریف

باشد: داشته را زیر های ویژگͬ که باشد موجود F :M → N

،F (cM) = cN باشیم داشته c ∈ Lثابت هر برای .١

،RM(a١, · · · , an)⇐⇒ RN(F (a١), · · · , F (an)) باشیم داشته R ∈ L هر و a١, · · · , an ∈M هر برای .٢

.fM(a١, · · · , an) = an+١ ⇐⇒ fN(F (a١), · · · , F (an)) = F (an+١) باشیم داشته f ∈ L تابع هر برای .٣

ͬ دهد. م رخ یͺسانͬ اتفاقهای ایزومرف، ساختار دو در که ͬ کند م بیان زیر لم

و باشد فرمول L ͷی φ(x١, · · · , xn) اگر صورت این در باشند. ایزومورف ساختار L دو N و M کنید فرض .١١٧ لم

آنگاه a١, · · · , an ∈M

M |= φ(a١, · · · , an)⇐⇒ N |= φ(F (a١), · · · , F (an))

کرد. خواهیم اثبات آینده جلسه ی در را بالا لم

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی امیر آقای از
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درستͬ مفهوم شروع و مدل نظریه ی ادامه ی دوازدهم، جلسه ی ٠ . ١٢

F :M → N مانند پوشایی و ͷبه ی ͷی نگاشت هرگاه ͬ خوانیم م ایزومرف M,Nرا Lساختارِ دو که ͬ کنم م یادآوری قبل جلسه ی از

باشیم داشته c ∈ Lثابت هر برای یعنͬ است؛ ساختار حافظ که باشد موجود

F (cM) = cN

باشیم داشته R ∈ L رابطه ی هر برای و

RM(a١, . . . , an) ⇐⇒ RN
(
F (a١), . . . , F (an)

)
باشیم داشته f ∈ L تابع̞ͬ هرنماد برای نیز و

F
(
fM(a١, . . . , an)

)
= fN

(
F (a١), . . . , F (an)

)

داریم a١, . . . , an ∈M چندتائ̞ͬ هر و t(x١, . . . , xn) ترم̧ هر برای آنگاه باشند، ایزومرف M,N اگر .١١٨ لم

F
(
tM١ (a١, . . . , an)

)
= tN١

(
F (a١), . . . , F (an)

)
.

متغیر های از ͬͺی t ترم اگر ͬ کنیم. م ثابت ترمها ساخت روی استقراء با ترمها) یͺتای خوانش به توجه (با را ادعا این اثبات.

پس .tM(a١, . . . , an) = ai آن گاه باشد xi

F
(
tM(a١, . . . , an)

)
= F (ai) = tN

(
F (a١), . . . , F (an)

)
.

آن گاه باشد c ثابت ͷی t ترم اگر

cM(a١, . . . , an) = cM
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ایزومرفیسم تعریف به بنا و

F (cM) = cN = cN
(
F (a١), . . . , F (an)

)
.

که بدانیم اگر یعنͬ باشد، درست t١, . . . , tn ترم های برای ما نظر مورد حͺم اگر

F
(
tMi (a١, . . . , an)

)
= tNi

(
F (a١), . . . , F (an)

)
,

که کنید فرض کنیم. ثابت g(t١, . . . , tn) صورتِ به ترمͬ برای را آن ͬ خواهیم م

t =

زبان در تابعͬ نماد ͷی
↑
g (t١(x١, . . . , xn), . . . , tn(x١, . . . , xn))

داریم: ترمها تعبیرِ تعریفِ طبق باشد. ترم ͷی

tM(a١, . . . , an) = gM
(
tM١ (a١, . . . , an), . . . , t

M
n (a١, . . . , an)

)
پس است ایزومرفیسم ͷی F

F
(
gM
(
tM١ (a١, . . . , an), . . . , t

M
n (a١, . . . , an)

))
= gN

(
F
(
tM١ (a١, . . . , an)

)
, . . . , F

(
tMn (a١, . . . , an)

))
=

gN

(
tN١

(
F (a١), . . . , F (an)

)
, . . . , tNn

(
F (a١), . . . , F (an)

))
= tN

(
F (a١), . . . , F (an)

)
.

M عناصر از a١, . . . , an چندتایی هر برای و φ(x١, . . . , xn) فرمولِ هر برای آن گاه باشند ایزومرف M,N اگر .١١٩ لم

داریم

M |= φ(a١, . . . , an) ⇐⇒ N |= φ
(
F (a١), . . . , F (an)

)
t١(x١, . . . , xn) = t٢(x١, . . . , xn)صورت φبه فرمولِ کنید فرض ͬ کنیم. م فرمولφثابت ساخت روی استقراء با را قضیه اثبات.

کنید فرض باشد.

M |= t١(a١, . . . , an) = t٢(a١, . . . , an)

داریم صورت این در

tM١ (a١, . . . , an) = tM٢ (a١, . . . , an).

که دهیم نشان ͬ خواهیم م

N |= t١

(
F (a١), . . . , F (an)

)
= t٢

(
F (a١), . . . , F (an)

)
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که دهیم نشان ͬ خواهیم م یعنͬ

tN١

(
F (a١), . . . , F (an)

)
= tN٢

(
F (a١), . . . , F (an)

)
.

که این از

tM١ (a١, . . . , an) = tM٢ (a١, . . . , an).

که ͬ گیریم م نتیجه است تابع ͷی F :M → N اینکه و

F
(
tM١ (a١, . . . , an)

)
= F

(
tM٢ (a١, . . . , an)

)
که کردیم ثابت قبلͬ لم در

F
(
tM١ (a١, . . . , an)

)
= tN١

(
F (a١), . . . , F (an)

)
F
(
tM٢ (a١, . . . , an)

)
= tN٢

(
F (a١), . . . , F (an)

)
ͬ رسد. م پایان به حالت این در قضیه اثبات پس

ͬ کنم. م واگذار تمرین کلاس به را قضیه این اثبات تکمیل

ͷی M ͬ گوییم م .M ⊆ N و باشد Lساختار ͷی نیز M کنید فرض باشد. Lساختار ͷی N کنید فرض .١٢٠ تعریف

یعنͬ باشند؛ N ثوابت و توابع روابط، تحدید M در ثوابت و توابع روابط، هرگاه است N از زیرساختار

cM = cN

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M هر برای و

RM(a١, . . . , an) ⇐⇒ RN(a١, . . . , an)

دیͽر بیان به

RM = RN|M

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M هر برای و

fM(a١, . . . , an) = an+١ ⇐⇒ fN(a١, . . . , an) = an+١

دیͽر بیان به

fM = fN|M

.١٢١ تمرین
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این (خودتان
∩

Ni دهید نشان باشد. N زیرساختارهای از خانواده ای {Ni}i∈I و باشد یLͷساختار N کنید فرض .١

است. N از زیرساختار ͷی کنید) معرفͬ را آن در زبان تعابیر و آن جهان یعنͬ کنید، معنͬ را ساختار

تولید زیرساختار هستند، S شامل که N زیرساختارهای همه ی اشتراک  به باشد دلخواه مجموعه ی ͷی S ⊆ N اگر .٢

است زیر صورت به ⟨S⟩N جهانِ که دهید نشان ͬ دهند. م نشان ⟨S⟩N با را آن و ͬ شود م گفته S توسط شده

⟨S⟩N = {tN(a١, . . . , an)|a١, . . . , an ∈ S و است یLͷترم t}

است: زیر صورت به a عنصر توسط شده تولید گروه آنگاه .a, b ∈ G و باشد گروه ͷی G که کنید فرض .١٢٢ مثال

⟨a⟩G = {an|n ∈ Z}

است: زیر صورت به a, b عناصرِِ توسط شده تولید گروه و

⟨a, b⟩G = {anbm|m,n ∈ Z}

است: زیر صورت به a توسط شده تولید برداری فضای آنگاه a, b ∈ K و باشد برداری فضای ͷی K اگر .١٢٣ مثال

⟨a⟩K = {na|n ∈ Z}

است: زیر صورت به a, b توسط شده تولید برداری فضای

⟨a, b⟩K = {ma+ nb|m,n,∈ Z}

کرد؟ اصلبندی ͬ توان م زبانͬ چه در را حقیقͬ اعداد میدان روی برداری فضای ͷی شما نظر به

داریم L زبانِ در ϕ جمله ی هر برای آنگاه باشند، ایزومرف Lساختارِ دو M,N اگر که ͬ شود م نتیجه ١١٩ لم̧ از .١٢۴ تمرین

M |= ϕ⇔ N |= ϕ.

متناهͬ جهانهای با Lساختار دو M,N اگر یعنͬ است. درست متناهͬ ساختارهای L برای گفته این عکس̞ که دهید نشان

داریم ϕ Lجمله ی هر برای که بدانیم و باشند

M |= ϕ⇔ N |= ϕ.

است. ایزومرف N با M آنگاه

ͬ گوییم م اتومرفیسم ͷی F :M →M پوشای و ͷی به ͷی نگاشتِ به باشد. ساختار L ͷی M که کنید فرض .١٢۵ تمرین

تعداد که دهید نشان باشد. متناهͬ جهانͬ با Lساختار ͷی M که کنید فرض باشد. خودش و M میان ایزومرفیسم ͷی هرگاه
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با است برابر هستند M جهانِ دارای که M با ایزومرف Lساختارهای

Mشتهایͽجای تعداد
M اتومرفیسمهای تعداد

.١٢۶ تمرین

.(N,≤) ̸|= ϕ ولͬ (Q,≤) |= ϕ که بزنید مثال L = {≤} زبان در ϕ جمله ی ͷی •

ͬ توانند م ساختار دو این آیا .(C,+, .) |= ϕ اما (R,+, .) ̸|= ϕ که بزنید مثال L = {+, ·} زبانِ در ϕ جمله ی ͷی •

باشند؟ ایزومرف هم با

.١٢٧ تمرین

a, b ∈ R هر برای ،R = (R,+, ·, ٠, ١) ساختارِ در که طوری به بزنید مثال L = {+, ·, ٠, ١} زبانِ در فرمول ͷی •

باشیم داشته

R |= ϕ(a, b)⇔ a ≤ b.

است، قضیه ͷی صورتِ و نیست آسان تمرین (این کنید جایͽزین Z = (Z,+, ·, ٠, ١) با را R ساختارِ بالا، تمرین در •

کنید.) کار کمͬ آن روی که است خوب حال این با

.١٢٨ تمرین

داشته a, b ∈ N هر برای N = (N,+, ·) ساختارِ در که طوری به بنویسید، L = {+, ·} زبانِ در ϕ نام به فرمولͬ •

باشیم

N |= ϕ(a, b)⇔ b = a+ ١

که طوری به بنویسید، فرمولͬ بالا، شرطهای همان با •

N |= ϕ(a, b)⇔ a < b.

صورت (در که بنویسید ϕ مانند فرمولͬ است، موضعͬ دو تابع ͷی برای نمادی f آن در که L = {f} زبانِ در .١٢٩ تمرین

باشد. نامتناهͬ M اگروتنهااگر M |= ϕ باشیم داشته M Lساختارِ هر برای انتخاب) اصل پذیرش

درستͬ ٠ . ١٢ . ١

ͷی بودن درست شدیم. آشنا متغیرها از ارزیابی ͷی تحت ساختار ͷی در فرمول ͷی بودن درست مفهوم با گذشته درسهای در

ͬ نوشتیم: م بود، درست β ارزیابی̞ با M ساختارِ در ϕ فرمولِ وقتͬ داشت. بستگͬ آن متغیرهای ارزیابی به ساختار، ͷی در فرمول

اگر دارد، بستگͬ آن آزاد متغیرهای به تنها فرمول درستͬ که آنجا از که گفتیم و کردیم ساده تر بعداً را نمادها نیز .M |= ϕ[β]

.M |= ϕ(a١, . . . , an) ͬ نویسیم م M |= ϕ[β] جای به آنگاه β(xi) = ai که بدانیم و باشد فرمول ͷی ϕ(x١, . . . , xn)
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مقادیر) با متغیرها جایͽذاری به (یا ارزیابی نگاشتهای به آن درستͬ آنگاه باشد، نداشته آزادی متغیر هیچ ϕ اگر که گفتیم نیز

ندارد. بستگͬ

متغیرِ برای که ارزیابی ای هر با و ساختاری L هر در فرمول، این بͽیرید. نظر (L دلخواه˼ زبانِ ͷی (در در را x = x فرمولِ

ͬ خوانیم. م درست همواره را فرمولͬ چنین است. درست باشیم، داشته آن

β : {v٠, . . .} →M تعبیرِ تابع̧ هر ازای به و M Lساختارِ هر برای هرگاه ͬ نامیم م همواره درست را φ Lفرمول .١٣٠ تعریف

باشیم داشته

M |= φ[β]

هرگاه است درست همواره φ(x١, . . . , xn) کرد: بیان صورت بدین ͬ توان م شده ساده سازی نمادهای با را بالا تعریف

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M چندتایی هر و M Lساختارِ هر برای

M |= φ(a١, . . . , an)

درست همواره ∀x١, . . . , xn φ(x١, . . . , xn) جمله ی هرگاه است درست همواره φ(x١, . . . , xn) فرمول دیͽر بیان به

باشیم: داشته M Lساختارِ هر در یعنͬ باشد؛

M |= ∀x١, . . . , xn φ(x١, . . . , xn).

جمله ی که ͬ کنم م ادعا بͽیرید. نظر در را رو پیش مثال باشید داشته درست همواره فرمولهای به نسبت بهتری درک که این برای

است: درست همواره زیر

دارند. کلاه همه باشد، داشته کلاه او اگر که هست نفر ͷی انسانͬ جامعه ی هر در

ͷی M کنید فرض کنیم. بررسͬ دلخواهͬ جامعه ی هر در را آن بودن درست باید فرمول، این بودن درست بررسͬ برای

اگر ندارد. کلاه که هست نفر ͷی حداقل یا دارند، کلاه همه یا نیست: خارج حالت دو از آنجا در باشد. دلخواه انسانͬ جامعه ی

جمله ی هم باز باشد نداشته کلاه علͬ) نام به (مثلا نفر ͷی اگر است. درست جامعه آن در بالا جمله ی باشند، داشته کلاه همه

ͬ داشتند! م کلاه همه ͬ داشت م کلاه علͬ اگر مقدم، انتقای به چون، است. درست بالا

دهید قرار کنیم. فرمولبندی مناسب زبان ͷی در را بالا جمله ی بیایید

L = {
Hat
↑
H (x)}

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به بالا جمله ی دارد. کلاه x که باشد معنͬ این به است قرار H(x) موضع̞ͬ تک محمول̞ͬ نماد

∃x (H(x)→ ∀y H(y)).

مجموعه ی ما، جهان کنید فرض است. درست باشیم Hداشته از که «برداشتͬ» هر با و ساختاری هر در بالا جمله ی که کنید دقت

بالا جمله ی معنای صورت، آن در است. شده علامت گذاری گوسفندی که باشد این بیانگر H(x) و باشند گله ͷی گوسفندان
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علامت گذاری گوسفندان همه  ی باشد، شده علامت گذاری او اگر که ͬ شود م پیدا گوسفند ͷی که است این ما گوسفند گله ی در

شده  اند.

است! درست آنها همه ی در ولͬ باشد داشته متفاوت «معانͬ» ͬ تواند م مختلف جهان در ما، نظر مورد جمله ی که کنید دقت

شما به مجموعه ها درباره ی قضیه ای ریاضͬ در من وقتͬ است. همین ریاضیات برای صورتگرائͬ روش انتخاب علل از ͬͺی

من اگر که شده اند طراحͬ گونه ای به استدلال روشهای ولͬ دارد؛ وجود مجموعه  از تصوری چه شما ذهن در ͬ دانم نم ͬ گویم، م

تجسم های افراد، که این از فارغ ͬ آید؛  م در درست کسͬ هر ذهنͬ تصور با جمله آن کنم، «اثبات» مجموعه ها درباره ی چیزی

باشند. داشته ͬ توانند م حقیقت ͷی از متفاوتͬ

باشد، داشته را علائم حداقل که زبان ͷی داشتن فرمول، ͷی بودن درست همواره تعریف برای که کرده ایم بررسͬ زیر لم در

است. کافͬ

همواره هم یKͷفرمول عنوان به φ آن گاه باشد ٣۵ درست همواره φ Lفرمولِ اگر باشند. زبان دو L ⊆ K کنید فرض .١٣١ لم

است. درست

باشد. درست Lساختار هر در φ(x١, . . . , xn) Lفرمولِ کنید فرض اثبات.

کنید فرض باشد. Kساختار ͷی N کنید فرض است. درست نیز Kساختار هر در φ(x١, . . . , xn) اینکه اثبات هدف.

آنگاه است.) (N,+, ·) از تحدیدی (N,+) (مثال. ͬ آید. م دست به L زبان به N تحدید از که باشد ساختاری M

M |= ∀x١, . . . , xn φ(x١, . . . , xn)

داریم M = N که آنجا از

N |= ∀x١, . . . , xn φ(x١, . . . , xn)

نگنجانده ایم: را زبان زیر نمادگذاری در ندارد، چندانͬ بستگͬ زبان به بودن درست همواره که آنجا از

ͬ نویسیم م باشد، درست همواره φ Lفرمولِ اگر .١٣٢ نمادگذاری

|= φ.

باشیم داشته M Lساختارِ هر برای اگر دهید نشان (اردشیر). ١٣٣ تمرین

M |= φ⇒M |= ψ

آنگاه

|= φ⇒|= ψ

٣۵logically valid
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M |= φ اگر M ساختارِ هر برای که ͬ شود نم نتیجه |= φ ⇒|= ψ از یعنͬ نیست؛ درست گفته این عکس که دهید نشان

.|= (φ→ ψ) که گرفت ͬ توان نم نتیجه |= φ⇒|= ψ از دیͽر بیان به .M |= ψ آن گاه

ͬ شوند. م ناشͬ گزاره ها منطق تاتولوژیهای از درست، همواره فرمولهای از برخͬ

تاتولوژی ͷی f(p١, . . . , pn) که باشد f(ψ١, . . . , ψn)صورت φبه فرمول هرگاه ͬ نامیم م تاتولوژی φرا فرمول .١٣۴ تعریف

باشند. اول مرتبه ی فرمولهای ψ١, . . . , ψn و باشد گزاره ها منطق در

مثال برای
..١ φ ∧ (φ→ ψ)→ ψ

است. آمده دست به گزاره ها منطق در زیر تاتولوژی از که است اول مرتبه ی منطق در تاتولوژی ͷی

(
p ∧ (p→ q)→ q

)
است. اول مرتبه ی درمنطق تاتولوژی ͷی زیر فرمول همچنین

..٢ φ ∨ ¬φ.

اثبات نظریه ی شروع و درستͬ ادامه ی سیزدهم جلسه ٠ . ١٣

نگاشت هر برای و M Lساختار هر ازای به هرگاه خوانیم مͬ همواره درست را φ Lفرمول که ͬ کنم م یادآوری قبل جلسه ی از

برای هرگاه است درست همواره φ(x١, . . . , xn) فرمول دیͽر بیان به .M |= φ[β] باشیم داشته β : var → M ارزیابی

فرمول دیͽر بیان به نیز .M |= φ(a١, . . . , an) باشیم داشته a١, . . . , an ∈ M چندتایی هر برای و M Lساختار هر

باشد. درست Lساختاری هر در ∀x١, . . . , xn φ(x١, . . . , xn) جمله ی هرگاه است درست همواره φ(x١, . . . , xn)

f(p١, . . . , pn) آن در که باشد f(ψ١, . . . , ψn)صورت به هرگاه ͬ نامیم م تاتولوژی ͷی Lفرمولφرا (تاتولوژی). ١٣۵ تعریف

هستند. Lفرمول ،ͬͽهم ψ١, . . . , ψn و است گزاره ها منطق در تاتولوژی ͷی

هر ͬ توانند م ϕ, ψ ) هستند تاتولوژی (¬φ → ψ) ∧ (φ → ψ) → ψ یا φ ∨ (¬φ) صورت به فرمول هایی .١٣۶ مثال

باشند). اولͬ مرتبه ی فرمول

هستند. درست همواره ها تاتولوژی .١٣٧ لم

اثبات هدفمان .a١, . . . , an ∈M کنید فرض باشند. یLͷساختار M و تاتولوژی ͷی f(φ١, . . . , φn) کنید فرض اثبات.

که است این

M |= f(φ١(a١, . . . , an), . . . , φn(a١, . . . , an)).

نظر در آن در رفته کار به اتمͬ های گزاره برای را زیر ارزیابی است؛ تاتولوژی ͷی گزاره ها منطق در f(p١, . . . , pn) فرمول

بͽیرید.

v(pi) = ١⇔M |= φi(a١, . . . , an)

۵۴



فرمول یعنͬ دقیقاً این و ,v(f(p١؛ . . . , pn)) = ١ داریم است گزار ها) منطق (در تاتولوژی f(p١, . . . , pn) فرمول که آنجا از

است. درست M در f(ϕ١(a١, . . . , an), . . . , ϕn(a١, . . . , an))

در نقشͬ زبانْ که کردیم ثابت قبل جلسه ی در باشد. درست همواره φ فرمول هرگاه ،|= φ ͬ نویسیم م .١٣٨ نمادگذاری

آن نوشتن برای لازم علائم حداقل که بͽیریم نظر در زبانͬ در را نظر مورد فرمول است کافͬ (یعنͬ ͬ کند نم بازی بالا نمادگذاری

باشد). داشته را فرمول

فرمولهای به رسیدن برای دیͽر روش چند با زیر در هستند. درست همواره فرمولهای از مصداقͬ تاتولوژی ها که گفتیم

ͬ شویم. م آشنا درست همواره

درستند. همواره زبانͬ هر در زیر جمله های تساوی). (اصول ١٣٩ لم

∀x x ⊜ x

∀x, y x ⊜ y → y ⊜ x

∀x, y, z x ⊜ y ∧ y ⊜ z → x ⊜ z

∀x١, . . . , xn ∀y١, . . . , yn (x١ = y١, . . . , xn = yn → R(x١, . . . , xn)⇔ R(y١, . . . , yn))

(n موضع تعداد هر و R ∈ L رابطه هر (برای

∀x١, . . . , xn ∀y١, . . . , yn (x١ = y١, . . . , xn = yn → f(x١, . . . , xn) = f(y١, . . . , yn))

( f موضع تعداد هر و f ∈ L تابعͬ نماد هر (برای

در t ترم̧ به نسبت x متغیرِ که این شرط به آنگاه، باشند. ترم ͷی t و یLͷفرمول φ کنید فرض وجودی). سور (لم ١۴٠ لم

است. درست همواره زیر فرمول باشد، آزاد φ فرمولِ

φ
t

x
→ ∃xφ

اگر مثال برای است. لازم بالا لم برای φ فرمول در t به نسبت x بودن آزاد شرط .١۴١ توجه

φ(x) = ∀y y = x

آنگاه t = y و

φ
y

x
: ∀y y = y

و

∃xφ : ∃x∀y y = x
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ͬ شود. نم نتیجه اول فرمول از دوم فرمول که است واضح

بسازید. t به نسبت x نبودن آزاد صورت در بالا لم درستͬ عدم برای دیͽر مثال چند .١۴٢ تمرین

که است این اثباتِ هدفمان باشند. M در متغیرها تعبیر تابع ͷی β و ساختار Lͷی M کنید فرض اثبات.

M |= (φ
t

x
→ ∀xφ)[β]

آنگاه M |= φ t
x
[β] اگر که دهیم نشان است کافͬ بالا عبارت اثبات برای ساختار، ͷی در فرمول ͷی درستͬ تعریفِ طبق

.M |= φ[β tM[β]
x

] که ͬ شود م نتیجه M |= φ t
x
[β] از که ͬ دانیم م ایم کرده ثابت قبل جلسات در آنچه بنابر .M |= ∃xφ[β]

نتیجه M |= φ[β tM[β]
x

] از که است واضح باشد.) آزاد φ در t به نسبت x که بود درست صورتͬ در قضیه این که کنید (توجه

ͬ کند). م برآورده ما برای را نظر مورد فرمول که است M در عنصری a = tM[β] (زیرا .M |= ∃xφ که شود مͬ

است. درست همواره ψ آنگاه باشند درست همواره هردو φ→ ψ و φ فرمولهای اگر استثنائͬ). (قیاس ١۴٣ لم

متغیرها تعبیر تابع ͷی β و ساختار L ͷی M کنید فرض باشند. درست همواره فرمولهایی ϕ, ϕ → ψ کنید فرض اثبات.

.M |= ψ[β] که است این اثبات هدفمان باشند.

.M |= ψ[β] پس M |= φ→ ψ[β],M |= φ[β] داریم هستند درست همواره φ→ ψ و φ که آنجا از

زیر فرمول آنگاه نباشد، ψ آزادِ متغیرهای جزو x و باشد درست همواره φ → ψ فرمول اگر وجودی) سور (معرفͬ .١۴۴ لم

است: درست همواره

∃xφ→ ψ

شود، نتیجه ψ فرمولِ بودن درست x آزادِ متغیر با ϕ فرمولِ بودن درست از اگر برسد: نظر به عجیب کمͬ شاید بالا لم

صورت به را x متغیرِ ψ فرمولِ اگر (البته ͬ شود م نتیجه ψ فرمولِ درستͬ مصداق، ͷی در تنها ϕ فرمولِ بودن درست از آنگاه

فرض دارد. کلاه مینا کند؛ مͬ غیبت x شما کلاس در بͽیرید: نظر در بالا لم بهتر فهم برای را زیر جمله ی باشد). نداشته آزاد

کس هر x پس باشد، درست همواره بالا فرمول اگر دارد. کلاه ←مینا کند غیبت x اگر باشد: درست همواره گزاره این کنید

غیبت که نفر ͷی وجود بنابراین است. درست متغیرها از ارزیابی ای هر با فرمول این یعنͬ است؛ درست بالا فرمول باشد، که

است. کافͬ مینا داشتن کلاه برای کند،

دهید. ارائه بالا لم درستͬ برای ریاضͬ مثال چند .١۴۵ تمرین

فرمول بودن درست همواره از مثال برای است. لازم ψ در x نبودنِ آزاد شرط بالا لم در .١۴۶ توجه

x < ١ + ١→ x < ١ + ١ + ١

فرمولِ بودن درست همواره مرتب، حلقه های زبان در

(∃x x < ٢)→ x < ٣

ͬ شود. نم نتیجه
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و ساختار Lͷی M اگر حͺم: .x /∈ Fv(ψ) و است درست همواره φ → ψ فرمول فرض: وجودی. سور معرفͬ لم اثبات

درستͬ تعریفِ طبق .M |= ∃xφ[β] کنید فرض .M |= (∃xφ → ψ)[β] که این اثبات متغیرهاباشند؛ ارزیابی تابع ͷی β

درست همواره φ → ψ فرمول که ͬ دانیم م .M |= φ[β a
x
] داریم a ∈ M مشخص عنصر ͷی برای ساختارها، در فرمولها

.M |= ψ[β] که ͬ شود م نتیجه M |= φ[β a
x
] از بنابراین .M |= (φ→ ψ)[β a

x
] پس است؛

بودن درست (همواره نیست درست همواره کدام و است درست همواره زیر فرمولهای از ͷی کدام کنید بررسͬ .١۴٧ تمرین

بیاورید). مثال نبودن درست همواره برای و کنید بررسͬ مدلها در را

∃xA ∧ ∃xB → ∃x A ∧B .١

∃x A ∧B → ∃xA ∧ ∃xB .٢

x /∈ Fv(B) که صورتͬ در ∃xA ∧ ∃xB → ∃x(A ∧B) .٣

∀xA ∧ ∀xB → ∀x(A ∧B) .۴

∀x(A ∧B)→ ∀xA ∧ ∀xB .۵

x /∈ Fv(B) که صورتͬ در ∀x(A ∧B)→ ∀xA ∧ ∀xB .۶

باشد فرمول ͷی φ اگر یعنͬ دارد. پیشوندی نرمال صورت در معادلͬ φ اول مرتبه فرمول هر که دهید نشان .١۴٨ تمرین

است. درست همواره φ↔ ψ که طوری به شود مͬ پیدا زیر صورت به ψ فرمول

ψ : Q١Q٢ . . . Qnχ

آن در که

Qi ∈ {∀x,∃x}

است. سور بدون χ فرمول و

اثبات نظریه ی ٠ . ١٣ . ١

است». درست ساختارها همه ی در φ «فرمول یعنͬ عبارت این کردیم. تعریف را |= φ عبارت قبل، جلسه ی و جلسه این در

را ⊢ φ عبارتِ درس ادامه ی در است. مدل) نظریه ی جزو خاص طور به (و معناشناسͬ مبحث جزو فرمولها، درستͬ بررسͬ

نیاز فرمول، ͷی اثبات برای که کنید دقت است. «اثبات پذیر» φ فرمولِ که باشد این بیانگر است قرار که کرد خواهیم تعریف

برسیم. فرمول آن به استدلال، برای استانداری روشهای با است کافͬ بلͺه داشت، نخواهیم مختلف مدلهای در آن بررسͬ به

شده، داده فرمول ͷی یعنͬ معادلند؛ هم با |= φ و ⊢ φ ͬ گوید م که بود خواهد تمامیت قضیه ی اثبات ما، برای مهمتر همه از

بیان را اثبات نظریه ی و مدل نظریه ی بین ارتباط است قرار تمامیت قضیه ی واقع در باشد. اثبات قابل اگروتنهااگر است درست

و درستͬ قضیه ی به بنا ͬ شود. م ختم خاصͬ فرمول به که است، معنͬ گرفتن نظر در بدون فرمولها از دنباله ͷی اثبات˂ کند.

برایش باید دهد رخ مدلها همه ی در فرمولͬ اگر و ͬ دهد، م رخ مدلها همه ی در بیاید دست به اثبات ͷی از که فرمولͬ تمامیت،

شود. پیدا اثبات
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طبیعͬ استنتاج دستگاه به آینده درسهای در سپس و کرد خواهیم معرفͬ هیلبرت استنتاج̞ͬ دستگاه در نخست را اثبات پذیری

پرداخت. خواهیم نیز (گنتزن)

قابل هیلبرت دستگاه در φ فرمول هرگاه ⊢L φ نویسیم مͬ و است اثبات پذیر L زبان در φ فرمول گوییم مͬ .١۴٩ تعریف

دهد: رخ زیر اتفاقات از ͬͺی یعنͬ باشد. اثبات

باشد. تاتولوژی ͷی φ .١

باشد. تساوی اصول از ͬͺی φ .٢

φ : (ψ t
x
→ ∃xψ) یعنͬ باشد وجودی سور لم از مصداق ͷی φ .٣

یعنͬ دیͽر بیان به شود؛ نتیجه ψ و φ→ ψ قبلا́ ثابت شده ی فرمولِ دو از از استثنائͬ قیاس از استفاده با φ .۴

⊢ ψ ⊢ ψ → φ

⊢ φ
(MP )

∃ψ → χ صورتِ به ϕ فرمولِ یعنͬ شود. نتیجه ψ → χ قبلا́ثابت شده ی فرمولِ از وجودی سور معرفͬ لم توسط φ .۵

است: آمده دست به زیر صورت به که باشد

⊢ ψ → χ , x /∈ Fv(χ)
⊢ ∃xψ → χ

۵ تا ١ قوانین توسط ها ψi و ψn = φ که طوری به است، موجود ψ١ . . . ψn دنباله ͷی یعنͬ ⊢L φ ͬ نویسیم م  ͬ وقت درواقع

شده اند. ایجاد

جلسه، این جزوه ی بارگذاری در تأخیرم علت ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی» «امیر آقای از

بود. کوتاه دوره ی  ͷی در حضور برای تهران به سفر

تمامیت قضیه ی بیان و اثبات پذیری چهاردهم، جلسه ی ١۴ . ٠

φ هرگاه است) درست همواره φ (بخوانید |= φ ͬ نویسیم م کردیم. تعریف را درستͬ مفهوم قبل جلسات در .١۵٠ یادآوری

هرگاه یعنͬ باشد؛ درست Lساختارها تمام در

∀M ∀a١, . . . , an ∈M M |= φ(a١, . . . , an)

کردیم. صحبت زیر موارد درباره ی نیز

اگر مثال برای درستند؛ همواره تاتولوژی ها .١

(p ∨ ¬p)
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فرمولِ آنگاه باشند، اول مرتبه ی فرمول ͷی ϕ و گزاره ها منطق در تاتولوژی ͷی

φ ∨ ¬φ

است. درست همواره

وجودی) سور (لم .٢

|=
(
φ
t

x
→ ∃x φ

)
باشد.) آزاد φ در t به نسبت x که صورتͬ (در

.|= ∃x φ→ ψ آنگاه x /∈ FV (ψ) و |= φ→ ψ اگر وجودی) سور معرفͬ (لم .٣

|= φ→ ψ

|= ∃x φ→ ψ
x /∈ F ∨ (ψ)

تساوی رابطه ی به مربوط فرمولهای .۴

استثنائͬ. قیاس .۵

نیست. درست همواره زیر فرمول که دهید نشان .١۵١ مثال

∃xA ∧ ∃xB → ∃x (A ∧B)

باشد. زیر صورت به یLͷساختار M کنید فرض باشند. موضعͬ تک محمول دو B,A و L = {A,B} کنید فرض اثبات.

M جهان =M = {١, ٢, ٣, ۴}

A رابطه ی تعبیر : AM = {١, ٢}

B رابطه ی تعبیر : BM = {٣, ۴}

.M ̸|= ∃x (A ∧B) ولͬ M |= ∃x B و M |= ∃x A داریم:

آنگاه x /∈ FV (B) اگر .١۵٢ توجه

|= ∃x A ∧ ∃x B ⇐⇒ ∃x (A ∧B)

باید |= ϕ دادنِ رخ برای که کنید دقت کرده ایم. یادآوری زیر در نیز را آن که پرداختیم ⊢ φ تعریفِ به |= φ تعریفِ از پس

باشد. درست ϕ فرمولِ ها Lساختار تک تک در

دهد: رخ زیر اتفاقات از ͬͺی هرگاه ⊢L φ ͬ نویسیم م و است اثبات پذیر φ فرمول ͬ گوییم م .١۵٣ تعریف
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باشد. تساوی اصول از ͬͺی φ .١

باشد. تاتولوژی ͷی φ .٢

باشد: زیر صورت به φ دیͽر بیان به باشد؛ وجودی سور لم از مصداق ͷی φ .٣

باشد.) آزاد ψ در t به نسبت x)ψ t
x
→ ∃x ψ

یعنͬ باشد. آمده دست به χ : ψ → φ و ψ قبلا́ثابت شده ی فرمولِ دو از ٣۶ استثنائͬ قیاس از استفاده با φ .۴

⊢ ψ ⊢ (ψ → φ)

⊢ φ

∃x ψ → χصورت به ϕ یعنͬ باشد؛ آمده دست به قبلا́ثابت شده فرمول ͷی از وجودی سور معرفͬ لم از استفاده با φ .۵

نباشد. آزاد χ در x و باشد شده ثابت قبلا́ ψ → χ و باشد

⊢ ψ → χ

⊢ ∃x ψ → χ
x /∈ F ∨ (χ)

جملات از ψ١ψ٢ . . . ψn متناه̞ͬ دنباله ی ͷی هرگاه است اثبات پذیر φ فرمول ͬ گوییم م اثبات پذیری). دقیق (بیان ١۵۴ تعریف

شده اند. ایجاد ۵ تا ١ قواعدِ مطابق ψiها و ψn = φ که طوری به باشد داشته وجود

طول و هستند متناهͬ اثبات، قواعد که کنید دقت ͬ شود. م نامیده ϕ فرمولِ برای اثبات ͷی ψ١, . . . , ψn دنباله ی واقع در

اثبات واقع در نداریم. معانͬ به توجه به نیازی ͬ نویسیم، م فرمول ͷی برای اثبات ͷی وقتͬ است. متناهͬ همواره نیز اثبات ͷی

ͬ رود. م پیش بالا قواعد دانستن با که است ماشینͬ کاملا́ فرایند ͷی

ͬ نامیم. م هیلبرت استنتاجͬ دستگاه را بالا اصول مجموعه ی .١۵۵ توجه

درباره ی حͺم˂ که ͬ شویم م جهانͬ وارد حͺم، ͷی اثبات برای گاهͬ که برخورده اید این به خود ریاضیاتͬ تجربه ی در احتمالا˟

گروهͬ هر در که کنید اثبات که بͽویند ما به اگر مثال، برای ͬ کنیم. م بررسͬ جهان آن در را آن حͺم درستͬ و است شده صادر آن

حالت، در این در ͬ پردازیم. م حͺم این درستͬ بررسͬ به گروه آن در و ͬ شویم م گروه ͷی وارد ابتدا یͺتاست،  عنصر هر وارون

نظریه ی اصول از استفاده با تنها و خاصͬ گروه هیچ گرفتن نظر در بدون ͬ توان م را حͺم همین اما کرده ایم. ثابت را |= ϕ واقع

در ͬ رساند. م حͺم به را ما نتیجه گیری متناهͬ تعدادی بشویم خاصͬ گروه وارد که این بدون صورت این در کرد. ثابت گروهها

هم با «اثبات پذیری» و «درستͬ» آن در که است آن اول مرتبه ی منطق ͬ های ویژگ مهمترین از ͬͺی کرده ایم. استفاده ⊢ از اینجا

که کرد خواهیم ثابت آینده جلسات در دیͽر بیان به بود. خواهد ما آینده ی جلسات درس هدف گفته، این اثبات معادلند.

⊢ φ ⇐⇒ |= φ

٣۶MP(Modus ponens)
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که اصولͬ زیرا است؛ آسان بالا عبارت راست به چپ اثبات کنید دقت دارد. نام ٣٧ گودل تمامیت و درستͬ قضیه ی بالا عبارت

ͬ کنند. م ایجاد درست همواره فرمولͬ مرحله ای هر در و هستند درست» «همواره همه ͬ کنیم م استفاده اثبات در آنها از

درست جمله ای اگر که بدهیم نشان باید کار این برای دارد. نام تمامیت قضیه ی که است، چپ به راست اثباتِ مشͺل˂ اما

دارد. وجود اثباتͬ آن برای قطعاً باشد، 

. ̸|= φ آنگاه ̸⊢ φ اگر که کنیم ثابت است کافͬ منظور این برای .⊢ φ آنگاه |= φ اگر که دهیم نشان ͬ خواهیم م واقع در

آنگاه ̸⊢ ¬φ که ͬ کنیم م ثابت بالا عبارت جای به است کافͬ کنیم، ثابت فرمولها تمام برای را بالا حͺم است قرار که آنجا از

.M |= φ که طوری به است موجود M یLͷساختار آنگاه ̸⊢ ¬φ اگر که کنیم ثابت باید دیͽر بیان به . ̸|= ¬φ

φ دارد؛یعنͬ مدل φ آنگاه ̸⊢ ¬φ اگر که دهیم نشان است کافͬ تمامیت قضیه ی اثبات برای بحث). (خلاصه ی ١۵۶ خلاصه

دیͽر: بیان به است؛ درست M یLͷساختارِ در حداقل

̸⊢ ¬φ⇒ ∃M M |= φ

هرگاه دیͽر بیان به نشود؛ اثبات آن نقیض̞ هرگاه نیست) متناقض (یا است سازگار φ فرمولِ ͬ گوییم م .١۵٧ تعریف

̸⊢ ¬φ.

شود: اثبات زیر عبارت است کافͬ تمامیت قضیه ی اثبات برای

دیͽر: بیان به است. مدل دارای سازگار فرمول هر

∃M M |= φ ⇐ ̸⊢ ¬φ

شود. ثابت جمله ها برای تمامیت قضیه ی است کافͬ .١۵٨ توجه

حͺم آن برای ͬ کنیم. م ثابت ͬ تر کل حͺمͬ است، مدل دارای سازگار جمله ی هر کنیم ثابت که این جای به است قرار نیز

داریم: زیر تعریف به ∑نیاز
ͬ گوییم م باشد. L اولِ مرتبه ی زبان ͷی در جملات از نامتناهͬ) یا (متناهͬ مجموعه ای

∑
کنید فرض .١۵٩ تعریف

باشیم داشته φ١, . . . , φn ∈
∑

جمله ی متناهͬ تعداد هر برای هرگاه است سازگار متناهیاً

̸⊢ ¬(φ١ ∧ . . . ∧ φn)

ندهند.) تناقض هم با
∑

در موجود جملات از متناهͬ تعداد هیچ دیͽر بیان (به

کرد: خواهیم اثبات زیر صورت به را تمامیت قضیه ی ͬ تر کل حالت درس ادامه ی در

(یعنͬ است مدل دارای
∑

آنگاه Lباشد اولِ مرتبه ی زبان ͷی در جملات از سازگار متناهیاً مجموعه ی ͷی
∑

اگر .١۶٠ قضیه

(.M |= φ داریم φ ∈
∑

هر برای که است موجود چنان M Lساختارِ

٣٧Gödel
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بͽیریم. نظر در را
∑

= {φ}است کافͬ تمامیت اثبات برای

باشد. یLͷجمله φ که کنید فرض .١۶١ تمرین

.M |= ¬φ آنگاه M ̸|= φ اگر داریم M Lساختارِ هر در که دهید نشان آ)

نتیجه ̸⊢ φ از آنگاه شود، ثابت تمامیت درستͬ قضیه ی اگر (بنابراین .|= ¬φ که ͬ شود نم نتیجه ̸|= φ از که دهید نشان ب)

باشد). اثبات پذیر ¬φ که این برای ندارد وجود دلیلͬ نباشد، اثبات پذیر φ اگر یعنͬ ⊣؛ ¬φ که ͬ شود نم

هیلبرت استنتاجͬ دستگاه به اصل چند افزودن پانزدهم، جلسه ی ١۵ . ٠

تمامیت و درستͬ قضیه ی اثبات درس ادامه ی در ما هدف که گفتیم و شدیم آشنا قبل جلسه ی در ⊢L φ مفهوم̧ با .١۶٢ یادآوری

است:

⊢ φ ⇐⇒ |= φ

ͬ شود: م نتیجه زیر قضیه ی از تمامیت قضیه ی که دیدیم نیز

باشیم داشته φ١ . . . φn ∈
∑

هر برای و باشد اول مرتبه ی جملات از مجموعه ͷی
∑

اگر .١۶٣ قضیه

̸⊢ ¬(φ١ ∧ . . . ∧ φn)

داریم φ ∈
∑

هر برای که طوری به است موجود M یLͷساختارِ آنگاه

M |= φ.

افزود نیز دیͽری اصول ͬ توان م دستگاه این به کردیم. معرفͬ مینیمال کاملا́ صورتͬ به قبل جلسه ی در را هیلبرت دستگاه

(و ͬ افزائیم م دستگاه بدین دیͽر لم چند جلسه این در ͬ شوند. م نتیجه کرده ایم بیان ما که اصولͬ همین از آنها همه ی البته ی که

کرد). خواهیم ثابت هیلبرت دستگاه اصول از استفاده با را آنها همه ی

تاتولوژی ͷی φ١∧φ٢∧ . . .∧φn → ψ و (⊢ φ١,⊢ φ٢, . . . ,⊢ φn اگر (یعنͬ باشند اثبات پذیر φ١, . . . , φn اگر .١۶۴ لم

.⊢ ψ آنگاه باشد

است: تاتولوژی ͷی زیر عبارت که ͬ دانیم م ͬ کنیم. م ثابت n = ٢ برای یعنͬ ،φ١, φ٢ برای را حͺم اثبات.

(
φ١ ∧ φ٢ → ψ

)
→
(
φ١ → (φ٢ → ψ)

)
ͬ شود. م ناشͬ گزاره ها منطق در زیر تاتولوژی از که

(
p ∧ q → r

)
→
(
p→ (q → r)

)
ͬ دهیم. م ارائه هیلبرت دستگاه در ψ فرمولِ برای اثباتͬ یعنͬ .⊢ ψ که ͬ کنیم م ثابت زیر در
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لم) فرض به (بنا φ١ ∧ φ٢ → ψ .١

(تاتولوژی)
(
φ١ ∧ φ٢ → ψ

)
→
(
φ١ → (φ٢ → ψ)

)
.٢

استثنائͬ. قیاس از استفاده  با و ٢ ١و موارد به بنا φ١ → (φ٢ → ψ) .٣

لم فرض به بنا ϕ١ .۴

استثنائͬ. قیاس با و و۴ ٣ موارد به بنا ϕ٢ → ψ .۵

لم. فرض به بنا ϕ٢ .۶

استثنائͬ. قیاس با و ۶ ۵و به بنا ψ .٧

تاتولوژی از کلͬ حالت در لم اثبات برای .١۶۵ توجه

(
φ١ ∧ φ٢ ∧ . . . ∧ φn → ψ

)
→

(
φ١ →

(
φ٢ →

(
φ٣ → . . . (φn → ψ)

)))

کنید. استفاده

است: زیر صورت به وجودی سورِ لم̧ هیلبرت دستگاه در .١۶۶ یادآوری

⊢ φ t
x
→ ∃x φ باشد) φآزاد در t به نسبت x که صورتͬ در )

کرده ایم. بیان را عمومͬ سور لم وجودی، سور لم نقیض̞ عکس از استفاده با زیر در

عمومͬ). (سورِ ١۶٧ لم

⊢ ∀xφ→ φ
t

x
باشد) φآزاد در t به نسبت x که صورتͬ در )

دهید: قرار مثال برای نیست. درست φ در t به نسبت x نبودن آزاد صورت در بالا لم

φ : (∃y y٢ = x)

این حداقل فعلا́ (شما نیست اثبات قابل زیر فرمول .(t = y (گرفته ایم نیست. آزاد φ در y به نسبت x اینجا در که کنید دقت

نیست): درست فرمول این که کنید ͷچ را

∀x (∃y y٢ = x)→ (∃y y٢ = y)
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است: پذیر اثبات زیر عبارت که ͬ دانیم م عمومͬ. سور لم اثباتِ

φ
t

x
→ ∃xφ ١

است: تاتولوژی ͷی زیر عبارت همچنین

(
φ
t

x
→ ∃x φ

)
↔
(
¬(∃x φ)→ ¬φ t

x

)
٢

ͬ آید: م دست به گزاره ها منطق در زیر تاتولوژی از که

(p→ q)↔ (¬q → ¬p)

که ͬ گیریم م نتیجه ٢ و ١ از

(¬∃xφ)→ ¬φ t
x

٣

تعاریف: به بنا پس

⊢ ∀x¬φ→ ¬φ t
x

۴ (♠)

که کرده ایم ثابت یعنͬ است. درست نیز ¬φ برای است، درست φ های فرمول تمامͬ برای (♠) که آنجایی از

⊢ ∀x¬(¬φ)→ ¬(¬φ t
x
)

که کرده ایم ثابت پس

⊢ ∀xφ→ φ
t

x
.

است: زیر صورت به هیلبرت دستگاه در وجودی سور معرفͬ موضوعه ی اصل .١۶٨ یادآوری

⊢ φ→ ψ

⊢ ∃xφ→ ψ
x /∈ FV (ψ)

کنیم. بیان را عمومͬ سور معرفͬ لم ͬ خواهیم م زیر در

عمومͬ). سور (معرفͬ ١۶٩ لم
⊢ φ→ ψ

⊢ φ→ ∀xψ
x /∈ FV (φ)

اثبات به اینکه برای اثبات.

φ→ ∀xψ
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که کنیم اثبات است کافͬ برسیم،

⊢ ¬∀xψ → ¬φ

که کنیم اثبات باید یعنͬ

∃x¬ψ → ¬φ.

است: شده ثابت زیر عبارت که ͬ دانیم م

φ→ ψ

است: شده ثابت زیر عبارت تاتولوژی ها به بنا پس

¬ψ → ¬φ (♠)

داریم وجودی سور لم و (♠) بنابه

⊢ ∃x¬ψ → ¬φ

خواستیم. مͬ که است همان این و

.١٧٠ تمرین

.⊢ ∀xϕ آنگاه ⊢ ϕ اگر که کنید ثابت •

.⊢ ϕ t
x

آنگاه ⊢ ϕ اگر که کنید ثابت •

که دهید نشان •

̸⊢
(
ϕ→ ϕ

t

x

)
نکرده ایم!) ثابت هنوز را آن که این (با کنید استفاده تمامیت و درستͬ قضیه ی از دومͬ اثبات برای

نیست: برقرار لزوماً زیر عبارت آنگاه ⊢ ψ شود نتیجه ⊢ ϕ از اگر گفتیم، درستͬ برای آنچه مشابه •

⊢ (ϕ→ ψ)

که کنید ثابت هیلبرت دستگاه در .١٧١ مثال

⊢ ∃x∀y Rxy → ∀y∃x Rxy

پاسخ.
..١ ∀y Rxy → Rxy
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((t = y) دادنِ قرار با و ∀yφ→ φ t
y

قاعده به (بنا

..٢ Rxy → ∃xRxy

(t = x گرفتن̞ نظر در با و φ t
x
→ ∃xφ قاعده ی به (بنا

..٣ ∀y Rxy → ∃x Rxy

استثنائͬ) قیاس از استفاده با و ..٢ , ..١ ) به (بنا

عمومͬ). سور (معرفͬ ١٧٢ یادآوری
⊢ φ→ ψ

⊢ φ→ ∀xψ
x /∈ FV (φ)

..۴ ∀y Rxy → ∀y∃x Rxy

(y ̸∈ Fv(∀yRxy) که این به توجه با و وجودی سور معرفͬ لم و ..٣ (بنابر

وجودی). سور معرفͬ (لم ١٧٣ یادآوری
⊢ φ→ ψ

⊢ ∃xφ→ ψ
x /∈ FV (ψ)

..۵ ∃x∀y Rxy → ∀y∃x Rxy

(x ̸∈ Fv(∀y∃xRxy) که این به توجه با و وجودی سور معرفͬ لم و ..۴ (بنابه

کنید؟ اثبات دیͽر گونه ای به را بالا تمرین ͬ توانید م آیا .١٧۴ تمرین

کنید. استنتاج هیلبرت دستگاه در .١٧۵ تمرین

⊢ ∀x(A ∨B)→ ∀xA ∨ ∀xB x /∈ FV (B)

⊢ ∃xA ∧ ∃xB → ∃x(A ∧B) x /∈ FV (B)

فرض .C ∩ L = ∅ که طوری به باشد جدید ثوابت از مجموعه ͷی C و باشد اول مرتبه زبان ͷی L کنید فرض .١٧۶ لم

⊢L φ(x١, . . . , xn) آنگاه ⊢L∪C φ(c١, . . . , cn) کنید

c١, . . . , cn جای به ها فرمول تمام در باشد. L ∪ C زبان در φ(c١, . . . , cn) برای اثباتͬ ψ١, . . . , ψn کنید فرض اثبات.

بͽذارید. را x١, . . . , xn متغیرهای

تشابه، برای بلدید!) جبر اندکͬ (اگر است. لازم باشند نبوده L زبان در قبلا́ ثوابت˂ که شرط این بالا، لم در که کنید دقت
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آنگاه باشد گویا اعداد میدان روی متعالͬ عنصر ͷی t اگر که کنید فکر این به ͬ توانید م

Q(t) ∼= Q(x).

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی امیر آقای از

هنکینͬ تئوریهای شانزدهم، جلسه ی ١۶ . ٠

بود: زیر قضیه ی اثبات بر قرارمان

است. مدل دارای T آنگاه باشد، سازگار متناهیاً تئوری ͷی T کنید فرض .١٧٧ قضیه

گرفته صورت گودل نام به بزرگ ریاضیدان ͷی توسط آن اثبات که است ریاضیات اساسͬ قضایای از ͬͺی بالا قضیه ی

کاست. نخواهد اثبات سختͬ از این لͺن بͽذارم، قضیه این اثبات روی کافͬ وقت که است این بر من سعͬ است.

حͺم اثبات برای پس کرده ایم. تعریف هیلبرت دستگاه از استفاده با را تئوری ͷی بودن» سازگار «متناهیاً که کنید دقت

کرد. خواهیم استفاده هیلبرت دستگاه اصول از تنها قضیه، نظر مورد تئوری برای مدل یافتن برای یعنͬ قضیه،

φ١, . . . , φn ∈ T جملات هرگاه T ⊢ φ ͬ نویسیم م آنگاه تئوری، ͷی T و باشد جمله ͷی φ اگر که ͬ کنم م یادآوری

که طوری به باشند موجود

⊢ φ١ ∧ . . . ∧ φn → φ.

ͬ گویند م عموماً ولͬ کرد، نخواهیم استفاده ای چندان نماد این از ما چند هر است. نبودن متناقض با معادل بودن، سازگار متناهیاً

.T ⊢ ϕ ∧ ¬ϕ که طوری به باشد موجود T در لزوماً نه  ϕ مانند جمله ای هرگاه T ⊢⊥ ͬ نویسند م و ͬ دهد م تناقض T

.T ̸⊢⊥ اگر تنها و اگر است سازگار متناهیاً T که دهید نشان هیلبرت) دستگاه اصول از استفاده (با .١٧٨ تمرین

هر برای هرگاه است شاهد) دارای تئوری ͷی (یا ٣٨ هنکینͬ تئوری ͷی L ∪ C زبانِ در T تئوری ͬ گوییم م .١٧٩ تعریف

که طوری به باشد موجود cφ ثابت φ ٣٩ Lفرمولِ ∪ C

T ⊢ ∃xφ→ φ(cφ)

نشان زیر لم در بیاورد. شاهدی وجودی فرمولهای تمام برای بتواند که هست غنͬ آنقدر زبان هنکینͬ، تئوری ͷی در پس

نشاند: هنکینͬ سازگارِ متناهیاً تئوریِ ͷی در ͬ توان م را سازگار متناهیاً تئوریِ هر که داده ایم

که طوری به است موجود T ⊆ T ′ تئوری ͷی آنگاه باشد. سازگار متناهیاً تئوری ͷی T کنید فرض .١٨٠ لم

است. هنکینͬ T ′ .١

است. سازگار متناهیاً T ′ .٢
٣٨Henkin theory

فرمول L نه که کنید ٣٩دقت
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ͬ کنیم: م ثابت را زیر عبارت نخست اثبات.

است. سازگار متناهیاً نیز T ∪{∃xϕ(x)→ ϕ(c)} تئوریِ آنگاه ،c ̸∈ L و باشد x آزادِ متغیرِ با یLͷفرمول ϕ(x) کنید فرض

جملاتِ آنگاه نباشد. سازگار T ∪ {∃xϕ(x) → ϕ(c)} کنید فرض ͬ کنیم. م ثابت خلف برهان به را بالا عبارت

که ͬ شوند م یافت چنان ψ١, . . . ψn ∈ T

⊢ ¬
(
(ψ١ ∧ . . . ψn) ∧ ∃xϕ(x)→ ϕ(c)

)
(∗)

به منجر (∗) عبارت که ͬ کنیم م ثابت

⊢ ¬(ψ١ ∧ . . . ψn)

است. متناقض T بودنِ سازگار متناهیاً با این که ͬ شود م

.¬(p ∧ q)↔ ¬p ∨ ¬q تاتولوژیِ به بنا و (∗) به (بنا ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn) ∨ ¬(∃xϕ(x)→ ϕ(c)) .١

.p→ q ↔ ¬p ∨ q تاتولوژیِ به توجه با و ١ به بنا ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn) ∨ ¬(¬∃xϕ(x) ∨ ϕ(c)) .٢

.¬(p ∨ q)↔ ¬p ∧ ¬q تاتولوژیِ به توجه با و ٢ به بنا ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn) ∨ (∃xϕ(x) ∧ ¬ϕ(c)) .٣

p∨(q∧r)↔ تاتولوژیِ از استفاده با و ٣ مورد به بنا
(
¬(ψ١∧ . . . ψn)∨∃xϕ(x)

)
∧
(
¬(ψ١∧ . . . ψn)∨¬ϕ(c)

)
.۴

.(p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

.p→ q ↔ ¬p∨q تاتولوژیِ به توجه با و ۴ به بنا .(¬∃xϕ(x)→ ¬(ψ١∧ . . . ψn))∧(ϕ(c)→ ¬(ψ١∧ . . . ψn) .۵

.p ∧ q → p تاتولوژیِ و قبل مورد به بنا (¬∃xϕ(x)→ ¬(ψ١ ∧ . . . ψn)) .۶

.p ∧ q → q تاتولوژیِ و ۵ مورد به بنا (ϕ(c)→ ¬(ψ١ ∧ . . . ψn) .٧

.⊢L χ(x) آنگاه ⊢L∪c χ(c) اگر قبل جلسه ی از لمͬ به بنا که کنید دقت حال

بالا. نکته ی و ٧ مورد به بنا ϕ(x)→ ¬(ψ١ ∧ . . . ψn) .٨

وجودی. سور معرفͬ لم و ٨ مورد به بنا ∃xϕ(x)→ ¬(ψ١ ∧ . . . ψn) .٩

زیر تاتولوژیِ و ۶ مورد و ٩ مورد به بنا ¬(ψ١ ∧ . . . ψn) .١٠

((p→ q) ∧ (¬p→ q))→ q

داد: تعمیم است، شده بیان زیر تمرین در که صورتͬ به آسانͬ) (به ͬ توان م را بالا بحث

آنگاه باشد، جدید ثوابت از مجموعه ای C = {cφ| فرمول L ͷی ϕ} و باشد سازگار متناهیاً T تئوری اگر .١٨١ تمرین

T ′ = T ∪ {∃xφ→ φ(cφ)|cφ ∈ C}

است. سازگار متناهیاً

۶٨



متناهیاً تئوریِ ͷی آنگاه باشد سازگار متناهیاً T اگر که کنیم ثابت ͬ خواستیم م ͬ پردازیم. م نظر مورد لم اثباتِ ادامه ی به

دهید قرار ͬ شود. م یافت T ⊆ T ′ هنکینͬ و سازگار

T١ = T ∪ {∃xφ→ φ(cφ)|فرمولL ͷی ϕ}

C١ = {cφ|فرمولL ͷی ϕ}

دهید قرار است. هنکینͬ Lفرمولها به نسبت T١ که دادیم نشان قبل تمرین در

T٢ = T١ ∪ {∃xφ→ φ(cφ)| فرمول L ∪ C١ ͷی φ}

تئوری های استقراء با ترتیب همین به است. هنکینͬ L∪C١فرمولها، به نسبت و است سازگار متناهیاً نیز T٢ تئوری تمرین، مشابه

که طوری به بسازید n ∈ N برای را Tn
T١ ⊆ T٢ ⊆ . . .

دهید قرار است. هنکینͬ فرمولها، L ∪ C١ ∪ . . . Ci−١ به نسبت و است سازگار متناهیاً Ti هر

T =
∪
i∈N

Ti

کنید). بررسͬ را (جزئیات است. L ∪
∪
Ci زبانِ در سازگار متناهیاً هنکین̞ͬ تئوری ͷی T

سازگار، متناهیاً تئوریِ هر که ͬ کنیم م خلاصه شد. برداشته تمامیت قضیه ی اثبات برای مهم قدم اولین اینجا در

است. مانده باقͬ قضیه این اثبات تا دیͽر مهم قدم ͷی است. هنکینͬ سازگارِ متناهیاً تئوریِ ͷی زیرمجموعه ی

.¬φ ∈ T یا φ ∈ T باشیم داشته φ Lفرمولِ هر برای هرگاه ͬ خوانیم م کامل L زبانِ در را T تئوری .١٨٢ تعریف

ͬ نشیند. م کامل متناهیاًسازگارِ تئوریِ ͷی در متناهیاًسازگار تئوریِ هر که داده ایم نشان ادامه در

که طوری به ͬ شود م پیدا T ⊆ T ′ تئوری ͷی T سازگار متناهیاً تئوری هر برای .١٨٣ لم

است. سازگار متناهیاً T ′ .١

است. کامل T ′ .٢

اگر باشد. فرمولها از شمارشͬ {φ١, φ٢, . . .} که ͬ کنیم م فرض و ͬ کنیم م ثابت زبان بودن شمارا شرط با را قضیه فعلا́ اثبات.

(و T ∪ {¬φ} یا است سازگار متناهیاً T ∪ {φ} یا φ Lفرمولِ هر برای که ͬ دهیم م نشان باشد، سازگار متناهیاً تئوری ͷی T

ͬ دهیم م نشان دیͽر بیان به ͬ شود). م ناسازگار متناهیاً نظر مورد تئوری صورت این غیر در زیرا است، جمع مانع «یا» این البته

فرمولهای نباشد، سازگار متناهیاً T ∪ {φ} اگر است. سازگار متناهیاً T ∪ {¬φ} آنگاه نباشد سازگار متناهیاً T ∪ {φ} اگر که

یعنͬ ⊢ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn ∧ φ) که طوری به موجودند ψ١, . . . , ψn ∈ T

⋆ ⊢ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn) ∨ ¬φ
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مشابه طور به باشد ناسازگار هم T ∪ {¬φ} اگر حال

⋆⋆ ⊢ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn) ∨ φ

(∗∗ و  ∗ به بنا ترتیب (به هستند اثبات قابل زیر فرمولهای پس

φ→ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn)

¬φ→ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn)

زیر تاتولوژی به )بنا
(p→ q) ∧ (¬p→ q)

)
→ q

ͬ رسیم. م زیر نتیجه ی به بالا عبارت دو از

⊢ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn)

دارد. تناقض T بودن سازگار متناهیاً با این و

بسازیم زیر صورت به را Ti تئوریهای است کافͬ زبان بودن شمارا فرض با لم اثبات برای

T١ =

T ∪ {φ١} باشد سازگار Tمتناهیاً ∪ {φ١} که صورتͬ در

T ∪ {¬φ١} باشد سازگار Tمتناهیاً ∪ {¬φ١} که صورتͬ در

ترتیب همین به

Ti =

Ti−١ ∪ {φi} باشد سازگار ١−Tiمتناهیاً ∪ {φi} که صورتͬ در

Ti−١ ∪ {¬φi} باشد سازگار ١−Tiمتناهیاً ∪ {¬φi} که صورتͬ در

است. کامل و سازگار متناهیاً
∪

i∈N Ti تئوری آنگاه

اثبات اوج و دوم قدم هفدهم، جلسه ی ٠ . ١٧

ͷی که گفتیم نیز نشاند. هنکینͬ متناهیاًسازگارِ تئوریِ ͷی در ͬ توان م را متناهیاًسازگار تئوریِ هر که دادیم نشان قبل جلسه ی در

فرض با قبل جلسه ی در را زیر لم .φ ∈ T یا ¬φ ∈ T باشیم داشته φ Lجمله ی هر برای هرگاه ͬ نامیم، م کامل را T تئوری

آورده ایم. زُرن لم پایه ی بر و زبان بودن شمارا فرض بدون آن برای اثباتͬ اینک کردیم. ثابت زبان بودن شمارا

است. کامل و سازگار متناهیاً T ∗ که طوری به است موجود T ⊆ T ∗ تئوری گاه آنِِ باشد، سازگار متناهیاً T اگر .١٨۴ لم

بͽیرید. نظر در زیر صورت به را Σ مجموعه ی اثبات.

Σ = {T ′ ⊇ T است| سازگار Tمتناهیاً ′}
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کنید: تعریف یعنͬ بͽیرید؛ نظر در را ترتیب⊇ Σ روی

T ′ ≤ T ′′ ⇔ T ′ ⊆ T ′′

پس است)؛ خطͬ مرتب ی مجموعه ͷی I که کنید (توجه باشد Σ اعضای از زنجیر ͷی {Tλ}λ∈I کنید فرض

λ < λ′ ⇒ Tλ ⊆ T ′
λ

∪ادعا.
λ∈I

Tλ ∈ Σ

زرن لم شرایط حال است). متناهیاًسازگار
∪

λ∈I Tλ ∈ Σ که کنید ثایت (باید ͬ کنم م رها تمرین عنوان به را بالا ادعای اثبات

.T ∗ ∈ Σ زیرا است متناهیاًسازگار T ∗ که کنید دقت است. T ∗ نام به ماکسیمال عنصر ͷی دارای Σ بنابراین است، برقرار ۴٠

است. کامل T ∗ ادعا.

و باشد Lجمله ͷی φ کنید فرض اثبات.

باشد ناسازگار متناهیاً T ∪ {φ} (١)

باشد ناسازگار متناهیاً T ∪ {¬φ} (٢)

که طوری به موجودند ψ١, ..., ψn ∈ T جملات که ͬ گیریم م نتیجه (١) از

⊢ ¬(ψ١ ∧ ... ∧ ψn ∧ φ)

پس

⊢ ¬(ψ١ ∧ ... ∧ ψn) ∨ ¬φ

پس

⊢ φ→ ¬(ψ١ ∧ ... ∧ ψn) (∗)

که ͬ شود م نتیجه (٢) از مشابه طریق به و

⊢ ¬φ→ ¬(ψ١ ∧ ... ∧ ψn) (∗∗)

تاتولوژی و (∗), (∗∗) بنابه

(p→ q) ∧ (¬p→ q)→ q

کنید مراجعه مدرس ریاضͬ مبانͬ جزوه ی ۴٠به
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که گیریم مͬ نتیجه هیلبرت دستگاه قوانین از

⊢ ¬(ψ١ ∧ ... ∧ ψn)

است. T سازگاری با متناقض نتیجه این و

سازگار متناهیاً تئوری ͷی در سازگار متناهیاً تئوری هر شد: برداشته تمامیت قضیه ی اثبات برای دوم بزرگ قدم جا این در

ͬ رسیم: م زیر نتیجه ی به دوم قدم و اول قدم متوال̞ͬ ترکیب از نشیند. مͬ کامل

تمرین) کلاس در (اثبات نشیند. مͬ هنکینͬ کامل سازگار متناهیاً تئوری ͷی در متناهیاًسازگار تئوری هر .١٨۵ نتیجه

آن که کنیم ثابت اگر ͬ نشیند؛ م هنکینͬ متناهیاًسازگارِ تئوریِ ͷی در T آنگاه باشد، متناهیاًسازگار تئوریِ ͷی T کنید فرض

ͬ رسد. م پایان به تمامیت اثبات زیر، قضیه ی اثبات با پس بود. خواهد مدل دارای نیز ما تئوری طبیعتاً است، مدل دارای تئوری

.(L ∪ C زبان (در است مدل دارای متناهیاًسازگارِکامل̞ هنکینͬ تئوریِ هر .١٨۶ قضیه

∃M ∀φ ∈ T M |= φ

مدلͬ آیا که ͬ کنیم م بررسͬ سپس و ͬ کنیم م ساختار ͷی به تبدیل را آن ͬ کنیم، م شروع مجموعه ͷی از زیر اثبات طͬ در اثبات.

نه. یا هست ما نظر مورد تئوری برای

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را M ′ مجموعه ی

M ′ = {ac| c ∈ C}

کنید. تعریف را زیر رابطه ی M ′ روی گذاشته ایم. کنار ac شͬء˚ ͷی c ∈ C ثابتِ هر برای بالا مجموعه ی در که کنید دقت

ac ≈ a′c ⇔ T ⊢ c = c′

را M مجموعه ی حال است. M ′ روی ارزی هم ی رابطه ͷی ≈ که) کنید ثابت تساوی اصول از استفاده با تمرین عنوان (به

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به

M =M ′/ ≈

جهانِ صورت به را ثوابت مجموعه ی دیͽر، بیان به گرفته ایم. ≈ رابطه ی با M ′ روی هم ارزی کلاسهای مجموعه ی را M پس

باشد! گفته چنین T تئوریِ هرگاه هستند عنصر ͷی واقع در جهان این عنصرِ دو که فرض این با گرفته ایم نظرمان مورد ساختار

انداخت! خواهیم T تئوریِ خودِ گردنِ به نیز را چیزها بقیه  ادامه، در

.M در زبانͬ علائم تعبیر

ثوابت: تعبیر

cM = ac

توابع: تعبیر
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کنیم: مͬ تعریف .f(x١, ..., xn) ∈ L کنید فرض

fM(ac١ , ..., acn) = acn+١ ⇔ T ⊢ f(c١, ..., cn) = cn+١

که کنید دقت

T ⊢ f(c١, ..., cn) = f(c١, ..., cn)

وجودی) سور لم به (بنا همچنین

⊢ f(c١, ..., cn) = f(c١, ..., cn)→ ∃xf(c١, ..., cn) = x

پس

T ⊢ ∃xf(c١, ..., cn) = x

که طوری به است موجود Cn+١ ثابتِ T بودنِ هنکینͬ به بنا حال

T ⊢L∪C ∃xf(c١, ..., cn) = x→ f(c١, ..., cn) = cn+١.

پس

T ⊢ f(c١, ..., cn) = cn+١.

ͬ برد! م جائͬ به را عنصر هر واقعاً ما تابع̧ بنابراین

که کنیم ثایت باید بودن. تابع یعنͬ بودن، خوش تعریف .f تابع تعریفͬ خوش

(ac١ = ac′١ ∧ ... ∧ acn = ac′n∧)⇒ fM(ac١ , ..., acn) = fM(ac′١ , ..., ac′n)

است. برقرار تساوی اصول به بنا و تابع تعریف به بنا بالا عبارت

ͬ کنیم م تعریف روابط: تعبیر

RM(ac١ , ..., acn)⇔ T ⊢ R(c١, ..., cn)

ͬ شود. م نتیجه هیلبرت دستگاه اصول از خوش تعریفͬ دوباره

رسیدیم: Lساختار ͷی به و کردیم شروع ثوابت از مجموعه ͷی از پس

M = (M, fM , RM , CM)f,R,C∈L∪C

داریم ϕ ∈ T جمله ی هر برای یعنͬ است؛ T تئوری برای مدلͬ M که کنیم ثابت که است این مانده، باقͬ که چیزی تنها

.M |= ϕ
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داریم φ ∈ T هر برای ادعا.

M |= φ

کرد. خواهیم ثابت فرمولها ساخت روی استقراء با بعد جلسه ی در را بالا ادعای

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت خورسندی گلنوش خانم از

هجدهم جلسه ی ٠ . ١٨

بودیم: زیر قضیه ی اثبات حال در

است. مˀدِل دارای T آن گاه باشد کامل هنکین̞ͬ سازگارِ متناهیاً T اگر .١٨٧ قضیه

صورت به است قرار ما نظر مورد مدل جهان که گفتیم

M = {ac|c ∈ C}

کردیم تعریف است. L ∪ C زبانِ در موجود ثوابتِ مجموعه ی C آن در که باشد

ac = ac′ ⇐⇒ T ⊢ c = c′

شد: معرفͬ زیر ساختار و گرفت صورت ثوابت و روابط توابع، تعبیر همچنین

M = ⟨M, fM, RM, cM⟩

است: مانده زیر گفته ی اثبات تنها

داریم φ ∈ T جمله ی هر برای .١٨٨ لم

M |= φ

.φ جمله ی ساخت روی استقراء با اثبات.

که است این اثبات هدفمان باشد. t١(c١, . . . , cn) = t٢(c١, . . . , cn) ∈ T صورت به جمله ای φ کنید فرض ..١

M |= t١(c١, . . . , cn) = t٢(c١, . . . , cn).

فرض:
..١ T ⊢ t١(c١, . . . , cn) = t٢(c١, . . . , cn)
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وجودی سور لم به بنا

..٢ T ⊢ t١(c١, . . . , cn) = t٢(c١, . . . , cn)→ ∃x t١(c١, . . . , cn) = x

..١ , ..٢ ,MP ⇒ ..٣ T ⊢ ∃x t١(c١, . . . , cn) = x

که طوری به است موجود cn+١ شاهدِ بنابراین است. هنکینͬ تئوری ͷی T طرفͬ از

..۴ T ⊢ ∃x t١(c١, . . . , cn) = x→ t١(c١, . . . , cn) = cn+١

..٣ , ..۴ ,MP ⇒ T ⊢ t١(c١, . . . , cn) = cn+١

آنگاه T ⊢ t(c١, . . . , cn) = cn+١ اگر دهید نشان ترم ها). ساخت روی استقراء (با ١٨٩ تمرین

M |= t(c١, . . . , cn) = cn+١

بͽیرید. نتیجه را لم حͺم آن از و

صورت به T در فرمولͬ φ کنید فرض ..٢

R(t١, . . . , tn)

ادعا: باشد.

M |= R
(
t١(c١, . . . , cn), . . . , tn(c١, . . . , cn)

)
که طوری به موجودند c′١, . . . , c′n ثوابتِ که کنید ثابت نخست اثبات، قبلͬ بخشهای مشابه

T ⊢ ti(c١, . . . , cn) = c′i

بنابراین

M |= ti(c١, . . . , cn) = c′i

که دهیم نشان است کافͬ

M |= R(c′١, . . . , c
′
n)

که آنجا از

T ⊢ R(c′١, . . . , c′n)

قبل قسمت های به بنا

M |= R(c′١, . . . , c
′
n)(

RM(ac′١ , . . . , ac′n)
)
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که کنید فرض باشد. برقرار ψ١, ψ٢ برای حͺم و باشد ψ١ ∧ ψ٢ صورت به φ کنید فرض ..٣

T ⊢ ψ١ ∧ ψ٢

تاتولوژیِ به بنا این از

p ∧ q → p

که ͬ شود م نتیجه

..٢ T ⊢ ψ١

استقراء) فرض بر (بنا بنابراین

M |= ψ١

مشابه طور به

T ⊢ ψ٢

پس

M |= ψ٢

بنابراین

M |= ψ١ ∧ ψ٢

ͬ کنم. م پیشنهاد را زیر تمرین دو اثبات ادامه ی بیان از پیش

آنگاه T ⊢ φ هرگاه یعنͬ است، بسته استنتاج تحت T آن گاه باشد سازگار متناهیاً و کامل T اگر که دهید نشان .١٩٠ تمرین

.φ ∈ T

آن گاه باشد سازگار متناهیاً T اگر .١٩١ تمرین

باشد. Tسازگار ∪ {¬φ} ⇐⇒ T ̸⊢ φ

که بدانیم و باشد، برقرار ψ(c) فرمولهای برای حͺم و باشد ∃x ψ(x) صورت به φ اگر ..۴ اثبات. ادامه ی

..١ T ⊢ ∃x ψ

که ͬ کنیم م ادعا آنگاه

M |= ∃x ψ.
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داریم
..٢ T ⊢ ∃xψ(x)→ ψ(c)

..١ , ..٢ ,MP T ⊢ ψ(c)

استقراء فرض به بنا

M |= ψ(ac)

تعاریف، به بنا پس

M |= ∃x ψ.

عبارت گفتیم، اخیر جلسه ی چند در آنچه همه ی خلاصه ی رسید. پایان به گودل تمامیت قضیه ی اثبات اینجا در سرانجام

است: زیر

|= ϕ ⇔ ⊢ ϕ.

جلسه ی و جلسه این در ͬ شود. م خلق قضیه این با مدل، نظریه ی و است مدل نظریه ی و اثبات نظریه ی میان پˀل̞ تمامیت قضیه ی

پرداخت. خواهیم قضیه این از اولیه نتایج برخͬ بیان به آینده،

هر برای اگر بنابراین است. مدل دارای T آن گاه باشد سازگار متناهیاً تئوری ͷی T اگر که کردیم ثابت که کنید دقت

φ١, . . . , φn ∈ T هر برای اگر دیͽر بیان به است. مدل دارای T آن گاه ̸⊢ ¬(φ١,∧ . . .∧φn) باشیم ,φ١داشته . . . , φn ∈ T

φ١, . . . , φn ∈ T هر برای و باشد تئوری ͷیT اگر بنابراین است. مدل Tدارای آن گاه باشد سازگار متناهیاً {φ١, . . . , φn} اگر

که طوری به باشد موجود M یLͷساختارِ

M |= φ١ ∧ . . . ∧ φn

φ ∈ T هر برای که طوری به ͬ شود م پیدا M مانند ساختاری آنگاه

M |= φ.

از نامتناهͬ مجموعه ای کنید فرض هست. نیز فلسفͬ بˀعدی دارای قضیه این من برای دارد. نام فشردگͬ قضیه ی عبارت، این

که ͬ دانیم م آنگاه باشد، داشته ͬ تواند م جهانͬ این موجودِ ͷی را آنها از متناهͬ تعداد هر که بدانیم اگر باشیم. داشته صفات

یافت. خواهید قضیه این از درستͬ درک رو پیش مثالهای با داراست. هم با همزمان را صفات آن همه ی که هست برتر موجودی

است. مدل دارای T آن گاه باشد مدل دارای T از متناهͬ بخش هر اگر (فشردگͬ). ١٩٢ قضیه

.M |= φ آن گاه M |= T اگر M ساختارِ هر برای یعنͬ T |= φ .١٩٣ تعریف

که دهید نشان .١٩۴ تمرین

T ⊢ φ ⇐⇒ T |= φ
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وجود M یLͷساختارِ آن گاه باشد سازگار کامل تئوری ͷی T اگر که ͬ گیریم م نتیجه همچنین شد، گفته حال به تا آنچه از

که طوری به دارد

T = Th(M).

داده توضیح گذشته جلسات در این معنͬ (که است ساختار ͷی کامل̞ تئوری واقع در سازگار، متناهیاً کامل تئوریِ هر یعنͬ

اگر حال دارد. M مانند مدلͬ پس باشد، متناهیاًسازگار کامل تئوری ͷی T کنید فرض است. آسان گفته این اثبات بود). شده

تئوری در آن نقیض اگر است. تئوری در آن نقیض̞ یا و جمله این خودِ یا نیست، خارج حال دو از باشد، درست M در جمله  ای

است. غیرممͺن این و باشند، درست M در نقیضش هم و جمله خود هم باید است، تئوری برای مدلͬ M که آنجا از باشد،

زیر مثال به گفته این شدن روشن برای است. مختلف کلاسهای اصلبندی امͺان تشخیص فشردگͬ، لم کاربردهای از ͬͺی

کنید. توجه

از مجموعه  ای ͬ توان م (آیا نوشت؟ متناهͬ مجموعه های همه ی از متشͺل کلاس برای T تئوری ͷی ͬ توان م آیا .١٩۵ مثال

باشد). درست آن در T جملات اگر اگروتنها باشد متناهͬ M دلخواه مجموعه ی ͷی که طوری به کرد پیدا T نام به جملات

به را T ′ تئوری کند. بندی اصل را متناهͬ مجموعه های که باشد اول مرتبه ی زبان ͷی در تئوری ͷی T کنید فرض پاسخ.

بͽیرید: نظر در زیر صورت

T ′ = T ∪ {∃x١, x٢ x١ ̸= x٢} ∪ {∃x١, x٢, x٣ (x١ ̸= x٢ ∧ x٢ ̸= x٣ ∧ x١ ̸= x٣)}

∪ . . . ∪ {∃x١, . . . , xn
∧

xi ̸= xj} ∪ . . .

است. سازگار متناهیاً T ′ ادعا:

∆′′ ∪∆′ صورتِ به ͬ توان م را ∆ مجموعه ی است. مدل دارای ∆ که ͬ کنیم م ادعا باشد. متناهͬ .∆ ⊆ T ′ کنید فرض

دارد. مدل T∪
متناهͬ
↑
∆′ که ͬ کنیم م ثابت یعنͬ ͬ کنیم؛ م ثابت را بزرگتر حͺمͬ ما .∆′ ⊆ T ′ − T و ∆′′ ⊆ T که نوشت

که طوری به باشد طبیعͬ عدد بزرگترین n کنید فرض

∃x١, . . . , xn
∧

xi ̸= xj ∈ ∆

که است واضح است. n حداقل اندازه ی با M متناهͬ مدل ͷی دارای T پس است متناهͬ مجموعه های تئوری T که آنجا از

M |= ∆.

یعنͬ است؛ N نام به مدل ͷی دارای T ′ که ͬ شود م نتیجه فشردگͬ قضیه ی از حال

N |= T ′
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طرفͬ از است. نامتناهͬ N مجموعه ی T ′ اصولِ به بنا که کنید دقت

N |= T ′ ⊇ T

پس
نامتناهͬ
↑
N |= T

باشد! متناهͬ مجموعه های تئوری T بود قرار زیرا است؛ تناقض این و

در ͬ شود. م استفاده اصل پذیری مرز و حد تعیین برای گاهͬ فشردگͬ قضیه ی کردید، مشاهده بالا مثال در که طور همان

گفت. خواهیم سخن نیز آینده جلسه ی در باره این

شمارا زبان ͷی در T تئوریِ ͷی اگر لم، این بنابر است. ا˚سͺولم لُوِنهایم لم فشردگͬ، کاربردهای دیͽر مهمترین̞ از ͬͺی

به دارد وجود M شمارایِ مدل ͷی مثلا́ رو این از است. دلخواه نامتناهͬ اندازه ی هر از مدل دارای آنگاه باشد، مدل دارای

یا کرد. پیدا نیز شمارا مدل ͷی در ͬ توان م را حقیقͬ اعداد اول مرتبه ی ͬ های ویژگ تمام یعنͬ .M |= Th(R,+, ·) که طوری

کرد. یپدا شمارا جبریِ بسته ی میدان ͷی ͬ توان م مثلا́

است. نامتناهͬ مدلِ ͷی حداقل دارای که باشد شمارا زبان ͷی در تئوری ͷی T کنید فرض (لونهایم‐اسͺولم). ١٩۶ قضیه

است. κ نامتناه̞ͬ سایزِ هر از مدل دارای T آن گاه

کنید: اضافه زبان به κ اندازه ی از زیر، صورت به ثوابت مجموعه ͷی اثبات.

C = {cλ|λ < k}

بͽیرید: نظر در را زیر تئوری

T ′ = T ∪ {cλ ̸= cλ′ |λ, λ′ ∈ C}

شود: ثابت زیر ادعای است کافͬ فشردگͬ به بنا بالا، ادعای اثبات برای است. مدل دارای T ′ ادعا:

است. مدل دارای T ′ از متناهͬ بخش هر ادعا:

صورت به T ′ بخش̞ هر که کنیم ثابت است کافͬ این اثبات برای و

∆ = T∪
متناهͬ
↑
∆′

باشد T نامتناه̞ͬ مدل همان M اگر متمایزند. هم با cλ١ , . . . , cλn عنصر nتا که ͬ گوید م ∆′ که کنید دقت است. مدل دارای

کنید تعبیر ͬ شود. م پیدا a١, . . . , an متمایز عنصر n حداقل آن در باشد است، کرده اشاره بدان قضیه صورت که

cMλi
= ai
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پس

M |= ∆

اثباتِ در باشد، κ دقیقاً ͬ تواند م مدل این سایز که این اثبات است. κ حداقل سایزِ دارای مدل آن است. مدل دارای T ′ پس

دیͽری صورت به را نظر مورد ایده ی زیر در چند (هر ͬ شوم نم آن جزئیات وارد ترجیحاً فعلا́ ولͬ است نهفته تمامیت قضیه ی

کرده ام). منتقل

(زیرا ͬ شد م شمارا نیز ͬ کردیم م اضافه بدان که ثوابتͬ تعداد آنگاه ͬ بود، م شمارا |L| زبان سایز اگر اصلͬ قضیه ی اثبات در

بود. شده تشͺیل ثوابت از ساختیم که مدلͬ همچنین ͬ شد). م شمارا هم فرمولها تعداد

M = (ac)c∈C

ثابت نیز را زیر قضیه ی ما پس است. شده ساخته ثوابت از که بود ساختاری کامل̞ تئوری ما، تئوری اثبات، آن در واقع در

کرده ایم:

شماراست. مدلͬ دارای T آن گاه باشد. سازگار یLͷتئوریِ T و باشد متناهͬ) (یا شمارا زبان ͷی L کنید فرض .١٩٧ قضیه

مجموعه ها نظریه ی شروع و نااستاندارد آنالیز نوزدهم، جلسه ٠ . ١٩

فشردگͬ قضیه ی کاربردهای ادامه ی ٠ . ١٩ . ١

که طوری به ͬ شود نم یافت r حقیقͬ عدد هیچ است: ارشمیدسͬ ویژگͬ حقیقͬ، اعداد مهم ͬ های ویژگ از ͬͺی

∀n ∈ N r > n,

که طوری به ͬ شود نم یافت r مانند ͬ ای حقیق عدد هیچ معادل بیان به

∀n ∈ N ٠ < r <
١
n
.

است: درست زیر عبارت حقیقͬ اعداد میدان در دیͽر، بیان به باز و

∩
n∈N

(٠, ١
n
) = ∅.

قرار بͽیرید. نظر در L = {+, ·, ٠, ١,≤} زبان در را R = (R,+, ·, ٠, ١,≤) ساختارِ یعنͬ حقیقͬ، اعداد میدان ساختار

دهید

T = Th(R) = {φ | R |= φ}

مجموعه ی در را حقیقͬ اعداد میدان اول مرتبه ی ͬ های ویژگ همه ی یعنͬ گرفته ایم؛ ساختار این کامل تئوری را T دیͽر، بیان به

که است واضح ریخته ایم. T

R |= T.
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نیز مدلها آن از ͷی هر در باشد،  درست R در که جمله ای هر باشد. داشته ͬ تواند م R از غیر نیز دیͽری مدلهای تئوری این اما

بپرسیم: خود از را زیر سوال است طبیعͬ است. درست

است؟ برقرار نیز T دیͽر مدل های در ارشمیدسͬ ویژگͬ آیا .١٩٨ سوال

دهید: قرار و کنید اضافه L زبان به c ثابت ͷی پرداخته ایم. سوال این پاسخ به ادامه  در

.L′
= L ∪ {c}

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را T ′ تئوری

T
′
= T ∪ {c > ١, c > ١ + ١, c > ١ + ١ + ١, c > ١ + ١ + ١ + ١, · · · , c > ١ + · · ·+ ١︸ ︷︷ ︸

n

, · · · }.

متناهͬ بخش هر که دهیم نشان است کافͬ ادعا، این اثبات برای فشردگͬ، قضیه ی به بنا است. مدل دارای T ′ که ͬ کنیم م ادعا

نوشت: ͬ توان م است. مدل △دارای ⊆ T
′

△ = △′ ∪△′′

ͬ شود م نتیجه آن از که است واضح است،  مدل دارای T ∪△′′ مجموعه ی دهیم نشان اگر .△′′ ⊆ T ′△و ⊆ T که طوری به

کنید فرض است. مدل دارای △هم که

△′′
= {c > ١, c > ١ + ١, · · · , c > ١ + · · ·+ ١︸ ︷︷ ︸

n

}

کنید تعبیر بͽیرید. نظر در را R ساختار

cR = n+ ٢

R̃ نام به مدلͬ دارای T ′ فشردگͬ قضیه ی به بنا پس است. مدل دارای T ′ از متناهͬ بخش هر بنابراین .R |= T ∪△′′ آنگاه

است.

بر علاوه اما است. درست نیز R̃ موردِ در باشد،  درست حقیقͬ اعداد ساختار مورد در که جمله ای هر که کنید دقت
١
n

تمام̧ از ١
c

که است واضح است. بزرگتر طبیعͬ اعداد تمام از که است موجود (c ثابتِ تعبیر (همان عنصری R̃ در این،

بی نهایت بزرگ عناصری و ͷبی نهایت کوچ عناصری میدان، این در نیست. ارشمیدسͬ میدان ͷی R̃ پس است. کوچͺتر ها

میدان این کامل تئوری در که نیست اول مرتبه ی ̞ ͬ ویژگ ͷی حقیقͬ، اعداد میدان بودن ارشمیدسͬ دیͽر، بیان به ͬ شوند. م یافت

باشد. فرورفته

ͬ نامیم. م حقیقͬ اعداد تئوری برای نااستاندارد مدل ͷی را R̃ مدل
۴١ ͬ شوند. م مطالعه  نااستاندارد مدلهای در آنالیزی مفاهیم آن در که است مدل نظریه ی از گرایش ͷی نااستاندارد، آنالیز

شهودمان پیوستگͬ، مفهوم بیان در که کنید دقت پرداخته ایم. نااستاندارد آنالیز در پیوستگͬ مفهوم تحلیل به نمونه برای زیر در

را شدن ͷنزدی بی نهایت شود. ͷنزدی f(a) به بی نهایت f(x) آنگاه شود ͷنزدی a به بی نهایت x که وقتͬ که است این

f(a) به بخواهید شما که اندازه ای هر به f(x) کرده اند: فرمول بندی هوشمندانه ای صورت به لایبنیتز و نیوتون حساب،  در

است. خواندنͬ که دارد نااستاندارد» «آنالیز عنوان با کتابی رابینسون ۴١آبراهام
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ͷکوچ بی نهایت عناصر وجود نااستاندارد، آنالیز در باشد. شده ͷنزدی a به کافͬ اندازه ی به x که این شرط به ͬ شود م ͷنزدی

ͬ کند. م راحت تر را مفهوم این درک ۴٢ بزرگ، بی نهایت و

R١ = (R,+, ., ٠, ١, <, f) ساختار ۴٣ .f(٠) = ٠ که طوری به باشد صفر نقطه ی در پیوسته تابع ͷی f : R→ R کنید فرض

قرار حال کنیم. صحبت f تابع̧ درباره ی بتوانیم تا داده ایم قرار تابعͬ نماد ͷی زبان دراین بͽیرید. نظر در L ∪ {f} زبان در را

بی نهایت و ͷکوچ بی نهایت عناصر دارای که باشد T١ برای نااستاندارد مدل ͷی (R̃١, f̃) کنید فرض .T١ = Th(R١) دهید

داراست. را R در f ͬ های ویژگ همه ی که است R̃١ به R̃١ از تابعͬ f̃ مدل، این در است. بزرگ

عناصر به را ͷکوچ بی نهایت عناصر f̃ : R̃١ → R̃١ تابع اگر تنها و اگر است پیوسته صفر نقطه ی در R در f تابع .١٩٩ لم

کند. تصویر ͷکوچ بی نهایت

بی نهایت f̃(x) که کنیم ثابت ͬ خواهیم م باشد. ͷکوچ بی نهایت x ∈ R̃١ و باشد پیوسته صفر در f کنید فرض اثبات.

که دهیم نشان باید منظور این برای است. ͷکوچ

∀n f̃(x) <
١
n

.f̃(x) < ١
N

که ͬ دهیم م نشان ادامه در باشد. دلخواه طبیعͬ عدد ͷی N کنید فرض

پس است، پیوسته R در f تابع̧ در که کنید توجه

R١ |= ∃δ ∀x |x| < δ → |f(x)| < ١
N

که طوری به است موجود M ∈ N است، ارشمیدسͬ R که آنجا از

(⋆) R |= ∀x|x| < ١
M
→ |f(x)| < ١

N

دیͽر بیان به

R١ |= ∀x (M.|x| < ١→ N.|f(x)| < ١)

پس شود؛ برآورده هم R̃١ توسط باید پس دارد. قرار T تئوری در پس است اول مرتبه ویژگͬ ͷی (⋆) ویژگͬ

R̃١ |= ∀x|x| <
١
M
→ |f(x)| < ١

N

ͬ خواستیم. م که همانگونه |f(x)|؛ < ١
N

پس ،|x| < ١
M

خاص طور به آن گاه باشد ͷکوچ بی نهایت |x| اگر حال

ͷکوچ بی نهایت عناصر به را R̃١ در ͷکوچ بی نهایت عناصر f̃ که کنید فرض ͬ پردازیم: م عکس قسمت اثبات به حال

حقیقͬ اعداد در زیر جمله ی آنگاه نباشد، پیوسته f اگر است. پیوسته تابعͬ f : R → R که کنیم ثابت ͬ خواهیم م ببرد.

است: درست

∃ϵ > ٠ ∀δ > ٠ ∃x (|x| < δ ∧ |f(x)| > ϵ).

۴٢infinitesimal, infinitely large
کرده ایم. بحثها شدن راحت برای تنها را بودن صفر ۴٣فرض
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اعداد در زیر جمله ی پس است. درست ١
n
< ϵ عددِ ͷی برای بالا حͺم است، ارشمیدسͬ حقیقͬ، اعداد میدان که آنجا از

است: درست حقیقͬ

∀δ > ٠ ∃x (|x| < δ ∧ |f(x)| > ١
n
).

δ اگر دارد:  فرضمان با تناقض این اما دارد). قرار ما تئوری در جمله این (زیرا است درست نیز (R̃١, f̃) موردِ در بالا جمله ی

است. کوچͺتر ها ١
n

تمام از |f(x)| آنگاه |x| < δ اگر که است این فرضمان بͽیریم، ͷکوچ بی نهایت را

منطق بحث ͬ دهم م ترجیح ولͬ کنم، ذکر ͬ توانم م فراوانͬ شیرین مثالهای ریاضیات در فشردگͬ لم کاربردهای مورد در

بپردازم. مجموعه ها نظریه ی به ترم باقͬ در و دهم خاتمه جا همین در فعلا را اول مرتبه ی

مجموعه ها نظریه ی

با است. لازم تکمیلͬ دوره ی در ریاضیات سال ده حداقل چیست، مجموعه که این فهمیدن برای که ͬ گفت م ۴۴ عزیزی استاد

ترم نیم وجود با نگارنده، نظر به حال این با چیست؛ مجموعه این بالاخره که ͬ داند نم دقیق نیز نگارنده خودِ احتسابی، چنین

مبانͬ درس در ندارد. وجود مجموعه شناساندن و شناختن شانس اندازه این به دیͽری درس هیچ در اول، مرتبه ی منطق تدریس

بازتر دستم ، ۴۵ منطق با مخاطب آشنائͬ علت به درس، این در اما گفته ام، زیاد سخن مجموعه مفهوم پیچیدگͬ درباره ی ریاضͬ

است.

مجموعه ͷی طبیعͬ عدد هر هستند. مجموعه نوعͬ به ریاضͬ پدیده های همه ی تقریبا که ͬ گیریم فرام کارشناسͬ دوره ی در

است:

∅ = ٠

{∅} = {٠} = ١

{∅, {∅}} = {٠, ١} = ٢

{∅, {∅}, {∅, {∅}}} = {٠, ١, ٢} = ٣

...

ͷی مجموعه، دو دکارتͬ حاصلضرب ͬ شود. م گفته طبیعͬ اعداد مجموعه ی آن به و دارد وجود بالا اعداد همه ی مجموعه ی

حاصل طبیعͬ اعداد مجموعه ی روی زیر هم ارزی رابطه ی تعریف از صحیح اعداد مجموعه اند. روابط پس است؛ مجموعه

ͬ دهند) م تشͺیل مجموعه  (پس ͬ شوند: م

Z = N× N⧸ ∼

(m,n) ∼ (m
′
, n

′
)⇐⇒ m+ n

′
= n+m

′

زیͽلر ۴۴مارتین

۴۵ان شاءالʓه!
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تعریف از گویا اعداد هستند.) صحیح اعداد آن، کلاس های و است هم ارزی فوق، رابطه ی که کنید ثابت تمرین، عنوان (به

ͬ دهند. م تشͺیل مجموعه ͷی هم آنها ترتیب بدین و ͬ آیند، م دست به Z روی زیر هم ارزی رابطه ی

(m,n) ∼ (m
′
, n

′
)

m.n
′
= n.m

′

اعداد است. f : N → Q تابع̧ ͷی واقع در گویا اعداد در دنباله هر گویاست. اعداد از ک͒شͬ دنباله ی ͷی حقیقͬ عدد هر

ریاضͬ، پدیده های از بسیاری فهم تفاسیر، این با مجموعه اند. نیز حقیقͬ اعداد پس مجموعه اند نیز توابع و مجموعه اند طبیعͬ

است. مجموعه فهم به منوط

است: زیر صورت به مجموعه از کانتور تعریف

Unter eine Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlun-

terschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche Ele-

mente von M gennant werden) zu einem Ganzen.

اعضای اشیاء، آن به که ما، تصور در یا ما اطراف در اشیائͬ از است متمایز و معین عناصر از تجمعͬ مجموعه، .٢٠٠ تعریف

ͬ شود. م گفته مجموعه

آورید: یاد به را حافظ از زیر زیبای بیت بحث، دادن ادامه  از پیش

ͬ کشد نم در رˀخ ز نقاب چون معشوق

کنند! چرا تصور به حͺایتͬ کس هر

بتوان آن با که راهͬ تنها ͬ شود. م ذهن در مجموعه از تصوری ایجاد به منجر دهیم، ارائه مجموعه ها از که تعریفͬ هر واقع در

اجازه ی کس هر به واقع در ͬ کنیم، م اصلبندی را مجموعه ها وقتͬ هاست. مجموعه  اصل بندی کرد،  ͷنزدی هم به را تصورها

تناقضات و واگرائͬ میانشان که ͬ کنیم م قانونمند نوعͬ به را تصورات آن ولͬ ͬ دهیم، م را مجموعه از خود ذهنͬ تصور داشتن

ندهد. رخ

اصل بندی ͷی یا تئوری ͷی ͬ خواهیم م واقع در پرداخته ایم. اول مرتبه ی منطق در مجموعه ها، نظریه ی بررسͬ به ادامه، در

نوشت). خواهیم ریاضیات برای اصلبندی یا تئوری ͷی بدینسان (و بنویسیم مجموعه ها برای

است: زیر صورت به ͬ گیریم، م نظر در مجموعه ها نظریه ی برای که زبانͬ

L = {∈}

کانتور که آنگونه مجموعه ها، نظریه ی ͬ شود. م گفته عضویت نماد آن به که داریم موضعͬ دو رابطه ای نماد ͷی تنها زبان این در

است: اصل دو نیازمند تنها است، کرده  وصفشان

مجموعه ͷی تنها مشخص، عناصر سری ͷی باشد. شده تشͺیل مشخصͬ عناصر از باید مجموعه که گفتیم گسترش. اصل

مجموعه ͷی واقع در باشند، داشته یͺسان اعضای که مجموعه دو است: گسترش اصل موضوع گفته، این ͬ دهند. م دست به

ͬ نویسیم: م زیر صورت به مجموعه ها نظریه ی زبان در را گسترش اصل هستند.

∀x, y (∀z(z ∈ x↔ z ∈ y)→ x = y)

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت شیروانیان زهرا خانم از
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مجموعه ها نظریه ی اصول بیست ودوم، و ویͺم بیست  بیستم، جلسات ٠ . ٢٠

یادآوری ۴۶ مجموعه هاست. نظریه ی برای تئوری) ͷی ارائه ی دیͽر، بیان (به اصل بندی ͷی ارائه ی درس، ادامه ی در هدفمان

است: مهم چیز سه دانستن T تئوری ͷی مورد در که ͬ کنم م

ͬ دهد). نم تناقض (یعنͬ است؟ سازگار متناهیا تئوری این آیا .١

(T ⊬ φ ∧ ¬φ)

هستند. شͺل چه به تئوری این های مدل .٢

M |= T.

شود). ثابت تئوری در نقیض یا و خودش یا باشد، اول مرتبه ی جمله ی ͷی ϕ اگر (یعنͬ است؟ کامل تئوری این آیا .٣

پرسید. هم کرد، خواهیم ارائه مجموعه ها نظریه ی برای که اصولͬ درباره ی باید را سوالات این همه ی

است: اصل دو دارای نظریه، این کردیم. صحبت مجموعه ها برای کانتور نظریه ی درباره ی قبل، جلسه ی در

گسترش). ) ١ اصل

∀x, y ∀z(z ∈ x↔ z ∈ y → x = y)

y١, . . . , yn هر برای باشد. L = {∈} زبانِ در اول مرتبه فرمول ͷی φ(x, y١, . . . , yn) کنید فرض شمول). (اصل ٢ اصل

سیستم̧

z = {x|φ(x, y١, . . . , yn)}

است: زیر صورت به اصل این رسمͬ بیان است. مجموعه ͷی

∀y١, . . . , yn∃z∀t
(
t ∈ z ↔ ϕ(t, y١, . . . , yn)

)
ͬ شوند. م نامیده مجموعه ها) نظریه ی ساده انگارانه ی اصول (يا کانتور مجموعه های نظریه ی اصول بالا، اصل دو

هستند.) آمیز تناقض کانتور مجموعه های نظریه (یعنͬ است. ناسازگار کانتور های مجموعه نظریه .٢٠١ لم

نظریه ی اصول از زیر عبارت شمول،  اصل به بنا پس هاست. مجموعه نظریه زبان در فرمولͬ φ(x) : x /∈ x فرمول اثبات.

ͬ شود: م نتیجه ساده انگارانه مجموعه های

∃z ∀t t ∈ z ↔ t /∈ t
درسͬ کلاس سرِ بود. دانشجویان از ناامیدی علت به بی انگیزگیم تر، مهم آن از و اسبا ب کشͬ به مشغولیتم جلسات، این بارگذاری در تأخیر ۴۶علت

کلاسهای همسطح که کلاسͬ و ͬ شود، م تدریس آن وجه دقیق ترین به ریاضیات مبانͬ دارد آن در که کلاسͬ و ͬ گذارم م وقت آن لحظه  لحظه ی برای که

بودند دیͽر درسͬ درباره ی بحث حتͬ و مطالعه مشغول گروهͬ طور به حاضرین، اکثر و غایب علاقه مندم دانشجویان دنیاست، دانشͽاههای بهترین

این تایپ زحمت پیری خانم و محمدصالحͬ، و نیͷ آبادی آقایان حال، این با کنم. پاک ذهن از چͽونه را صحنه این ͬ دانم نم داشتند. را امتحانش که

شدم. آنها تصحیح و بازخوانͬ به مجاب پاسخ، در نیز من و کشیدند را جلسات
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ͬ شود: م نتیجه زیر فرمول بالا، فرمول از است. مجموعه ͷی z = {x|x /∈ x} دیͽر بیان به

∃z z ∈ z ↔ z /∈ z.

است. آمیز تناقض بالا،  فرمول

زیر صورت به ͬ توان م را بالا اثبات بͽیریم، نظر در را سازگار) تئوری هر داشتن (مدل تمامیت قضیه ی اگر که کنید توجه

اعضای دارد. وجود آنها برای M مانند مدلͬ آنگاه باشند، سازگار هم با مجموعه ها نظریه ی ساده انگارانه ی اصول اگر نوشت:

پس ͬ شوند. م نامیده مجموعه مدل، این

M |= ∃t ∀z z ∈ t↔ z /∈ z

که طوری به است موجود M در a مجموعه ی پس

M |= ∀z z ∈ a↔ z /∈ z.

بنابراین

M |= a ∈ a↔ a /∈ a.

نیست. امͺان پذیر این که

وقوع دارد. نام راسل پارادوکس واقع در شد، ارائه کانتور مجموعه های نظریه ی ناسازگاری اثبات عنوان به بالا در آنچه

ریاضیات برای تناقضات از عاری اصل بندی ͷی ارائه ی برای زیادی تلاشهای به منجر مشابه، پاردوکسهای و پارادوکس این

ادامه ی در گرفت. قرار بهتری عمومͬ اقبال مورد ،۴٧ انتخاب اصل همراه به فرانکل و زِرملو اصول تلاشها، این ازمیان شد.

درباره ی باید گفتیم، جلسه این ابتدای در تئوری ͷی درباره ی که را نکته ای سه نیز پرداخت. خواهیم اصول این بیان به درس

ZFC بعد به این از آنها به (که انتخاب اصل به علاوه به فرانکل و زرملو اصول اگر که کنید دقت کنیم. بررسͬ نیز اصول این

هر به است. مدل ͷی دارای تمامیت)  به (بنا مجموعه ها نظریه ی آنگاه باشند، سازگار مجموعه ها، نظریه ی برای گفت) خواهیم

(یعنͬ وجودشان که ͬ گوییم م مجموعه چیزهایی به تنها بنابراین، ͬ شود. م گفته مجموعه ͷی مدل، این در موجود اشیای از ͷی

هرگاه است مجموعه ͷی a مثلا́ پس شود. نتیجه ZFC اصول از بودنشان) مجموعه

ZFC ⊢ ∃x x = a

دارد وجود ͬ ء ش ͷی که کرد ثابت بتوان ZFC در هیلبرت اصول از استفاده با که است مجموعه صورتͬ در a دیͽر، بیان به

پرداخته ایم. مجموعه ها نظریه ی اصول بیان به ادامه، در است. a همان که

گسترش). (اصل ١ اصل

∀x, y ((∀z z ∈ x↔ z ∈ y)→ x = y)

۴٧Zermelo, Fränkel, axiom of choice
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ͬ گفتیم م آنجا در ͬ آید. م دست به کانتور شمول اصل روی محدودیت ͷی ایجاد با واقع در اصل این تصریح). (اصل ٢ اصل

است آن از بزرگتر خیلͬ ما برای سیستم آن اینجا در است. مجموعه دارند، مشترک ويژگͬ ͷی که اشیائͬ از متشͺل سیستم که

y٠, . . . , yn که بدانیم اگر دقیقتر، بیان به ͬ کنیم. م تحدید است مجموعه ͷی ͬ دانیم م که چیزی به را آن پس باشد، مجموعه که

است: مجموعه ͷی زیر عبارت آنگاه باشد ها مجموعه نظریه زبان در فرمول ͷی φ و هستند مجموعه

{z ∈ y٠|φ(z, y١, . . . , yn)}

است: ZFC در اصل) ش˼مای ͷی واقع (در اصولِ از ͬͺی زیر عبارت تر دقیق بیان به

∀y٠, y١, . . . , yn∃t∀z z ∈ t↔ z ∈ y٠ ∧ φ(z, y٢, . . . , yn)

در بالا صورت به اصل ͷی باید φ فرمولِ ͷی هر برای که است این است اصل شمای ͷی بالا عبارت که این از منظور

شود. گرفته نظر در ZFC

مجموعه برای جهان ͷیM اگر مدلͬ، نظریه ی بیان به است. آمده پارامترها برای واقع در ∀y٠ . . . yn سور که کنید دقت نیز

زیر عبارت با دقیقا که دارد وجود جهان این در شیئͬ آنگاه باشند، جهان این در (مجموعه هایی) اشیایی a٠, . . . an و باشد،

ͬ شود: م توصیف

{x ∈ a٠|ϕ(x, a١, . . . , an}.

هم آن، اشیای که است سیسمتͬ x ∩ y از منظور است. مجموعه ͷی x ∩ y آنگاه باشند مجموعه دو x, y اگر .٢٠٢ مثال

هستند. y به متعلق هم و x به متعلق

x ∩ y = {z ∈ x|z ∈ y}

تصریح اصل بنابر اثبات.

ZFC ⊢ ∀x, y∃t∀z z ∈ t↔ z ∈ x ∧ z ∈ y

هم آن (پس دارد وجود دیͽری چیز عمومͬ) (سور باشند مجموعه چیز دو اگر که داده ایم نشان اثبات این در که کنید دقت

آندوست. اشتراک که است) مجموعه

است. مجموعه ͷی x− y آنگاه باشند مجموعه دو x, y اگر .٢٠٣ مثال

x− y = {z ∈ x|z /∈ y}

۴٨ شما) عهده ی به (اثبات

تصریح، اصل به بنا است، مجموعه ͷی x که این فرض با است. مجموعه ͷی تهͬ .٢٠۴ مثال

{z ∈ x|z ̸= z}

کنید. مراجعه مدرس ریاضͬ مبانͬ جزوه ی به سوال این پاسخ یافتن برای چیست. y مجموعه ی متمم یعنͬ yc که آمد پیش سوال برخͬ برای ۴٨
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گفت: خواهیم تهͬ مجموعه ی آن به که است مجموعه ͷی

ZFC ⊢ ∃t∀z z ∈ t↔ z ∈ x ∧ z ̸= z

وجود مجموعه ͷی حتماً باشد، سازگار ZFC که صورتͬ در اما ͬ گیرند. م اصل ͷی را تهͬ مجموعه ی وجود برخͬ

ͬ شود. م ثابت نیز تهͬ مجموعه ی وجود تصریح، اصل و بالا مثال به بنا و دارد

متشͺل کلاس یا سیستم دیͽر، بیان (به ندارد. وجود ها مجموعه همه مجموعه که شود مͬ نتیجه ZFC اصول از .٢٠۵ قضیه

نیست.) مجموعه ها، مجموعه همه از

آنگاه T ∪ {φ} ⊢ ψ ∧ ¬ψ و باشد تئوری ͷی T اگر که کنید ثابت) (و دقت نخست

T ⊢ ¬φ.

مجموعه ها همه ی شامل مجموعه ی ͷی وجود فرض با مجموعه ها نظریه ی اصول که ͬ دهیم م نشان بالا، نکته ی به بنا اثبات.

تصریح اصل به بنا آنگاه باشد. سازگار ZFC ∪ {∃V ∀x x ∈ V } کنید فرض پس است. ناسازگار

ZFC ⊢ ∃t∀z (z ∈ t↔ z ∈ V ∧ z /∈ z)

است: مجموعه ͷی زیر عبارت تر، رسمͬ غیر بیان به

t = {z ∈ V |z /∈ z}

داشت: خواهیم صورت این در اما

t ∈ t↔ ¬(t ∈ t).

گفته این نقیض پس است. آمیز تناقض ZFC اصول همراه به باشد، مجموعه ها، مجموعه تمام از متشͺل سیستم که این پس

ͬ شود. م نتیجه ZFC اصول از

است: وصف قابل فرمول˂ ͷی توسط مجموعه ها همه ی کلاس یعنͬ ،V که کنید دقت

V = {x|∀y y ∈ x}

است. کلاس کرده ایم، انتخاب پدیده هایی چنین برای که نامͬ نیست. مجموعه ͷی V کردیم ثابت که طور همان حال این با

تصریح اصل دارد. نام کلاس ͷی شود، توصیف کانتور) مجموعه های نظریه ی (در شمول اصل در که عبارتͬ هر واقع در

است. مجموعه ͷی مجموعه، ͷی با کلاس ͷی اشتراک که است این بیانگر

مجموعه ای یعنͬ است؛ مجموعه ͷی {x, y} آنگاه باشند مجموعه دو x, y اگر اصل،  این به بنا سازی). جفت (اصل ٣ اصل
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نوشته ایم: را اصل این دقیق بیان زیر در است. شده تشͺیل x, y از تنها که است موجود

∀x, y∃t∀z (z ∈ t↔ z = x ∨ z = y)

است: زیر صورت به است، شده نوشته بالا اصل در وجودش که t مجموعه ی

t = {x, y}.

{y١, . . . , yn} آنگاه باشد مجموعه y١, . . . , yn اگر n ∈ N هر برای که شود مͬ نتیجه استقراء) با (و سازی جفت اصل از

است. مجموعه

۴٩ ͬ شود: م تعریف زیر صورت به (x, y) مرتب زوج باشند. مجموعه دو y و x کنید فرض .٢٠۶ تعریف

(x, y) = {{x}, {x, y}}

است. مجموعه (x, y) آن گاه باشند، مجموعه y و x اگر .٢٠٧ لم

گسترش اصل به بنا هستند. مجموعه {x, y} و {x, x} جفت سازی اصل به بنا آن گاه باشند، مجموعه y و x اگر اثبات.

است. مجموعه نیز {{x}, {x, y}} جفت سازی اصل به بنا هستند. مجموعه {x, y} و {x}پس {x, x} = {x}

ͬ گذارم. م شما عهده ی به را زیر لم اثبات

.٢٠٨ لم

ZFC ⊢ (x, y) = (x
′
, y

′
)↔ x = y ∧ x′

= y
′

صورت به دقیقاً اجتماع اصل است. مجموعه ͷی
∪
x آن گاه باشد مجموعه ͷی x اگر اصل، این به بنا اجتماع). (اصل ۴ اصل

است: زیر

∀x∃z∀y (y ∈ z ↔ ∃t(t ∈ x ∧ y ∈ t))

است.
∪
x مجموعه ی همان بالا، در z مجموعه  ی واقع در

.٢٠٩ مثال

x = {{١, ٢}, {٣, ۴}}∪
x = {١, ٢, ٣, ۴}

است. مجموعه x ∪ y آن گاه باشند، مجموعه y و x اگر .٢١٠ لم

.x ∪ y =
∪
{x, y} کنید) (تحقیق داریم است. مجموعه {x, y} آن گاه باشند مجموعه y xو اگر جفت سازی اصل به بنا اثبات.

ͬͺکوراتُفس ۴٩زوج
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وجود مجموعه ای یا است؛ مجموعه x زیرمجموعه های تمام از متشͺل کلاس آن گاه باشد مجموعه x اگر توان). (اصل ۵ اصل

است: زیر صورت به اصل این رسمͬ بیان است. x از زیرمجموعه ͷی دقیقاً آن عضو هر که دارد

∀x∃y∀z (z ∈ y ↔ ∀u(u ∈ z → u ∈ x)︸ ︷︷ ︸
z⊆x

)

نظریه ی در که کنید دقت ͬ دهیم. م نشان P(x) با را آن زیرمجموعه های همه ی مجموعه ی آنگاه باشد، مجموعه x اگر

باشد، مجموعه ͷی x اگر بنابراین کنید!). ثابت تصریح اصل با را (این است مجموعه مجموعه، ͷی عضوِ هر مجموعه ها،

است. مجموعه مجموعه، ͷی از زیرمجموعه هر پس است. مجموعه ͷی P(x) به متعلق عنصرِ هر

را a× b مجموعه ی است. مجموعه نیز a× b = {(x, y)|x ∈ a ∧ y ∈ b} آن گاه باشند مجموعه b و a اگر .٢١١ تعریف

ͬ نامیم. م a, b حاصلضرب

که کنید دقت

a× b = {{{x}, {x, y}}|x ∈ a ∧ y ∈ b}

یعنͬ

t ∈ a× b↔ ∃x ∈ a∃y ∈ b t = (x, y)︸ ︷︷ ︸
بیان قابل

است: مجموعه ͷی زیر عبارت توان، اصل و تصریح اصل به بنا .a× b بودنِ مجموعه اثبات

{u ∈ P (P (a ∪ b))|∃x ∈ a∃y ∈ b u = (x, y)}

این و است؛ نوشتن قابل مجموعه ها نظریه ی زبان در فرمول ͷی توسط (٢٠٧ لم̧ به (بنا u = (x, y) عبارتِ که کنید دقت

ͬ دهد. م ما به را تصریح اصل از استفاده حق واقع در

هستند. تعریف قابل a١ × a٢ × ...× an و a× b× c مشابه طور به

به a از f کنید فرض ͬ شود. م گفته b به a از دوموضعͬ رابطه ی ͷی a× b از زیرمجموعه هر به باشند مجموعه b و a اگر

گاه هر خوانیم مͬ تابع را f باشد. رابطه ͷی b

∀x ∈ a∃!y ∈ b (x, y) ∈ f

ϕ(x, y) فرمولِ کنید فرض حال کردیم. تعریف بالا در را b به a از تابع ͷی از منظور آنگاه باشند مجموعه a, b اگر که کنید دقت

که باشد صورتͬ به

ZFC ⊢ ∀x∃!y ϕ(x, y)

شمول اصل مشͺل̞ همان ولͬ ͬ کند. م مشخص را تابع ͷی گراف ϕ فرمولِ که ͬ کنند م ثابت ZFC اصول صورت، این در
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است: زیر عبارت ͬ شود، م تعریف ϕ فرمولِ توسط آنچه است. باقͬ هم دراینجا

{(x, y)|ϕ(x, y)}

به آن شباهت علت به ولͬ نیست، تابع ͬ شود، م تعریف آن توسط آنچه پس نیست. مجموعه ͷی لزوماً عبارت، این که گفتیم

اگر خلاصه، طور به پس ͬ نامیم. م ۵٠ تابعال ͷی را آن تابع، ͷی

ZFC ⊢ ∀x∃!y ϕ(x, y)

عبارتِ آنگاه

f = {(x, y)|ϕ(x, y)}

اگر دقیقتر، بیان به باشند. رفته کار به نیز مجموعه جنس از پارامترهایی است ممͺن تابعال ͷی تعریف در است. تابعال ͷی

صورت به عبارت هر آنگاه باشد، مجموعه ها نظریه ی زبان در فرمول ͷی ϕ(x, y, z١, . . . , zn) و باشند مجموعه a١, . . . an

است: تابعال ͷی زیر

{(x, y)|ϕ(x, y, a١, . . . , an)}.

داد. نشان f : V → V با ͬ توان م را آن که

ͬ خواهیم م ما که دقتͬ به جانشانͬ اصل مجموعه ها، نظریه ی کتابِ کمتر در بپردازم. جانشانͬ اصل به ͬ خواهم م زیر در
۵١ هستیم. منطق درس گذراندن ترم از نیمͬ مرهون را دقت این نیز ما است. شده بیان کنیم، بیانش

مجموعه ͷی a و داده شده است مجموعه ها نظریه در فرمول ͷی توسط که باشد تابعال ͷی f اگر جانشانͬ). (اصل ۶ اصل

ͷی مجموعه، ͷی به تابعال ͷی تحدیدِ تصویرِ دیͽر، بیان به است؛  مجموعه ͷی f [a] = {f(x)|x ∈ a} آن گاه باشد،

است. مجموعه

∀z١, . . . , zn ∀a ∀x ∃!y φ(x, y, z١, . . . , zn)→ ∃t
(
∀z z ∈ t↔ ∃u ∈ A φ(u, z, z١, . . . , zn)

)
نوشته ایم: را زیر عبارت بالا در

این تحت a٠ تصویرِ آنگاه باشد، مجموعه ͷی a٠ و بدهد را V به V از تابعال ͷی گراف ϕ(x, y, a١, . . . , an) فرمولِ اگر

است. مجموعه تعریف پذیر، تابع ͷی تحت مجموعه، هر تصویر ͬ تر فن بیان به است. مجموعه ͷی تابعال،

است. مجموعه ͷی a× b عبارتِ a, b بودنِ مجموعه فرض با که دهید نشان توان، اصل از استفاده بدون .٢١٢ مثال

که گفتیم

a× b =

{{
{x}, {x, y}

}
|x ∈ a, y ∈ b

}
کرده ام! توجیه را ال پسوند از استفاده حق درس، کلاس ۵٠در

بپردازم. اصل بدین شاید و باید که طور آن نتوانستم نیز ریاضͬ مبانͬ درس ۵١در
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است: مجموعه ͷی زیر عبارت که ͬ دهیم م نشان ابتدا باشد. مجموعه ͷی x ∈ b کنید فرض

a× {x} = {(t, x)|t ∈ a}

است: اثبات قابل ZFC در زیر عبارت که کنید دقت

∀z ∃!u u = (z, x)

است: تعریف قابل زیر تابعال پس

f : V → V

f : z 7→ (z, x)

است: مجموعه ͷی جانشانͬ، اصل به بنا تابعال، این تحت a مجموعه ی تصویر حال

f [a] = {(z, x)|z ∈ a} = a× {x}

که ͬ دانیم م

a× b =
∪
x∈b

(
a× {x})

اگر پس

{a× {x}|x ∈ b}

شد. خواهد اثبات ما نظر مورد حͺم و بود خواهد مجموعه ͷی نیز a× b بالا، عبارت و اجتماع اصل به بنا باشد، مجموعه ͷی

که کنید دقت دوباره

∀x ∃!u u = a× {x}

پس نوشت. اول مرتبه ی فرمول ͷی توسط دقیقاً ͬ توان م را بالا عبارت

g : V → V

x
g7→ a× {x}

است: مجموعه ͷی زیر عبارت جانشانͬ، اصل به بنا است. تابعال ͷی

g[b] = {a× {x}|x ∈ b}
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که است تحقیق قابل راحتͬ به و است مجموعه ͷی
∪
g[b] اجتماع، اصل به بنا گفتیم که همانگونه پس

∪
g[b] = {(x, y)|x ∈ a, y ∈ b} = a× b.

آموختیم منطق درس در ͬ کنیم. م استفاده x∪y, x∩y, x−y, x ⊆ y عبارتهای از که ͬ آید م پیش بسیار مجموعه ها نظریه ی در

باید x ∩ y بنویسیم ͬ خواهیم م اگر مثلا باشیم. داشته را بدانها مربوط علائم زبانْ در که داریم را چیزهایی نوشتن حق تنها که

که ͬ دانیم م نیز طرفͬ از اما بدهد. را x ∩ y و بͽیرد را x, y که باشد تابعͬ آن تعبیر که باشیم داشته زبانْ در تابعͬ نماد ͷی

نقش و دارد وجود که کرد استفاده مجموعه ای از تصریح اصل از استفاده با x∩ y نوشتن̞ جای به شد، لازم که جا هر ͬ توان، م

نمادِ از استفاده پس است. شده استفاده مجموعه ها نظریه ی زبان نمادهای از فقط وجودش بیان برای و ͬ کند م بازی را x ∩ y

در شود). جدید مجموعه های بروز یا آن، ناسازگاری موجب نباید (مثلا́ کند وارد مجموعه ها نظریه ی به لطمه ای نباید x ∩ y

کرده ایم. دقیق را گفته ها این زیر

که کنید فرض و باشد. یLͷفرمول φ و L زبان در دلخواه تئوری ͷی T کنید فرض

T ⊢ ∀x ∃!y φ(x, y)

کنید. اضافه f تابعͬ نماد ͷی L زبان به

L′ = L ∪ {f}

دهید: قرار نیز

T ′ = T ∪ {∀x φ(x, f(x))}

آنگاه

.T ⊢ φ آنگاه T ′ ⊢ φ و باشد یLͷجمله φ اگر .١

که طوری به است موجود ψ یLͷفرمولِ ψ′ ′Lفرمولِ هر برای .٢

T ′ ⊢ ψ ↔ ψ′

که صورتͬ (در است. T از تعریف پذیر توسیع ͷی T ′ ͬ گوییم م ندارد. T با زیادی تفاوت T ′ بالا، نکته ی دو به بنا

شود). داده گسترش نیز ثوابت و روابط به بالا تعریف

دیͽر تعریف پذیر روابط و توابع بسیاری و زیر، توابع مجموعه ها نظریه ی زبان در که کرد فرض ͬ توان م شد گفته آنچه به بنا
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موجودند:

(x, y) 7→x ∩ y

x ∪ y

x− y

{x, y}

x× y

کرد. فرض جدید توابع این شامل را φ فرمول ͬ توان م نیز جانشانͬ و تصریح اصل در .٢١٣ توجه

پیش پرداخت. خواهیم ۵٢ انتظام اصل نام به مجموعه ها، نظریه ی اصول تدریس!) و فهم (در سخت ترین از ͬͺی به ادامه  در

هستند: مجموعه زیر عبارات که کنید دقت آن از

∅

{∅}

{∅, {∅}}

{∅, {∅}, {∅, {∅}}}

است این ما مطلوب آمده اند. دست به جفت سازی اصل از استفاده بار چندین و تهͬ مجموعه ی از استفاده با مجموعه ها این

باشند». خوش بنیاد اینچنین مجموعه ها «همه ی

شود. متوقف مرحله متناهͬ از پس زیر، مانند دنباله ی هر هرگاه ͬ نامیم م بنیاد خوش را x مجموعه ی .٢١۴ تعریف

x ∋ x٠ ∋ x١ ∋ x٢ ∋ . . .

نیست: خوش بنیاد زیر، صورت به عبارتͬ واقع در

{{{
{. . .}

}}}

اصل ͷی صورت به بتوان باید را این اما هستند. خوش بنیاد مجموعه ها همه ی که است این بیان برای خوش بنیادی اصل

باشد. داشته را خواسته این بیان توان که نوشت اول مرتبه ی

انتظام). (اصل ٧ اصل

∀x ∃z ∈ x z ∩ x = ∅
۵٢Fundierungaxiom,axiom of Regularity, axiom of well-foundedness
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وارد سپس و بشویم، مجموعه آن از عضوی وارد از پس و بشویم، مجموعه ͷی وارد اگر که ͬ کند م بیان بالا اصل صورت

اگر مثال برای ͬ رسیم. م تهͬ به نهایتاً بشویم، عضو آن از عضوی

z =
{
{١, ٢}, ٢

}
x =

{{
{١, ٢}, ٢

}
,
{

١, ٢
}}

آنگاه

x ∈ z x ∩ z = {١, ٢} := y y ∩ x = ∅

کنیم: بحث خوش بنیادی بیان برای بالا اصل توانائͬ درباره ی ͬ توانیم م منطق، لطف به هم آن دوباره،

که طوری به است موجود x مجموعه ی آن گاه باشد نادرست انتظام اصل اگر

(∗) ∀z ∈ x z ∩ x ̸= ∅

پس ͬ شود. م یافت x١ ∈ x٠ ∩ x مجموعه ی (∗) عبارتِ به بنا دوباره x٠ ∈ x که آنجا از .x٠ ∈ z ∩ x که کنید فرض

x ∋ x٠ ∋ x١

ͬ شود: م یافت زیر صورت به دنباله ͷی پرداخت) خواهیم بدان بعدی جلسه ی در که انتخاب اصل به (بنا ترتیب این به

x٠ ∋ x١ ∋ x٢ ∋ x٣ ∋ . . .

ͬ شود. م غیرخوش بنیاد مجموعه ی ͷی وجود به منجر انتظام، اصل بودن نادرست بنابراین

باشد. خوش بنیاد غیر x که کنید فرض ͬ کنیم. م صحبت آن برعکس درباره ی حال

x ∋ x٠ ∋ x١ ∋ . . .

دهید قرار ͬ کند. م نقض را انتظام اصل این آیا که ببینیم ͬ خواهیم م

A = {x٠, x١, x٢}

xn صورت به t آنگاه x ∈ A اگر زیرا ͬ کند. نم صدق انتظام اصل در خیر) یا است مجموعه ͬ دانیم نم (که A که کنید دقت

وجود غیرخوش بنیاد مجموعه ای که ما خواسته ی این به واقع در انتظام، اصل پس .xn+١ ∈ t ∩ A که است واضح است.

تر گیج که این برای است. مجموعه بالا در A که کنیم فرض نداشتیم دلیلͬ که نکنیم فراموش ولͬ است. ͷنزدی باشد نداشته

بͽیرید: نظر در را زیر تمرین  (!) شوید

غیرخوش بنیاد مجموعه ای آن در که دارد مدلͬ باشد، سازگار ZFC اگر که دهید نشان فشردگͬ، از استفاده با .٢١۵ تمرین

دارد. وجود
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زد اف سͬ از استاندارد مدل هر در بزرگ کافͬ اندازه ی به نزول̞ͬ دنباله های که آنجا از واقع در است. آسان بالا تمرین حل

شود. یافت نامتناهͬ و نزولͬ دنباله ای آن در که است موجود استاندارد غیر مدلͬ ͬ شوند، م پیدا

که ͬ شود م نتیجه انتظام اصل از حال این با است. نبوده موفق خوش بنیادی بیان در آنقدرهاهم انتظام، اصل پس

طوری که به ندارد وجود N دامنه ی با f تعریف پذیرِ تابع̧ هیچ آن گاه x٠ ∋ x١ ∋ x٢ ∋ . . . اگر انتظام). اصل (از ٢١۶ نتیجه

انتظام اصل در مجموعه، آن که ͬ شود م مجموعه ͷی تابع، این تصویر جانشانͬ اصل به بنا این صورت غیر (در .f(i) = xi

ͬ کند). نم صدق

که ͬ شود م نتیجه انتظام اصل از همچنین .٢١٧ مثال

.١

∀x ¬(x ∈ x)

آنگاه x ∈ x اگر زیرا

∃z ∈ x z ∩ x ̸= ∅.

ناممͺن قبلͬ مورد به بنا این و باشد خودش شامل باید باشد، مجموعه اگر زیرا نیست. مجموعه مجموعه ها همه ی کلاس .٢

است.

اگر که است این فرض این علت هستند. خوش بنیاد مجموعه ها همه ی که ͬ کنیم م فرض ما تفاسیر، این همه ی با

آن گاه M |= ZFC

{M ∈M|.است بنیاد خوش M} |= ZFC

برای مدلͬ خود˂ هستند، خوش بنیاد آن در که مجموعه هایی باشد، ۵٣ مجموعه  ها نظریه ی برای مدلͬ M اگر دیͽر، بیان به

هستند. خوش بنیاد مجموعه ها همه ی و است برقرار انتظام اصل مدل، این در ͬ سازند. م مجموعه ها نظریه ی

مجموعه ها نظریه ی از مدل ͷیM اگر ͬ آورند: م خوش بنیادی بیان در انتظام اصل توفیق عدم برای را زیر فلسفͬ دلیل گاهͬ

زودی به است قرار زنجیری هر و ندارند وجود نزولͬ نامتناهͬ زنجیرهای مجموعه هایش در که ͬ کند م فکر مدل این خودِ باشد،

پارادوکس برای را توجیه هایی چنین مشابه دارد. ادامه ابد تا که هست زنجیری که ͬ بیند م مدل، این بیرون ناظرِ ولͬ شود؛ متوقف

گفته ایم. سخن آن درباره ی اندکͬ ادامه در که ͬ آورند م اسͺولم

که دید خواهیم

ZFC ⊢ دارد. وجود ناشمارا مجموعه ی ͷی

مدلͬ دارای ZFC صورت این در اسͺولم لونهایم لم به بنا است. مدل دارای باشد، سازگار ZFC اگر که ͬ دانیم م حال

در پس هستند مجموعه خود˂ مجموعه، آن اعضای که کنید دقت دارد! وجود ناشمارا مجموعه ای مدل، این در شماراست.

ͬ آورند: م دلیلͬ چنین آن توجیه در و ͬ خوانند م اسͺولم تناقض را این دارند! وجود مجموعه ناشمارا شمارا، مدل این در واقع

نظر به بزرگ چندان مدل این اعضای بیرون، از ولͬ دارد؛ (ناشمارا)  بزرگ بسیار عضوی که ͬ کند م فکر ZFC شمارای مدلِ

ͬ رسند! نم

ͬ شود. م نتیجه تهͬ مجموعه ی وجود و توان جانشانͬ، اصول از جفت سازی اصل که دهید نشان .٢١٨ تمرین
انتظام اصل بدون مجموعه  ها نظریه ی ۵٣حتͬ
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وسوم بیست جلسه ی ٠ . ٢١

بعدی جلسات در و ͬ کنم م معرفͬ اجمالا˟ را آنها جلسه، این در که است مانده مجموعه ها نظریه ی نظریه ی از دیͽر اصل دو

کرد. خواهم صحبت بیشتر آنها درباره ی

به اصل این رسمͬ بیان دارد. وجود نامتناهͬ مجموعه ای که است این بیانگر اصل این نامتناهͬ). مجموعه ی (وجود ٨ اصل

است: زیر صورت

∃z (∅ ∈ z ∧ ∀x ∈ z x ∪ {x} ∈ z)

است: زیر مجموعه های همه ی شامل است،  شده وصف بالا اصل در که مجموعه ای پس

∅

∅ ∪ {∅} = {∅}

{∅} ∪ {{∅}} = {∅, {∅}}

...

تابع نام (به تابعͬ باشیم، داشته ناتهͬ مجموعه های از متشͺل مجموعه ای اگر انتخاب، اصل به بنا انتخاب). (اصل ٩ اصل

است: زیر صورت به اصل این رسمͬ بیان ͬ دارد. برم عضوی مجموعه این اعضای از ͷی هر از که دارد وجود انتخاب)

∀x(x ̸= ∅ → ∃f : x→
∪

x ∀t ∈ x f(t) ∈ t)

ͬ دارد. برم عنصری x در موجود مجموعه های از کدام هر از بالا در f تابع و هستند مجموعه ͷی کدام هر xاعضای که کنید دقت

ͷی که گفت باید آن بیان برای است. اول مرتبه ی منطق در بیان قابل است، موجود f مانند تابعͬ که این که کنید دقت

داراست. را بودن تابع  ͬ ویژگ که است موجود x×
∪
x از زیرمجموعه 

اعداد به جلسه، این ادامه ی در داد. خواهم توضیح بیشتر آن معادل صورتهای و انتخاب اصل درباره ی آینده جلسات در

تمرین حتماً مجموعه ها، نظریه ی اصول دقیقترِ فهم برای که ͬ کنم م پیشنهاد دانشجویان به آن از پیش پرداخت. خواهیم طبیعͬ

کنند. حل را زیر

که طور همان مجموعه ، این باشد. طبیعͬ اعداد متناه̞ͬ زیرمجموعه های تمام مجموعه ی P<ω(N) کنید فرض .٢١٩ تمرین

و N بین ͷبه ی ͷی تناظر ͷی β کنید فرض است. N با ͷبه ی ͷی تناظر در پس شماراست، ͬ دانید، م ریاضͬ مبانͬ درس از

کنید: تعریف زیر صورت به را ∈β رابطه ی N روی باشد. P<ω(N)

x ∈β y ⇔ x ∈ β(y).

دهید. جواب آن درباره ی زیر تمرینهای به و بͽیرید نظر در را (N,∈β) ساختارِ حال

هستند؟ درست ساختار این در زد اف سͬ اصولِ کدام .١
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است. خوش بنیاد (N,∈β) در مجموعه هر آنگاه بͽیریم، نظر در زیر نگاشت را β اگر که دهید نشان .٢

β(٢n١ + . . . ٢nk) = {n١, . . . , nk}.

نباشد. درست انتظام اصل (N,∈β) در که کنید تعریف گونه ای به را β .٣

غیرخوش بنیاد مجموعه ی ͷی حال درعین ولͬ باشد، درست انتظام اصل (N,∈β) در که کنید تعریف گونه ای به را β .۴

شود. پیدا

طبیعͬ اعداد ٠ . ٢١ . ١

ͬ شناسند: م همه را طبیعͬ اعداد

N = {٠, ١, . . .}.

آنگاه شود، نتیجه n+ ١ برای آن درستͬ n برای آن بودن درست از و باشد درست ٠ برای حͺمͬ اگر که ͬ دانند م همه نیز را این

طبیعͬ اعداد درباره ی ZFC که است این پرداخته ایم بدان ادامه در آنچه اما است. درست «تک تک اعدادِطبیعͬ» برای حͺم این

بیان قابل مجموعه ها نظریه ی در حدی چه تا حقیقͬ اعداد به مربوط حقایق که بدانیم ͬ خواهیم م دیͽر بیان به ͬ کند. م فکر چه

ͬ کنیم: م معرفͬ ساده مجموعه ی چند نخست هستند. اثبات و

٠ = ∅

١ = {٠} = {∅}

٢ = {٠, ١} = {∅, {∅}}

٣ = {٠, ١, ٢} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}

...

n = . . .

کرده ایم. تعریف دقیق طور به را طبیعͬ اعداد مفهوم درس ادامه ی در

هرگاه ͬ نامیم م متعدی را x مجموعه .٢٢٠ تعریف

∀y, z y ∈ z ∈ x→ y ∈ x

کنید). ثابت را (این .
∪
x ⊆ x اگروتنهااگر است متعدی x دیͽر بیان به

گوییم مͬ باشد.) a× a از مجموعه زیر ͷی < (یعنͬ باشند. a روی رابطه ͷی < و مجموعه ͷی a کنید فرض .٢٢١ تعریف

باشند: برقرار زیر مورد دو هرگاه است a روی ترتیبی رابطه ͷی <
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.∀x ∈ a ¬(x < x) .١

.∀x, y, z ∈ a (x < y) ∧ (y < z)→ x < z .٢

باشد: برقرار نیز زیر مورد بالا، مورد دو بر علاوه هرگاه است خطͬ ترتیبی رابطه ͷی < رابطه ͬ گوییم م همچنین

.∀x, y ∈ a (x < y ∨ y < x ∨ x = y) .٣

عضویت، رابطه ی خودِ گاهͬ مجموعه ها، نظریه ی در داریم. دست در را طبیعͬ اعداد تعریف برای لازم مواد همه ی حال

اردینالهاست. آن از پس و طبیعͬ، اعداد تعریف اساس این که ͬ شود م ترتیبی رابطه ی

باشند: برقرار زیر مورد سه هرگاه ͬ نامیم م طبیعͬ عدد ͷی را x مجموعه .٢٢٢ تعریف

باشد. متعدی x .١

باشد. خطͬ مرتب مجموعه ͷی (x,∈) .٢

باشد. ماکسیمم عنصر ͷی و مینیمم عنصر ͷی دارای ∈ ترتیبِ با x از ناتهͬ مجموعه ی زیر هر .٣

یعنͬ اولͬ هستند. متفاوت مطلب دو باشد، متعدی x روی ∈ رابطه ی که این با باشد، متعدی x که این که کنید توجه

اینها از هیچͺدام و باشد؛ برقرار تعدی رابطه ی t١, t٢, t٣ ∈ x عضوِ سه بین یعنͬ دومͬ ولͬ باشند. x عضوِ x اعضای اعضایِ

ͬ شود. نم نتیجه دیͽری از

ͬ شود. م نتیجه انتظام اصل از این زیرا باشد؛ ͬ موم مین دارای x از زیرمجموعه هر بͽوییم که نبود نیازی بالا تعریف در

ترتیب همین به و x١ ∈ x٠ عنصرِ پس نیست. y ͬ موم̧ مین با برابر x٠ ∈ y عنصر پس نباشد. ͬ موم مین دارای y ⊆ x کنید فرض

دنباله ی ͷی

x٠ ∋ x١ ∋ . . .

xi همه ی پس .x٢ ∈ x٠ که ͬ شود م نتیجه ∈ رابطه ی بودن متعدی به بنا x٠ ∋ x١ ∋ x٢ از که کنید دقت حال ͬ شود. م یافت

این اما است. مجموعه ͷی پس است، x٠ از زیرمجموعه ͷی A = {x١, x٢, . . .} یعنͬ هستند. x٠ اعضای i ≥ ١ برای ها
۵۴ .xi+١ ∈ A ∩ xi داریم xi ∈ A هر برای زیرا است. مغایر انتظام اصل با

هستند. طبیعͬ عدد طبیعͬ، عدد ͷی به متعلق عناصر که شود مͬ ثابت ZFC در .٢٢٣ لم

است: متعدی x روی تعلق رابطه ی زیرا است؛ متعدی y اولا˟ .y ∈ x و باشد طبیعͬ عدد ͷی x کنید فرض اثبات.

z ∈ u ∈ y → z ∈ y.

است ماکسیمم و مینیمم دارای y از ای مجموعه زیر هر که این است. اثبات قابل آسانͬ به است ترتیبی رابطه y روی ∈ که این

است. x از مجموعه زیر ͷی y از مجموعه زیر هر زیرا شود، مͬ ثابت آسانͬ به نیز

گردایه ی ͷی شدنِ مجموعه ی از ولͬ ͬ دهد، نم نتیجه را خوش بنیادی لزوماً انتظام اصل که گفتم قبل جلسه ی در است. مهمͬ مسئله ی این ۵۴

انتظام، اصل تعدی، وجود با پس ͬ دهد. م مجموعه ͷی تشͺیل یادشده، صورت به نزول̞ͬ دنباله ی هر تعدی، وجود با ͬ کند. م جلوگیری x٠ ∋ x١ ∋ . . .

ͬ دهد. م نتیجه را خوش بنیادی
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اعداد روی استقراء با ͬ توانید م را این است. طبیعͬ عدد ͷی بالا، در تعریف شده ،n هر ZFC در که دهید نشان .٢٢۴ تمرین

یعنͬ کرده اید. استفاده استقراء  از ZFC از خارج در شما واقع در ندارد، اشͺالͬ استقراء از استفاده این دهید. نشان طبیعͬ

در است. طبیعͬ عدد ͷی نیز n+ ١ زد اف سͬ، نظر از آنگاه باشد، طبیعͬ عدد ͷی n زد اف سͬ نظر از اگر که داده اید نشان

کرد. خواهیم فرمولبندی زد اف سͬ خودِ در را استقراء برای مفهوم ͷی درس، ادامه ی

ͬ کنیم: م تعریف باشد، مجموعه ͷی x اگر .٢٢۵ تعریف

s(x) = x ∪ {x}

است. طبیعͬ عدد ͷی نیز S(x) آنگاه باشد طبیعͬ عدد ͷی x اگر که شود مͬ ثابت ZFC در .٢٢۶ لم

آنگاه y ∈ z ∈ x ∪ {x} اگر ͬ گذارم. م شما عهده ی به را ͬ ها ویژگ سایر بررسͬ و ͬ کنم م ثابت را تعدی فقط اینجا در اثبات.

است مشخص هم دوم حالت در .y ∈ x ∪ {x}پس y ∈ x که ͬ شود م نتیجه x تعدی از اول حالت در .z = x یا z ∈ x یا

.y ∈ x ∪ {x}پس .y ∈ z = x که

به x؛ = y ∪ {y} = S(y) طوریͺه به است موجود y طبیعͬ عدد ͷی آنگاه باشد طبیعͬ عدد ͷی x و x ̸= ∅ اگر .٢٢٧ لم

است. دیͽر طبیعͬ عدد ͷی تالͬ ناصفر، طبیع̞ͬ عدد هر دیͽر، بیان

x ⊆ x (زیرا است موجود عنصری چنین طبیعͬ، عدد تعریف طبق که باشد x به متعلق عنصر بزرگترین y کنید فرض اثبات.

ͬ شود. م ثابت راحتͬ به y ∪ {y} ⊆ x که این .x = y ∪ {y} که کنیم مͬ ادعا است). ماکزیمم دارای x از زیرمجموعه هر و

است خطͬ ترتیب رابطه ͷی x روی ∈ که آنجا از آنگاه t /∈ y و t ∈ x اگر که کنید دقت ،x ⊆ y ∪ {y} که این اثبات برای

است. تناقض در y بودن ماکزیمم با y ∈ t که این که کنید دقت .y = t یا y ∈ t یا

ͬ دهیم. م نشان ω با را طبیعͬ اعداد تمام از متشͺل کلاس .٢٢٨ تعریف

است. مجموعه ͷی ω .٢٢٩ قضیه

یعنͬ مجموعه هاست. نظریه زبان در اول مرتبه فرمولهای توسط وصف قابل بودن طبیعͬ عدد که کنید دقت نخست اثبات.

ͷی که دهیم نشان است کافͬ تصریح، اصل به بنا است. طبیعͬ عدد ͷی x یعنͬ ϕ(x) که طوری به دارد، وجود ϕ فرمولِ ͷی

نشان است کافͬ ω بودنِ مجموعه اثباتِ برای دیͽر، بیان به .ω = {x ∈ t|ϕ(x)} که طوری به دارد وجود t مجموعه ی

است. آن از زیرمجموعه ای ω که است موجود t مجموعه ی ͷی که دهیم

بͽیرید: نظر در را نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل

∃t(∅ ∈ t) ∧ (∀u ∈ t u ∪ {u} ∈ t)

ثابت گفته این اثبات با واقع در .ω ⊆ t که داد خواهیم نشان ادامه  در است. موجود t نامتناه̞ͬ مجموعه ی ͷی اصل، این به بنا

باشند، شامل که را x هر و هستند تهͬ شامل که (مجموعه هایی است استقرایی های مجموعه تمام مجموعه زیر ω که ایم کرده

شاملند). نیز را x ∪ {x} مجموعه ی

حال .x ̸∈ t و x ∈ s(x) که کنید دقت .s(x) ∈ ω صورت، این در .x ∈ ω − t کنید فرض پس .ω ̸⊆ t کنید فرض

.z = min(s(x)− t) دیͽر بیان به z؛ /∈ t که باشد s(x) در عنصر کوچͺترین z که کنید فرض
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موجود y طبیعͬ عدد ͷی ،z ̸= ∅ و است طبیعͬ عدد ͷی z که جا آن از .(∅ ∈ t) زیرا z ̸= ∅ که کنید دقت همچنین

z ولͬ y ∈ z و y ∈ s(x) − t زیرا است، تناقض این اما .y ∈ z ∈ s(x) پس .z = s(y) = y ∪ {y} طوریͺه به است

است. s(x)− t ͬ موم̧ مین

.s(y) ∈ t ͬ کند، م صدق بودن نامتناهͬ مجموعه ی اصل در t که آنجا از آنگاه y ∈ t اگر که است این y ̸∈ t که این علت

.s(y) = z ̸∈ t اما

است. استقرائͬ مجموعه ی هر زیرمجموعه ی ω که کردیم ثابت همچنین بالا، قضیه ی اثبات در شد، گفته که طور همان

شد: ثابت بالا، اثبات درخلال نیز دیͽر مهم نکته ی ͷی اما

(استقراء). ٢٣٠ قضیه

ZFC ⊢ (x ⊆ ω ∧ ∅ ∈ x ∧ ∀z ∈ x s(z) ∈ x)→ ω = x.

این از x ⊆ ω که آنجا از حال .ω ⊆ x داریم قبل قضیه ی اثبات به بنا است، استقرائͬ مجموعه ی ͷی x که آنجا از اثبات.

.x = ω که ͬ شود م نتیجه

آیا که است این ͬ آید م پیش اینجا در که طبیعͬ سوال ͷی

ω = {٠, ١, ٢, . . . , }?

نگاه با چند هر باشد. برابر ω با باید باشد، استقرائͬ اگر پس است. ω زیرمجموعه ی راست دست مجموعه ی که کنید دقت

ͬ توان نم ZFC در اما است)  آن در نیز بعدیش است، آن در چه (هر است استقرائͬ مجموعه، این که ͬ رسد م نظر به بیرون، از

آن اعضای که دارد وجود مجموعه ای که کرد ثابت ͬ توان نم ZFC در واقع در است. استقرائͬ مجموعه، این که کرد ثابت

ͬ شود. م روشنتر زیر تمرین در گفته این هستند. {٠, ١, . . .} دقیقاً

شوند، مͬ پیدا استاندارد غیر طبیعͬ اعداد آن در که دارد مدلͬ ZFC آنگاه باشد سازگار ZFC اگر که دهید نشان .٢٣١ تمرین

داریم n هر برای ولͬ t ∈ ωM که طوری به است، موجود t ∈M عنصرِ که طوری به دارد وجود M |= ZFC مدل ͷی یعنͬ

.t ̸= n

بیست وشش و بیست وپنج بیست وچهار، جلسه های ٠ . ٢٢

در تعریف قابل طبیعͬ، اعداد همه ی کلاس ،ω که دادیم نشان همچنین شدیم. آشنا طبیعͬ عدد ͷی تعریف با قبل جلسه ی در

است. مجموعه  ͷی تصریح اصل به بنا است، استقرائͬ مجموعه ی هر زیرمجموعه ی که آنجا از و مجموعه هاست نظریه ی زبان

اعداد بین تعلق، رابطه ی که کرده ایم بیان زیر لم در است. خطͬ ترتیب ͷی ∈ رابطه ی طبیعͬ، عدد ͷی داخل در که گفتیم

ͬ کند. م تعریف ترتیب ͷی نیز طبیعͬ

این با ω از مجموعه زیر هر و است خطͬ ترتیب ͷی ω روی ∈ (یعنͬ است. ترتیب خوش مجموعه ی ͷی (ω,∈) .٢٣٢ لم

است). ͬ موم مین عنصر ͷی دارای ترتیب،
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که ͬ دهیم م نشان نخست زیر در ͬ کنم. م رها تمرین عنوان به را آن و است آسان نسبتاً ∈ رابطه ی بودن اثباتِ ترتیبی اثبات.

هستند. مقایسه قابل هم با ترتیب این با طبیعͬ عدد دو هر یعنͬ است؛ خطͬ نظر مورد ترتیب

.x = y یا y ∈ x یا x ∈ y یا که ͬ کنیم م ادعا .x, y ∈ ω کنید فرض

.x ∩ y ∈ y یا x ∩ y = y یا مشابهاً و x؛ ∩ y ∈ x یا x ∩ y = x یا .١ ادعا

داریم: دهند رخ هم با اگر زیرا دهند. رخ ͬ توانند نم همزمان x ∩ y ∈ x و x ∩ y ∈ y اتفاقِ دو .٢٣٣ توجه

x ∩ y ∈ x ∩ y

رو این از و y ⊆ x و x ⊆ y آنگاه دهد رخ x ∩ y = y و x ∩ y = x حالتِ اگر همچنین است. انتظام اصل ناقض این و

آنگاه x ∩ y ∈ x و x ∩ y = y اگر مشابهاً ͬ شود. م ثابت حͺم و x ∈ y آنگاه x ∩ y ∈ y و x ∩ y = x اگر .x = y

شود. ثابت بالا ادعای که است کافͬ تنها پس .y ∈ x

دهید قرار .x ∩ y ̸= x کنید فرض

t = min(x− x ∩ y).

ͬ کنیم م ادعا است. ͬ موم مین ͷی دارای آن از زیرمجموعه هر و است طبیعͬ عدد ͷی x زیرا است، موجود بالا در t مجموعه ی

.t = x ∩ y که

که کنیم ثابت باید

..١ t ⊆ x ∩ y

..٢ x ∩ y ⊆ t

u /∈ y اگر .u ∈ y که کنیم ثابت باید .u ∈ x داریم است متعدی x و t ∈ x که آنجا از .u ∈ t کنید فرض اول. مورد اثبات

عناصر تعدی به بنا این که t؛ ∈ u ∈ t پس .t ∈ u داریم t = min x − x ∩ y که آنجا از پس، .u ∈ x − x ∩ y آنگاه

ͬ کند. م نقض را انتظام اصل ،x در موجود

است. t = min x− x∩ y متناقض̞ این و t ∈ x∩ y پس .t = u یا t ∈ u آنگاه u ̸∈ t و u ∈ x∩ y اگر دوم. مورد اثبات

این با ω از ناتهͬ مجموعه ی زیر هر که کرده ایم ثابت ادامه  در ͬ رسد. م پایان به جا این در ω روی تعلق ترتیب بودن اثباتِ خطͬ

است. عنصر کوچͺترین داری (∈) رابطه

x١ ∈ x٠ عنصر باشد نداشته ͬ موم مین y اگر است). طبیعͬ عدد ͷی x٠) x٠ ∈ y کنید فرض و ،y ⊆ ω کنید فرض

دنباله ی است) آمده ادامه در که بازگشت قضیه ی به بنا و انتخاب اصل به (بنا بنابراین است. موجود

x٠ ∋ x١ ∋ x٢ ∋ . . .

x٠ خوش بنیادی مخالف این و ,x١}؛ x٢, . . .} ⊆ x٠ که کرد ثابت زد اف سͬ در ͬ توان م که کنید توجه است. تعریف قابل

است.) انتظام اصل مخالف دقیق تر، بیان است.(به
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ͬ کند. م نقض را انتظام اصل این و ω ∈ ω داریم صورت این غیر در زیرا نیست؛ طبیعͬ عدد خودش ω که کنید توجه

است. ۵۵ بازگشت قضیه ی به موسوم زیر،  قضیه ی

کنید فرض (بازگشت). ٢٣۴ قضیه

g : A→ B

و

h : A× ω ×B → B

تابع ͷی آنگاه باشند. تابع دو

f : A× ω → B

ͬ کند: م عمل زیر صورت به f نگاشتِ a ∈ A هر برای که طوری به است موجود

(a, ٠) 7→ g(a)

(
a, S(n)

n+١

)
7→ h

(
a, n, f(a, n)

)
صورت به یͺتا تابع ͷی ({x ∈ ω|x < n}) n ∈ ω هر و a ∈ A هر برای اثبات.

fa : {a} × n 7→ B

تابع حال ۵۶ کنید.) ثابت استقراء داراست.(با را شده یاد ͬ های ویژگ که است موجود

fAn : A× n =
∪

fa

۵٧ دهید قرار بͽیرید. نظر در را

f =
∪

fAn .

صورت به ω روی ضرب و جمع توابع مثال، برای ͬ دهند. م رخ بازگشت قضیه ی مجوزِ با ω روی استقرائͬ تعاریف بسیاری

۵۵recursion
است. اول مرتبه ی زبان در بیان قابل جا این در همه چیز که کنید ۵۶دقت

است. همین نیز گفته ام خلاصه تر را اثبات این که این علت کرد. خواهم ثابت اردینالها برای آینده درسهای در را قضیه این ۵٧مشابه 
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ͬ شوند. م تالͬ)تعریف تابع̧ از استفاده (با زیر بازگشتͬ

+ : ω × ω → ω

m+ ٠ = m

m+ s(n) = s(m+ n)

· : ω × ω → ω

m · ٠ = ٠

m · S(n) = m · n+m

برده ایم. کار به تالͬ تابع و جمع تابع با را بازگشت قضیه ی ضرب، تعریفِ برای که کنید دقت

مجموعه ی تنها ما، طبیعͬ اعداد که گفتیم شدیم. آشنا طبیعͬ اعداد مجموعه ی وجود و طبیعͬ عدد مفهوم با اینجا تا

گفتیم (و هستند طبیعͬ اعداد که دارند وجود نیز دیͽری اشیای زد اف اسͬ مدلهای برخͬ در و ͬ شود نم شامل را {٠, ١, . . .}

بازی اساسͬ نقشͬ تعلق رابطه ی طبیعͬ، اعداد تعریف در که کنید دقت ۵٨ ͬ شود). م گفته نااستاندارد طبیعͬ اعداد آنها به که

در است. خوش ترتیب ترتیب، این با طبیعͬ، اعداد مجموعه ی و است تعلق رابطه ی همان طبیعͬ اعداد روی ترتیب ͬ کند. م

نه که دید خواهیم ͬ شود. م گفته «اُردینال»  آنها به که دارند وجود نیز دیͽری ترتیبی اعداد زد اف سͬ در که دید، خواهیم ادامه ی

اردینال ͷی ͬ شود، م مرتب ترتیب رابطه ی با خود که نیز، طبیعͬ اعداد مجموعه ی بلͺه است، اردینال ͷی طبیعͬ عدد هر تنها

است.

اُردینالها ٠ . ٢٣

هرگاه ͬ نامیم م ۵٩ ترتیبی) عدد ͷی (یا اردینال ͷی را x مجموعه ی .٢٣۵ تعریف

یعنͬ باشد؛ متعدی (x,∈) .١

z ∈ y ∈ x→ z ∈ x

دیͽر بیان به ∪یا
x ⊆ x.

یعنͬ باشد؛  خطͬ مرتب مجموعه ی ͷی (x,∈) .٢

∀y ∈ x ¬(y ∈ y)

نکرده ایم. استفاده طبیعͬ اعداد برای N نمادِ از ما دلیل همین ۵٨به

۵٩ordinal
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∀t١, t٢, t٣ ∈ x (t١ ∈ t٢ ∈ t٣ → t١ ∈ t٣)

∀t١, t٢ ∈ x t١ ∈ t٢ ∨ t٢ ∈ t١ ∨ t١ = t٢

که دهید نشان .٢٣۶ تمرین

است. اردینال ͷی طبیعͬ عدد هر .١

است. اردینال ͷی ω .٢

است. ͬ موم)  مین ͷی (یعنͬ ابتدا عنصر ͷی دارای اردینال هر .٣

زیر (در است. ابتدا عنصر دارای اردینالها از زیرکلاس هر آنها بͽیریم، نظر در اردینالها تمام روی را تعلق رابطه ی اگر .۴

است). شده اثبات این

یعنͬ ͬ کنیم، م استفاده کلاس کلمه ی از وقتͬ که کنید دقت ͬ دهیم. م نشان On با را اردینالها همه ی کلاس بعد، به این از

on پس است، زد اف اسͬ در بیان قابل ویژگͬ ͷی بودن، اردینال اینجا در است. زد اف سͬ در تعریف قابل نظر مورد سیستم

نشان نخست هستند. تعلق)  رابطه ی (با مقایسه قابل یͺدیͽر با اردینال، دو هر که داد خواهیم نشان ادامه  در است. کلاس ͷی

است. تعلق)  رابطه ی (با ابتدا عنصر ͷی دارای اردینالها از کلاس زیر هر که ͬ دهیم م

است. ͬ موم مین دارای α اردینال ͷی از ناتهͬ مجموعه ی زیر هر .٢٣٧ لم

و انتخاب اصل به بنا ترتیب این به و ،∃x١ ∈ x٠ آنگاه نباشد ͬ موم مین دارای x٠ اگر .x٠ ∈ H و H ⊆ α کنید فرض

دنباله ی بازگشت، قضیه ی

x٠ ∋ x١ ∋ x٢ ∋ . . .

ͬ کند. م نقض را انتظام اصل این و است مجموعه ͷی {x١, x٢, . . پس{. ͬ شود. م ساخته 

t ∈ U هر برای هرگاه است α ابتدائ̞ͬ قطعه ی ͷی U ͬ گوییم م .U ⊆ α و باشد اردینال ͷی α کنید فرض .٢٣٨ تعریف

{x ∈ U |x ∈ t} = {x ∈ α|x ∈ t}.

.U = α یا U ∈ α یا آنگاه باشد α از ابتدائͬ بخش ͷی U اگر .٢٣٩ لم

کنید فرض .U ̸= α کنید فرض اثبات.

t = min(α− U).

.U = t که ͬ کنیم م ادعا

که کنیم ثابت باید
..١ U ⊆ t

..٢ t ⊆ U
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اولͬ. اثبات

x ∈ U ⇒
(t,x∈

متعدی
↑
α )(زیرا

x /∈ t→ t ∈ x ∨ t = x
)

داریم: است، α از ابتدائͬ بخش ͷی U که آنجا از

t ∈ U

است. تناقض این که t ∈ t پس

دومͬ. اثبات

x ∈ t→ (x /∈ U → x ∈ t− U)

.t = x یا x ∈ t که این با تناقض است)؛ راست سمت مجموعه ی ͬ موم مین t (زیرا t ∈ x پس

هستند. مقایسه قابل هم با اردینال دو هر که ͬ کنیم م ثابت زیر در بردیم، کار به طبیعͬ اعداد برای که روشͬ مشابه

.x = y یا y ∈ x یا x ∈ y یا x, y ∈ On هر برای .٢۴٠ لم

هم y (برای x ∩ y ∈ x یا x ∩ y = x بنابراین است. (y از (و x از ابتدائͬ بخش ͷی x ∩ y که) کنید (تحقیق اولا˟ اثبات.

بͽیرید. نتیجه را قضیه حͺم گفته، این از داشتیم،  ٢٣٢ لم در که بحثͬ مشابه ترتیب). همین به

است: زیر ͬ های ویژگ دارای (On,∈) که کنید) ثابت ندیدیم اگر (و دیدیم اینجا تا پس

است. خطͬ ترتیب ͷی On روی ∈ .١

است. ͬ موم مین عنصر ͷی دارای U ⊆ On ناتهͬ کلاس̞ زیر هر .٢

آنگاه باشد اردینال ͷی α اگر .٢۴١ لم

α = {β ∈ On|β ∈ α}

اگر که کنید ثابت) نیاز صورت در (و دقت حال .A ⊆ α که است بدیهͬ دهید. نشان A با را راست دست مجموعه ی اثبات.

.β ∈ On آنگاه β ∈ α

نیست. مجموعه On .٢۴٢ لم

On ∈ On یعنͬ است؛ Onاردینال آن گاه باشد مجموعه ͷیOn اگر پس دارد. را اردینال ͷی ͬ های ویژگ تمام (on,∈) اثبات.

دارد. مغایرت انتظام اصل با این و

است. اردینال ͷی n هر .١ .٢۴٣ مثال

کنید). (تحقیق است. اردینال ͷی ω .٢

٠, ١, ٢, ٣, . . . , ω, . . .

که کنید دقت است. اردینال ͷی نیز s(α) = α ∪ {α} آنگاه باشد، اردینال α اگر .٣

α = max s(α).
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ͬ شود. م نتیجه اردینالها برای زیر صورت به استقراء مفهوم ͷی ٢۴١ لم̧ از

باشیم داشته α اردینال هر برای و U ⊆ On اگر .( فرامتناهͬ استقراء˚ ) ٢۴۴ لم

α ⊆ U → α ∈ U

آنگاه

U = On.

کنید فرض است. ͬ موم مین دارای On− U آنگاه ،U ̸= On و باشند برقرار لم شرطهای اگر اثبات.

t = minOn− U

است. تناقض این و t؛ ∈ U رو این از .t ⊆ U پس است. U به متعلق α ∈ t اردینال هر پس

هرگاه ͬ نامیم م ۶٠ تالͬ را α اردینال .٢۴۵ تعریف

∃β ∈ On α = β ∪ {β}

ͬ نویسیم م معمولا˟ صورت این در

α = β + ١.

نباشد. تالͬ هرگاه ͬ نامیم م ۶١ حدّی را α اردینالِ همچنین

آنگاه باشد حدی α اگر .٢۴۶ تمرین

α =
∪
β∈α

β

کرد: فرمولبندی نیز زیر صورت به ͬ توان م را ۶٢ فرامتناهͬ استقراء

باشد. زیر ͬ های ویژگ دارای U ⊆ On کنید فرض

∅ ∈ U .١

،α ∈ U اردینال هر برای .٢

α + ١ ∈ U

.β ∈ U آنگاه γ ∈ U باشیم داشته γ ∈ β هر برای و باشد حدی اردینال ͷی β اگر .٣

.U = On آنگاه
۶٠successor
۶١limit ordinal
۶٢transfinite induction
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.α ∈ U که ͬ شود م نتیجه α ⊆ U از α اردینال هر برای آنگاه باشند، برقرار شرط ها این اگر که کنید اثبات اثبات.

صورت به اردینالها پس است. خود از قبل اردینالهای اجتماع تالͬ، اردینالِ هر و تالͬ یا و هستند حدی یا اردینالها، که گفتیم

ͬ شوند: م حاصل گرفتن حد و ͬ ها تال محاسبه ی با زیر

٠, ١, ٢, ٣, . . . , ω, ω + ١, ω + ٢, . . . , ω + ω︸ ︷︷ ︸
ω×٢

, ω + ω + ١, . . . , ω + ω + ω︸ ︷︷ ︸
ω×٣

, . . . , ω × ω︸ ︷︷ ︸
ω٢

, . . . , ω٣, . . . , ωω, . . .

ω + ω =
∪

n∈ω ω + n ωاردینالِ از پس حدیِ اردینال .ω =
∪

n∈ω n داریم و است تالͬ غیر اردینالِ ωکوچͺترین که کنید دقت

.ωω =
∪

n∈ω ω
n ترتیب، همین به است.

نظر، مورد مجموعه ی اگر است. اردینال ͷی با ͷی به ͷی تناظر در مجموعه ای هر که دهیم نشان ͬ خواهیم م ادامه در

است: ͷی به ͷی تناظر در اردینال ͷی با خودش، روی ترتیب با باشد، خوش ترتیب

با x از مجموعه زیر هر و باشد خطͬ ترتیب ͷی x روی < هرگاه ͬ نامیم م ترتیب خوش را (x,<) مجموعه ی .٢۴٧ تعریف

باشد. ͬ موم مین ͷی دارای ترتیب این

به ͷی تابع̧ ͷی و α اردینالِ ͷی یعنͬ است؛ (α,∈) اردینالِ ͷی با ایزومرف (x,<) ترتیبِ خوش مجموعه ی هر .٢۴٨ لم

پوشای و ͷی

f : α→ x

که طوری به موجودند

β١ ∈ β٢ ↔ f(β١) < f(β٢).

است. بودن تابع ویژگͬ دارای که است تعریف) (قابل کلاسͬ تابعال، ͷی از منظور که ͬ کنم م یادآوری قضیه ، اثبات از پیش

نیستند. مجموعه لزوماً آن برد و دامنه ثانیاً و ͬ شود م تعریف فرمول ͷی توسط اولا˟ که است تابع ͷی به شبیه چیزی تابعال، ͷی

است. شده استفاده اردینالها روی بازگشت قضیه ی از آینده، جلسات در دیͽر قضیه ی چند و زیر قضیه ی اثبات در .٢۴٩ توجه

اثبات هر پایان در را، جانشانͬ لم از استفاده حق و اثباتها، این در رفته کار به تابعالهای تعریف پذیریِ قضیه، این واقع در

کرد. خواهم بیان قضیه ها این تمام از پس را بازگشت، قضیه ی خودِ آموزشͬ، ملاحظه ی ͷی با حال، این با ͬ کند. م تضمین

.٢۵٠ نمادگذاری

f [c] = {f(b)|b ∈ c}.

بͽیرید. نظر در را زیر تابعال .⋆ /∈ x کنید فرض باشد. ترتیب خوش مجموعه ی ͷی (x,<) کنید فرض اثبات.

f : On→ x ∪ {⋆}

f(α) =

min< x− f [α] باشد نپوشانده را x،f [α] اگر

⋆ صورت این غیر در
.

ͬ پوشاند). م را x تمام f [α] که طوری به است موجود α اردینال ͷی (پس ͬ شود. م پوشانده f توسط حتماً ⋆ .٢ ادعا
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تعریف اردینالها تمام روی f تابعالِ پس ͬ شود. م تعریف β ∈ α تمام̧ روی α اردینالِ هر برای f تابعال صورت این غیر در

است: ͷی به ͷی f و است مجموعه ͷی α طرفͬ از ͬ شود. م

f−١ :

x از مجموعه ای زیر ͷی
↑

f [On] → On

است. On همان f−١ اما ͬ شود م مجموعه ͷی جانشانͬ لم به بنا f−١ تصویر

دهید قرار

α = min{β ∈ On|f(β) = ⋆}

.(α,∈) ∼= (x,<) که کنید ثابت

را ترتیب ایزومرفیسم، نگاشت این و است ایزومرف اردینال ͷی با خوش ترتیب، مجموعه ی هر که کردیم ثابت بالا در

آن با که کرد تعریف ترتیب ͷی ͬ توان م دلخواه، مجموعه ی هر روی که کنید ثابت ͬ خواهیم م ادامه  در ͬ کند. م حفظ نیز

اصل از نتیجه ای واقع، در که است معروف خوش ترتیبی اصل به گفته این شود. خوش ترتیب ما نظر مورد ترتیب،مجموعه ی

کرده ام: بیان را اصول این دوی هر زیر در است. زد اف سͬ) اصول سایر (و انتخاب

انتخاب: اصل  •

∀x(∀y ∈ x y ̸= ∅ → ∃f : x→ ∪x ∀t ∈ x f(t) ∈ t)

خوش ترتیب (x,<) که طوری به کرد تعریف < ترتیب ͷی ͬ توان م x دلخواه مجموعه ی هر روی خوش ترتیبی: اصل •

باشد.

این ͬ شود، م گفته خوش ترتیبی اصل آن به آنکه علت است. زداف سͬ در قضیه ͷی خوش ترتیبی، اصل که دید خواهیم ادامه در

قضیه ͷی انتخاب صورت، آن در و گرفت نظر در زد اف سͬ در را خوش ترتیبی اصل انتخاب، اصل جای به ͬ توان م که است

کرد. خواهیم ثابت را گفته این زیر در است.

اصل به بنا باشد. مجموعه  ͷی x کنید فرض است. ساده ͬ شود، م نتیجه خوش ترتیبی اصل از انتخاب اصل که این اثبات

صورت به را f : x → ∪x تابع است. ابتدا عنصر دارای زیرمجموعه اش هر آن با که داریم ترتیب ͷی x روی خوش ترتیبی،

ͬ کنیم: م تعریف زیر

f(y) = min y.

کرده ایم. ثابت را گفته این عکس زیر در است. انتخاب تابع ͷی بالا تابع

ͬ شود. م نتیجه انتخاب اصل از خوش ترتیبی اصل .٢۵١ قضیه

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را f تابعال باشد. دلخواه مجموعه ی ͷی x کنید فرض اثبات.

f : On→ x ∪ {∗}

α 7→

x− f [α]از شده انتخاب عضو ͷی x− f [α] ̸= ∅

∗ x = f [α]
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ͬ کنیم: م تعریف باشد. P (x)−∅ روی انتخاب تابع ͷی g کنید فرض بهتر، بیان به

f(α) =

g(x− f [α]) x− f [α] ̸= ∅

∗ x = f [α]

ͷی f−١(f (تصویر صورت این غیر در زیرا . f(α) = ∗ که طوری به است موجود α ∈ On یعنͬ ͬ شود. م متوقف f تابع

جانشانͬ). اصل (طبق f−١(f (تصویر = On و ͬ شود م مجموعه

تابع که کنید بررسͬ . f(α) = ∗ که باشد اردینالͬ کوچͷ ترین α کنید فرض . ∃α ∈ On f(α) = ∗ بنابراین

ͬ کنیم: م تعریف یعنͬ ͬ دهیم؛ م انتقال x روی را α ترتیب حال پوشاست. و ͷی به ͷی︸ ︷︷ ︸
تمرین

f : α→ x

∀y, z ∈ x y < z ⇔ α١ ∈ α٢ (f(α١) = y, f(α٢) = z)

داد خواهیم نشان زیر در کرد. جایͽزین خوش ترتیبی اصل با ͬ توان م زد اف سͬ در را انتخاب اصل  که کردیم ثابت بالا در

که کرده ایم استفاده ایده این از زرن، لم اثبات در گرفت. نظر در زداف سͬ در انتخاب اصل جای به ͬ توان م نیز را ۶٣ زُرن لم که

داشت. اردینالها تمام کلاس طول به زنجیری ͬ توان مجموعه، نم ͷی در

جزئͬ ترتیب ͷی نباشند) مقایسه قابل هم با عناصر همه ی لزوماً وقتͬ (یعنͬ نباشد خطͬ که ترتیبی به که ͬ کنم م یادآوری

ͷی باشد، خطͬ مرتب < ترتیبِ با که آن از زیرمجموعه هر به باشد، جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی (A,<) اگر ͬ شود. م گفته

ͬ شود. م گفته زنجیر

A در (B,<) زنجیر هر که کنید فرض و باشد ناتهͬ جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی (A,<) کنید فرض زُرن). (لم ٢۵٢ قضیه

یعنͬ باشد؛ A در بالا کران ͷی دارای

∃α ∈ A ∀x ∈ B α ≥ x.

۶۴ .∀a ∈ A¬(a > b) که طوری به است موجود b ∈ A عنصر یعنͬ است؛ ماکزیمال عنصر ͷی دارای A آن گاه

تابعالِ ͬ کند. م انتخاب عنصر ͷی زنجیر هر بالای کران های میان از که دارد وجود ،g نام به مثلا́ انتخاب، تابع ͷی اثبات.

کنید. تعریف زیر صورت به را f : On→ A

f(α) =

g(f [α]) g(α) ̸∈ f [α]

∗ g(α) ∈ f [α].

این است. f [α] ماکزیمم واقع در f [α] بالای کران صورت، این در .f(α) = ∗ که باشد اردینالͬ کوچͷ ترین α کنید فرض

است. A در ماکزیمال عنصر ͷی بالا کران
۶٣Zorn’s lemma

کردیم. صحبت کلاس در مفصلا́ ماکزیمم، عنصر ͷی با ماکزیمال عنصر ͷی فرق ۶۴درباره ی
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را شمول ترتیب جزئͬ، انتخاب توابع بین (راهنمایی: ͬ شود. م نتیجه زرن لم از انتخاب اصل که دهید نشان .٢۵٣ تمرین
۶۵ باشد.) شما نظر مورد انتخاب تابع است قرار که کنید پیدا ماکزیمال تابع ͷی ترتیب بدین و کنید تعریف

هفتم و بیست ی جلسه

ͷی از منظور که ͬ کنم م یادآوری کردیم. استفاده بیاوریم را آن نام که آن بی  بازگشت، قضیه ی از قبل جلسه ی اثباتهای اکثر در

ͬ نامیم م تعریف پذیر را f چون تابعͬ است. مجموعه ها همه ی کلاس به مجموعه ها همه ی کلاس از پذیر تعریف  تابعͬ تابعال،

که طوری به باشند موجود ā مجموعه های و ϕ(x, y, z̄) چون فرمولͬ هرگاه

{(x, f(x))|x ∈ V } = {(x, y)|x, y ∈ V ∧ ϕ(x, y, ā)}.

ͬ دهیم: م نشان را زیر مجموعه ی f [a] با آنگاه باشند، مجموعه ͷی a و تابعال ͷی F اگر

{f(x)|x ∈ a}.

آنگاه باشد، اردینال ͷی α اگر که گفتیم

α = {β ∈ On | β ∈ α}

موجود F : On → V تابعال ͷی آنگاه باشد. پذیر) (تعریف تابعال ͷی G : V → V کنید فرض (بازگشت). ٢۵۴ قضیه

که طوری به است

∀α ∈ On F (α) = G(F [α])

F [α] = {F (β) | β ∈ α} گفتیم: بالا در که گونه همان که

که طوری به است موجود Fα : α→ V یͺتای تابع ͷی α اردینالِ هر برای که ͬ کنیم م ادعا نخست اثبات.

∀β ∈ α Fα(β) = G(Fα[β]) (∗)

زیر صورت به باشند تابع دو F ١
αوF ٢

α کنید فرض ͬ کنیم. م ثابت را این چنین تابع̧ ͷی یͺتايی نخست

F i
α : α→ V

آن در که باشد اردینالͬ اولین β ∈ α کنید فرض کنند. صدق ∗ شرط در دو هر که

.F ١
α(β) ̸= F ٢

α(β)

داریم β′ ∈ β تمام برای بنابراین

F ١
α(β

′) = F ٢
α(β

′)

یعنͬ

کنید. مراجعه مدرس ریاضͬ مبانͬ جزوه ی در گفته این اثبات به نیاز، صورت ۶۵در
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F ١
α[β] = F ٢

α[β]

پس

.F ١
α(β) = G(F ١

α[β]) = F ٢
α(β)

کنید فرض است. برقرار حͺم صفر اردینالِ برای ͬ کنیم. م ثابت اردینالها روی فرامتناهͬ استقراء با را Fα تابعهای وجود حال

ͬ کنیم م تعریف است. موجود Fβ تابع̧ استقراء، فرض به بنا باشد. تالͬ اردینال ͷی α = β + ١

Fα = Fβ ∪ {(β,G(F [β]))}

ͬ کنیم م تعریف باشد، موجود Fβ تابع̧ β ∈ α هر برای و باشد حدی اردینال ͷی α اگر

Fα =
∪
β∈α

Fβ.

اول مرتبه ی زبان در است، موجود قضیه  در شده خواسته ͬ های ویژگ با پذیر تعریف تابعͬ α اردینالِ ͷی از که این که کنید دقت

است. اول مرتبه ی عبارت ͷی زیر عبارت یعنͬ است؛ بیان قابل

∀α ∈ On ∃!Fα : α→ V

∀β ∈ α F (β) = G(F [β])

دهید قرار حال

F =
∪

α∈On

Fα : On→ V

است: تابعال) ͷی (پس پذیر تعریف بالا تابع که کنید دقت است. قضیه نظر مورد ویژگͬ دارای بالا تابع

(x, y) ∈ F ↔ ∃α ∈ On

(x, y) ∈ Fα

β اردینالِ ͷی با S صورت این در کنید. اعمال را α ترتیبِ همان S روی .S ⊆ α و باشد اردینال ͷی α کنید فرض

صورت: این در که ͬ کنیم م ادعا است. ایزومرف

.β ∈ α یا β = α .٢۵۵ لم

ͷی یعنͬ باشد؛ β اردینالِ ͷی ایزومرفِ تصویرِ S ⊆ α کنید فرض ͬ کنیم. م ثابت β روی فرامتناهͬ استقراء با را حͺم اثبات.

باشد. درست β′ ∈ β هر برای حͺم کنید فرض باشد. موجود f : β → S ⊆ α ترتیبِ حافظ˼ و پوشا و ͷی به ͷی تابع̧

زیرا دهد رخ ͬ تواند نم β′ = α که کنید دقت .β′ ∈ α یا β′ = α یا که ͬ گیریم م نتیجه S ′ = f [β′] ⊆ α که نجا آ از پس

.β ∈ α یا β = α پس .β′ ∈ α داریم β′ ∈ β هر برای پس .f(x) ≥ x داریم x ∈ α هر برای و S = f [β] ⊆ α
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ها اردینال روی اصلͬ اعمال

ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به (٢۵۴ (قضیه ی بازگشت قضیه ی پایه ی بر اردینالها، روی اصلͬ اعمال

اردینالها. جمع

اول. قدم

α + ٠ = α

تالͬ. ی مرحله

α + (β + ١) = S(α + β) = (α + β) + ١

کنیم مͬ تعریف باشد، حدی اردینال ͷی γ اگر حدی. ی مرحله

α + γ =
∪
β∈γ

α + β

.ω + ١ ̸= ١ + ω پس ω + ١ = s(ω) > ω ولͬ ١ + ω = ∪n∈ω١ + n = ω داریم .٢۵۶ توجه

اردینالها. ضرب

α.٠ = ٠

α.(β + ١) = α.β + α

α.γ =
∪
β∈γ

α.β حدی) اردینال ͷیγ)

کنید. توجه زیر عبارات به .٢۵٧ توجه

٢.ω =
∪
n∈ω

٢.n =
∪
n∈ω

n = ω

ω.٢ = ω.(١ + ١) = ω + ω

⇒ ٢.ω ̸= ω.٢

اردینالها. توان رسانͬ

α٠ = ١

αβ+١ = (αβ).α

αγ =
∪
β∈γ

αβ حدی) اردینال ͷیγ)

کنید. توجه نیز زیر عبارات به .٢۵٨ توجه

٢ω =
∪
n∈ω

٢n = ω

ω٢ = ω١+١ = ω.ω
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ها) اصلͬ(کاردینال اعداد

ترتیب اگر است. تعلق رابطه ی همان اردینالها روی ترتیبِ و ͬ کند م بازی را اساسͬ نقش ترتیب اردینال، تعریف در که دیدیم

هستند. هم اندازه هم، با آنها از بسیاری نشود،  گرفته نظر در اردینالها روی

ͬ نویسیم م باشند. مجموعه دو a و b کنید فرض

|a| = |b|

مجموعه هاست. تمام کلاس در هم ارزی رابطه ی ͷی |a| = |b| رابطه ی باشد. موجود b به a از پوشا و ͷبه ی ͷی تابعͬ هرگاه

ͬ شود. م گفته کاردینال یا اصلͬ عدد ͷی رابطه ، این در هم ارزی کلاس هر به

عنوان به ͬ توان م پس کند. خوش ترتیب را آن که کرد تعریف ترتیب ͷی ͬ توان م مجموعه، هر روی هر که کردیم ثابت قبلا́

است. هم اندازه a با که گرفت نظر در را اردینالͬ کوچͺترین |a|کلاس نماینده ی

باشد. موجود b به a از ͷی به ͷی تابعͬ هرگاه |a| ≤ |b| ͬ کنیم: م تعریف صورت بدین ترتیبی کاردینالها، روی

.α ≤ β اگروتنهااگر |a| ≤ |b| آنگاه باشند. a, b با هم اندازه اردینالهای کوچͺترین ترتیب به α, β کنید فرض .٢۵٩ لم

α هم اندازه ی که ،a از ͷی به ͷی تابعͬ بنابراین است، ͷبه ی ͷی تابعͬ β به α از شمول تابع آنگاه |α| ≤ |β| اگر اثبات.

است. موجود است β هم اندازه ی که b به است،

تصویرِ است. موجود β به α از ،f فرضاً ،ͷی به ͷی تابعͬ آن گاه باشد موجود ͷی به ͷی تابعͬ b به a از اگر دیͽر، طرف از

کنید. استفاده ٢۵۵ لم̧ از و دهید نشان S با را f

باشد، موجود ͷی به ͷی تابعͬ b به a از اگر که کردیم ثابت شرودر‐برنشتاین، قضیه ی عنوان تحت ریاضͬ، مبانͬ درس در

|a| ≤ |b| اگر بنابراین است. موجود b و a میان پوشا و ͷی به ͷی تابعͬ آنگاه باشد، موجود ͷی به ͷی تابع ͷی نیز a به b از و

ساده تر بسیار اردینالها، با آشنائͬ لطف به کردیم، ارائه گفته این برای درس این در که اثباتͬ .|a| = |b| آنگاه |b| ≤ |a| و

ولͬ بود، نشده استفاده  انتخاب اصل از است) موجود ͬ ام ریاض مبانͬ جزوه ی در (که اثبات آن در که نماند ناگفته البته است؛

به زیر در تمرین صورت به را اثبات آن گرفتن یاد است. انتخاب) اصل بر رو این از (و خوش ترتیبی اصل بر مبتنͬ زیر، اثبات

گذاشته ام. شما عهده ی

کنید. ثابت انتخاب اصل از استفاده بدون را شرودر‐برنشتاین ی قضیه .٢۶٠ تمرین

.|a| = |b| آنگاه |b| ≤ |a| و |a| ≤ |b| اگر (شرودر‐برنشتاین). ٢۶١ قضیه

پس β؛ ≤ α و α ≤ β داریم ٢۵٩ لم به بنا باشند. a, b با هم اندازه اردینالهای کوچͺترین ترتیب به α, β کنید فرض اثبات.

.|a| = |b| که ͬ شود م نتیجه بوضوح این و .α = β اردینالها، ویژگیهای به بنا

اولین κ یعنͬ |a| = κ ͬ گوییم م وقتͬ کلͬ، طور به ͬ دهیم. م نمایش (الف ˂صفر) ℵ٠ با را |ω| کلاس̞ نماینده ی .٢۶٢ تعریف

نامتناهͬ شمارای را a مجموعه ی .|a| < ℵ٠ هرگاه نامیم مͬ متناهͬ را a مجموعه ی ۶۶ است. a با هم اندازه  که است اردینالͬ

.|a| > ℵ٠ هرگاه ͬ نامیم م ناشمارا را a و |a|؛ = ℵ٠ هرگاه ͬ نامیم م

است. عبری الفبایِ اول حرف ℵ۶۶
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آسان چندان او همعصران برای آن پذیرش که بود کانتور از کشفͬ هستند، متفاوت اندازه های دارای نیز ͬ ها نامتناه که این

ͬ ها نامتناه پس ͬ شود. م پیدا بزرگتر نامتناهͬ ͷی نامتناهͬ، هر از که است این بیانگر کانتور، از زیر قضیه ی همچنین نبود.

ͬ شوند. م بزرگتر و بزرگتر نامحدود طور به باشند) داشته وجود (اگر

داریم a مجموعه ی هر برای (کانتور). ٢۶٣ قضیه

|a|؛ < |P (a)|

است. a مجموعه های زیر همه ی مجموعه ی P (a) که ͬ کنم م یادآوری

است. موجود P (a) به a از ͷی به ͷی تابع ͷی که است واضح اثبات.

x 7→ {x}

باشد. پوشا ͬ تواند نم تابعͬ چنین که ͬ کنیم م ادعا

شود: پوشیده f تابع توسط باید زیر مجموعه ی باشد. پوشا و ͷبه ی ͷی f : a→ P (a) کنید فرض

c = {x ∈ a | x /∈ f(x)}.

پس

∃b ∈ a f(b) = c = {x ∈ a | x /∈ f(x)}

داریم:

b؛ ∈ f(b)↔ b /∈ f(b)

است. تناقض این و

مجموعه ͷی a اگر است. مجموعه آن خودِ اندازه ی از بیشتر اکیداً مجموعه، ͷی زیرمجموعه های تعداد اندازه ی پس،

آنگاه b ⊆ a اگر گرفت. نظر در ٢ = {٠, ١} مجموعه ی به a از تابع ͷی ͬ توان م a از زیرمجموعه هر با متناظر آنگاه باشد،

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را fb : a→ {٠, ١} تابع

fb(x) = ١↔ x ∈ b.

ͬ نویسیم م علت بدین .٢ مجموعه ی به a مجموعه ی از توابع̧ تمام از متشͺل مجموعه ی اندازه ی با است برابر |P (a)| بنابراین

داریم a کاردینالِ ͷی برای که

|P (a)| = ٢|a|.

گرفت. نظر در |a| طول به ͬͺصفروی دنباله های مجموعه های عنوان به ͬ توان م همچنین را ٢a مجموعه ی

رو این از گرفت. نظر در حقیقͬ عدد ͷی دوی مبنای در بسط˼ ͬ توان م را ͷصفروی از شمارا دنباله ی هر که کنید دقت

٢ℵ٠ = |R|.
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از متناهͬ دنباله ی ͷی آن گره  هر روی که گرفت نظر در درختͬ شاخه های تمام تعداد ͬ توان م را ٢ℵ٠ که کنید دقت همچنین

است. نشسته ͷی و صفر

طور به .٢ℵ٠ کاردینالِ و الف صفر کاردینالِ متناهͬ، کاردینالهای شده ایم: آشنا هم اندازه غیر کاردینال چندین با جا این تا

.|P (ω)| = ٢ℵ٠ و |ω| = ℵ٠ طرفͬ از .m = n اگروتنهااگر |m| = |n| آنگاه m,n ∈ ω اگر خلاصه،

آن گاه باشد. نامتناهͬ مجموعه ی ͷی a کنید فرض .٢۶۴ قضیه

|a× a| = |a|

است. خودش در a مجموعه ی دکارتͬ حاصلضرب a× a از منظور

کرد. خواهیم ثابت α روی فرامتناهͬ استقراء با را قضیه باشد. a با هم اندازه اردینالِ کوچͺترین α کنید فرض اثبات.

که دهیم نشان باید ابتدا پس است. α = ω اینجا در استقراء اول قدم که کنید دقت

|ω × ω| = |ω|.

نشان و ͬ کنیم م پیدا ω × ω با هم اندازه اردینالِ ͷی |ω × ω| ≤ |ω که این اثباتِ برای .|ω| ≤ |ω × ω| که است واضح

است. کمتر ω از اردینال آن که ͬ دهیم م

کنید: تعریف را زیر ترتیب ω × ω روی

(m,n) < (m′, n′)⇔ (max(m,n),m, n) قاموسͬ> ترتیب (max(m
′, n′),m′, n′)

اردینالِ ͷی با ترتیب، این با ω×ω بنابراین است. خوش ترتیب ω×ω بالا ترتیب با که دهید نشان ساده، تمرین ͷی عنوان به

مجموعه ی اردینال هر که آنجا (از نیست، بیشتر ω از γ اردینالِ که دهیم نشان که این برای است. ترتیبی ِͷبه ی ͷی تناظر در γ

است. متناهͬ است، کمتر γ از که اردینالͬ هر که دهیم نشان است کافͬ است)  خودش از قبل اردینالهای

(m,n) از که عناصری تعداد بالا، ترتیبِ با است. (m,n) ∈ ω × ω زوج̧ ͷی با متناظر β آنگاه .β ∈ γ کنید فرض

است. متناهͬ رو این از و است maxm,n ·maxm,n با برابر حداکثر هستند، کمتر

تعریف بالا ترتیب مشابه ترتیبی a × a روی ͬ کنیم. م عمل مشابه صورت به نیز α دلخواه˼ اردینالِ برای قضیه اثبات برای

فرض است. (c, d) ∈ a× a عنصرِ ͷی با متناظر β آنگاه β ∈ γ اگر باشد. γ اردینالِ با متناظر a× a کنید فرض ͬ کنیم. م

(c, d) مساویِ یا کمتر عناصرِ مجموعه ی اندازه ی همچنین .|c × c| = |c| داریم استقراء فرض به بنا .c = max c, d کنید

.c ≤ a پس است. |c× c| = |c| با برابر

کرد. پیدا ω + n→ ω × ω از ͷی به ͷی نگاشتͬ راحتͬ به ͬ توان م زیرا ω|؛ + n| = |ω| = ℵ٠ • .٢۶۵ نتیجه

پس کرد. تعریف ω × ω به ͷی به ͷی نگاشتͬ ͬ توان م راحتͬ به نیز ω + ω از .ω + ω =
∪
ω + n •

.|ω · ٢| = |ω + ω| = ℵ٠

.|ω · n| = ℵ٠ داریم n ∈ ω هر برای ترتیب همین به •

است: الف صفر با برابر زیر اردینالهای همه ی اندازه ی پس، •

ω, ω + ١, . . . , ω + ω, ω · ٣, . . . , ω · ω, . . . , ω٣, . . . , ωω, . . .
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هم اندازه |P (ω)| مجموعه ی با که اردینالͬ اندازه ی که ͬ دانیم م ولͬ است؛ الف صفر با برابر بالا اردینالهای همه ی اندازه ی

اردینالͬ به گذار اولین که اینجاست طبیعͬ سوال ۶٧ ͬ دهیم. م نشان ٢ℵ٠ با را اردینال این است. بیشتر الف صفر از اکیداً است،

الف صفر از اکیداً اندازه  لحاظ از که اردینالͬ اولین دیͽر، بیان به ͬ افتد. م اتفاق کجا در الف صفر از بزرگتر اکیداً اندازه ی با

بیانگر پیوستار»  «فرضیه ی نام به معروف، حدس ͷی اما ͬ دهیم. م نشان ℵ١ با را اردینال این اندازه ی است. کدام است، بزرگتر

ندارد. وجود اندازه ی هیچ ٢ℵ٠ اندازه ی و ℵ٠ اندازه ی بین که است این

پیوستار فرضیه ی

ℵ١ = ٢ℵ٠ .

آیا که است این طبیعͬ سوال ͷی پس است. بیان قابل اول مرتبه ی منطق در پیوستار فرضیه ی

ZFC ⊢ ℵ١ = ٢ℵ٠ .

پیوستار فرضیه ی یعنͬ، آن؛ نقیض نه و است قابل اثبات زد اف سͬ در پیوستار فرضیه ی نه که گودل) و (کوهن است شده ثابت

ͬ کند. م نزدیͺتر درس پایان به را ما نکته این است. مستقل مجموعه ها نظریه ی اصول از

گودل دوم ناتمامیت قضیه ی درباره ی مختصری

کنم. مرور سرعت به دیدیم ترم این طول در که را آنچه ͬ دانم م لازم شوم، ناتمامیت قضیه ی درباره ی بحث وارد آنکه از پیش

مرتبه ی منطق نام به جامعتر منطقͬ نیازمند ریاضیات بنای اما گزاره هاست؛ منطق ریاضͬ، فکر بر حاکم اولیه اصول که گفتیم

ͬ توان م منطق این در است. اثبات پذیر آن در باشد درست چه هر و است درست ͬ شود م ثابت منطق این در چه هر است. اول

ارائه منطق این در ریاضیات تمام برای جامع اصل بندی ͷی که کرد تلاش باید پس کرد. اصل بندی را ریاضͬ پدیده های بسیاری

مجموعه ها نظریه ی است کافͬ ریاضیات اصل بندی برای هستند، مجموعه نوعͬ به ریاضͬ، پدیده  های بسیاری که آنجا از شود.

مانند اولیه، تناقضات بسیاری است. ریاضیات اصل بندی برای کارآمدی سیستم زد اف اسͬ اصول مجموعه ی شود. اصل بندی

پرسید. اصول این درباره ی باید را مهم پرسش دو حال این با شده اند. برطرف راحتͬ به زد اف سͬ در راسل پاردوکس

که طوری به شود، پیدا ϕ نام به گزاره ای که است ممͺن آیا یعنͬ شوند؟ تناقض ͷی به منجر اصول این است ممͺن آیا •

ZFC ⊢ ϕ ∧ ¬ϕ.

سوال این پس است. آن برای مدل ͷی وجود با معادل تناقضات، به زد اف سͬ نشدن منجر فشردگͬ، قضیه ی به بنا

مجموعه ها نظریه ی جهان نام به جهانͬ آیا یعنͬ است؛ مدل دارای زد اف سͬ آیا کرد: فرمولبندی گونه بدین ͬ توان م را

باشد؟ داشته وجود ͬ تواند م

ϕ دلخواه˼ جمله ی هر برای که است اینچنین زد اف سͬ آیا یعنͬ است؛ ریاضیات برای کامل اصل بندی ͷی زد اف سͬ آیا •

.ZFC ⊢ ¬ϕ یا ZFC ⊢ ϕ باشیم داشته مجموعه ها نظریه ی در

باشد اردینالها توانرسانͬ منظور اگر ٢ω ما، برای است. گیج کننده کمͬ نمادگذاری ها این متأسفانه نیست. ٢ω اردینالِ اردینال، این که کنید ۶٧دقت

است. {٠, ١}ω مجموعه ی با هم اندازه  مجموعه، این .p(ω) مجموعه ی اندازه ی با است برابر ٢ℵ٠ طرفͬ از است. ω با برابر
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به را آن برای اثباتͬ و قضیه این صورت درس، ادامه ی در بالاست. سوالهای به دادن پاسخ برای گودل دوم ناتمامیت قضیه ی

درس، این تدریس آینده سریهای در امیدوارم سازم. آشنا آن از طعمͬ با را دانشجویان تا کرد خواهم بیان حداقلͬ کاملا́ صورتͬ

دهد. دست اثبات این کردن کامل برای فرصت

دهید: اختصاص مجموعه ها) نظریه ی خودِ (در کد ͷی مجموعه ها نظریه ی زبان در زبانͬ علامت هر به نخست

⌜=⌝ = {(٠, ٠)}

⌜∈⌝ = {(٠, ١)}

⌜∧⌝ = {(٠, ٢)}

⌜¬⌝ = {(٠, ٣)}

⌜∀⌝ = {(٠, ۴)}

⌜∃⌝ = {(٠, ۵)}

⌜v٠⌝ = {(١, ٠)}

⌜v١⌝ = {(١, ١)}

⌜v٢⌝ = {(١, ٢)}
...

فرمولِ ͷی به ترتیب، همین به

ϕ = ζ١ . . . ζn

ͬ شود: م داده نسبت زیر صورت به کد ͷی

⌜ϕ⌝ = {(٠, ⌜ζ١⌝), . . . (n, ⌜ζn⌝)}

مرتبه ی فرمولͬ کرد. ایجاد استتناج روشهای به کارگیری و زد اف سͬ اصول از استفاده با ͬ توان م را اثبات قابل فرمولهای همه ی

است. زد اف سͬ در اثبات قابل فرمولِ ͷی ک͒دِ x که است این بیانگر که دارد وجود Bew(x) نام به اول

که طوری به است موجود ϕ جمله ی ͷی
∑

(x) فرمولِ هر برای .(ͬͺتارس ثابت نقطه ی (قضیه ی ٢۶۶ لم

ZFC ⊢
∑

(⌜ϕ⌝)↔ ϕ.

آنگاه باشد، ψ فرمولِ کد y و ϕ فرمولِ کد x اگر که طوری به است موجود f(x, y) پذیرِ تعریف تابعال ͷی اثبات. طرح

ͬ دهد. م دست به را ϕ(⌜ψ⌝) فرمولِ کد f(x, y)

برآورده را قضیه خواسته ی فرمول این که کنید بررسͬ و ϕ = ψ(⌜ψ⌝) دهید قرار .ψ(x) =
∑

(f(x, x)) دهید قرار

ͬ کند. م
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بیانگر گودل دوم ناتمامیت قضیه ی .F = ¬(x = x) کنید فرض مثال برای باشد؛ غلط همواره فرمول ͷی F کنید فرض

نیست. اثبات قابل زد اف سͬ در که ͬ شود م پیدا جمله ای یعنͬ نیست؛ کامل آنگاه ندهد، تناقض زد اف سͬ از که است این

آنگاه باشد، سازگار ZFC اگر گودل). دوم ناتمامیت (قضیه ی ٢۶٧ قضیه

ZFC ̸⊢ ConZFC .

که طوری به دارد وجود ϕ جمله ی ͷی ،ͬͺتارس ثابت نقطه ی قضیه ی به بنا اثبات.

ZFC ⊢ ϕ↔ ¬Bew(⌜ϕ⌝). ∗

داریم: زداف سͬ سازگاریِ فرض با که ͬ کنم م ادعا

ZFC ⊢ ϕ↔ ConZFC .

بودن درست فرض با زیرا ͬ شود؛ م ثابت قضیه نیاز مورد حͺم آنگاه شود، ثابت ادعا اگر که کنید توجه ادعا، این اثبات از پیش

داریم (Bew رابطه ی ͬ های ويژگ به (بنا پس .ZFC ⊢ ϕ آنگاه ZFC ⊢ ConZFC اگر ادعا

ZFC ⊢ Bew(⌜ϕ⌝). ∗ ∗

که ͬ شود م نتیجه ∗ به بنا ZFC ⊢ ϕ از طرفͬ از

ZFC ⊢ ¬Bew(⌜ϕ⌝) ∗ ∗∗

ͬ دهند. م تناقض زداف سͬ سازگاری فرض با ∗ ∗ ∗ و ∗∗ اما

که ͬ دهیم م نشان نخست بالاست. ادعای شود، اثبات است مانده که چیزی تنها

ZFC ⊢ ϕ→ ConZFC .

ZFC ⊢ ¬ConZFC → یعنͬ .ZFC ⊢ Bew⌜F⌝ → Bew⌜ϕ⌝ بنابراین .ZFC ⊢ F → ϕ که کنید توجه نخست

∗ به بنا پس .Bew⌜ϕ⌝
ZFC ⊢ ¬ConZFC → ¬ϕ

ͬ خواهیم. م که است همان این و

ͬ کنیم م ثابت ادامه در

ZFC ⊢ ConZFC → ϕ.

داریم

١١٩



پس ZFC ⊢ ϕ→ ¬Bew⌜ϕ⌝ .١

پس ZFC ⊢ Bew⌜ϕ⌝→ Bew⌜¬Bew⌜ϕ⌝⌝ .٢

داریم اما ZFC ⊢ Bew⌜ϕ⌝→ Bew(⌜¬Bew⌜ϕ⌝⌝ ∧Bew(⌜Bew⌜ϕ⌝⌝)) .٣

پس ZFC ⊢ Bew⌜¬Bew⌜ϕ⌝⌝ ∧Bew⌜Bew⌜ϕ⌝⌝→ Bew⌜F⌝ .۴

رو این از و ZFC ⊢ Bew⌜ϕ⌝→ ¬ConZFC .۵

.ZFC ⊢ ConZFC → ϕ .۶

١٢٠
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