
اثبات نظریه ی شروع و درستͬ ادامه ی سیزدهم جلسه ١

نگاشت هر برای و M Lساختار هر ازای به هرگاه خوانیم مͬ همواره درست را φ Lفرمول که ͬ کنم م یادآوری قبل جلسه ی از

برای هرگاه است درست همواره φ(x١, . . . , xn) فرمول دیͽر بیان به .M |= φ[β] باشیم داشته β : var → M ارزیابی

فرمول دیͽر بیان به نیز .M |= φ(a١, . . . , an) باشیم داشته a١, . . . , an ∈ M چندتایی هر برای و M Lساختار هر

باشد. درست Lساختاری هر در ∀x١, . . . , xn φ(x١, . . . , xn) جمله ی هرگاه است درست همواره φ(x١, . . . , xn)

f(p١, . . . , pn) آن در که باشد f(ψ١, . . . , ψn) صورت به هرگاه ͬ نامیم م تاتولوژی ͷی را φ Lفرمول (تاتولوژی). ١ تعریف

هستند. Lفرمول ،ͬͽهم ψ١, . . . , ψn و است گزاره ها منطق در تاتولوژی ͷی

فرمول هر ͬ توانند م ϕ, ψ ) هستند تاتولوژی (¬φ→ ψ) ∧ (φ→ ψ)→ ψ یا φ ∨ (¬φ) صورت به فرمول هایی .٢ مثال

باشند). اولͬ مرتبه ی

هستند. درست همواره ها تاتولوژی .٣ لم

اثبات هدفمان .a١, . . . , an ∈M کنید فرض باشند. یLͷساختار M و تاتولوژی ͷی f(φ١, . . . , φn) کنید فرض اثبات.

که است این

M |= f(φ١(a١, . . . , an), . . . , φn(a١, . . . , an)).

نظر در آن در رفته کار به اتمͬ های گزاره برای را زیر ارزیابی است؛ تاتولوژی ͷی گزاره ها منطق در f(p١, . . . , pn) فرمول

بͽیرید.

v(pi) = ١⇔M |= φi(a١, . . . , an)

فرمول یعنͬ دقیقاً این و ,v(f(p١؛ . . . , pn)) = ١ داریم است گزار ها) منطق (در تاتولوژی f(p١, . . . , pn) فرمول که آنجا از

است. درست M در f(ϕ١(a١, . . . , an), . . . , ϕn(a١, . . . , an))

نمادگذاری در نقشͬ زبانْ که کردیم ثابت قبل جلسه ی در باشد. درست همواره φ فرمول هرگاه ،|= φ ͬ نویسیم م .۴ نمادگذاری

را فرمول آن نوشتن برای لازم علائم حداقل که بͽیریم نظر در زبانͬ در را نظر مورد فرمول است کافͬ (یعنͬ ͬ کند نم بازی بالا

باشد). داشته

فرمولهای به رسیدن برای دیͽر روش چند با زیر در هستند. درست همواره فرمولهای از مصداقͬ تاتولوژی ها که گفتیم

ͬ شویم. م آشنا درست همواره

درستند. همواره زبانͬ هر در زیر جمله های تساوی). (اصول ۵ لم

∀x x ⊜ x

∀x, y x ⊜ y → y ⊜ x

∀x, y, z x ⊜ y ∧ y ⊜ z → x ⊜ z

١



∀x١, . . . , xn ∀y١, . . . , yn (x١ = y١, . . . , xn = yn → R(x١, . . . , xn)⇔ R(y١, . . . , yn))

(n موضع تعداد هر و R ∈ L رابطه هر (برای

∀x١, . . . , xn ∀y١, . . . , yn (x١ = y١, . . . , xn = yn → f(x١, . . . , xn) = f(y١, . . . , yn))

( f موضع تعداد هر و f ∈ L تابعͬ نماد هر (برای

فرمولِ در t ترم̧ به نسبت x متغیرِ که این شرط به آنگاه، باشند. ترم ͷی t و یLͷفرمول φ کنید فرض وجودی). سور (لم ۶ لم

است. درست همواره زیر فرمول باشد، آزاد φ

φ
t

x
→ ∃xφ

اگر مثال برای است. لازم بالا لم برای φ فرمول در t به نسبت x بودن آزاد شرط .٧ توجه

φ(x) = ∀y y = x

آنگاه t = y و

φ
y

x
: ∀y y = y

و

∃xφ : ∃x∀y y = x

ͬ شود. نم نتیجه اول فرمول از دوم فرمول که است واضح

بسازید. t به نسبت x نبودن آزاد صورت در بالا لم درستͬ عدم برای دیͽر مثال چند .١ تمرین

که است این اثباتِ هدفمان باشند. M در متغیرها تعبیر تابع ͷی β و ساختار Lͷی M کنید فرض اثبات.

M |= (φ
t

x
→ ∀xφ)[β]

آنگاه M |= φ t
x
[β] اگر که دهیم نشان است کافͬ بالا عبارت اثبات برای ساختار، ͷی در فرمول ͷی درستͬ تعریفِ طبق

.M |= φ[β tM[β]
x

] که ͬ شود م نتیجه M |= φ t
x
[β] از که ͬ دانیم م ایم کرده ثابت قبل جلسات در آنچه بنابر .M |= ∃xφ[β]

نتیجه M |= φ[β tM[β]
x

] از که است واضح باشد.) آزاد φ در t به نسبت x که بود درست صورتͬ در قضیه این که کنید (توجه

ͬ کند). م برآورده ما برای را نظر مورد فرمول که است M در عنصری a = tM[β] (زیرا .M |= ∃xφ که شود مͬ

است. درست همواره ψ آنگاه باشند درست همواره هردو φ→ ψ و φ فرمولهای اگر استثنائͬ). (قیاس ٨ لم

متغیرها تعبیر تابع ͷی β و ساختار L ͷی M کنید فرض باشند. درست همواره فرمولهایی ϕ, ϕ → ψ کنید فرض اثبات.

.M |= ψ[β] که است این اثبات هدفمان باشند.

.M |= ψ[β] پس M |= φ→ ψ[β],M |= φ[β] داریم هستند درست همواره φ→ ψ و φ که آنجا از

زیر فرمول آنگاه نباشد، ψ آزادِ متغیرهای جزو x و باشد درست همواره φ → ψ فرمول اگر وجودی) سور (معرفͬ .٩ لم

است: درست همواره

∃xφ→ ψ

٢



شود، نتیجه ψ فرمولِ بودن درست x آزادِ متغیر با ϕ فرمولِ بودن درست از اگر برسد: نظر به عجیب کمͬ شاید بالا لم

صورت به را x متغیرِ ψ فرمولِ اگر (البته ͬ شود م نتیجه ψ فرمولِ درستͬ مصداق، ͷی در تنها ϕ فرمولِ بودن درست از آنگاه

فرض دارد. کلاه مینا کند؛ مͬ غیبت x شما کلاس در بͽیرید: نظر در بالا لم بهتر فهم برای را زیر جمله ی باشد). نداشته آزاد

کس هر x پس باشد، درست همواره بالا فرمول اگر دارد. کلاه ←مینا کند غیبت x اگر باشد: درست همواره گزاره این کنید

غیبت که نفر ͷی وجود بنابراین است. درست متغیرها از ارزیابی ای هر با فرمول این یعنͬ است؛ درست بالا فرمول باشد، که

است. کافͬ مینا داشتن کلاه برای کند،

دهید. ارائه بالا لم درستͬ برای ریاضͬ مثال چند .٢ تمرین

فرمول بودن درست همواره از مثال برای است. لازم ψ در x نبودنِ آزاد شرط بالا لم در .١٠ توجه

x < ١ + ١→ x < ١ + ١ + ١

فرمولِ بودن درست همواره مرتب، حلقه های زبان در

(∃x x < ٢)→ x < ٣

ͬ شود. نم نتیجه

و ساختار Lͷی M اگر حͺم: .x /∈ Fv(ψ) و است درست همواره φ → ψ فرمول فرض: وجودی. سور معرفͬ لم اثبات

درستͬ تعریفِ طبق .M |= ∃xφ[β] کنید فرض .M |= (∃xφ → ψ)[β] که این اثبات متغیرهاباشند؛ ارزیابی تابع ͷی β

درست همواره φ → ψ فرمول که ͬ دانیم م .M |= φ[β a
x
] داریم a ∈ M مشخص عنصر ͷی برای ساختارها، در فرمولها

.M |= ψ[β] که ͬ شود م نتیجه M |= φ[β a
x
] از بنابراین .M |= (φ→ ψ)[β a

x
] پس است؛

را بودن درست (همواره نیست درست همواره کدام و است درست همواره زیر فرمولهای از ͷی کدام کنید بررسͬ .٣ تمرین

بیاورید). مثال نبودن درست همواره برای و کنید بررسͬ مدلها در

∃xA ∧ ∃xB → ∃x A ∧B .١

∃x A ∧B → ∃xA ∧ ∃xB .٢

x /∈ Fv(B) که صورتͬ در ∃xA ∧ ∃xB → ∃x(A ∧B) .٣

∀xA ∧ ∀xB → ∀x(A ∧B) .۴

∀x(A ∧B)→ ∀xA ∧ ∀xB .۵

x /∈ Fv(B) که صورتͬ در ∀x(A ∧B)→ ∀xA ∧ ∀xB .۶

فرمول باشد فرمول ͷی φ اگر یعنͬ دارد. پیشوندی نرمال صورت در معادلͬ φ اول مرتبه فرمول هر که دهید نشان .۴ تمرین

است. درست همواره φ↔ ψ که طوری به شود مͬ پیدا زیر صورت به ψ

ψ : Q١Q٢ . . . Qnχ

آن در که

Qi ∈ {∀x,∃x}

است. سور بدون χ فرمول و

٣



اثبات نظریه ی ١ . ١

است». درست ساختارها همه ی در φ «فرمول یعنͬ عبارت این کردیم. تعریف را |= φ عبارت قبل، جلسه ی و جلسه این در

را ⊢ φ عبارتِ درس ادامه ی در است. مدل) نظریه ی جزو خاص طور به (و معناشناسͬ مبحث جزو فرمولها، درستͬ بررسͬ

نیاز فرمول، ͷی اثبات برای که کنید دقت است. «اثبات پذیر» φ فرمولِ که باشد این بیانگر است قرار که کرد خواهیم تعریف

برسیم. فرمول آن به استدلال، برای استانداری روشهای با است کافͬ بلͺه داشت، نخواهیم مختلف مدلهای در آن بررسͬ به

شده، داده فرمول ͷی یعنͬ معادلند؛ هم با |= φ و ⊢ φ ͬ گوید م که بود خواهد تمامیت قضیه ی اثبات ما، برای مهمتر همه از

بیان را اثبات نظریه ی و مدل نظریه ی بین ارتباط است قرار تمامیت قضیه ی واقع در باشد. اثبات قابل اگروتنهااگر است درست

و درستͬ قضیه ی به بنا ͬ شود. م ختم خاصͬ فرمول به که است، معنͬ گرفتن نظر در بدون فرمولها از دنباله ͷی اثبات˂ کند.

برایش باید دهد رخ مدلها همه ی در فرمولͬ اگر و ͬ دهد، م رخ مدلها همه ی در بیاید دست به اثبات ͷی از که فرمولͬ تمامیت،

شود. پیدا اثبات

طبیعͬ استنتاج دستگاه به آینده درسهای در سپس و کرد خواهیم معرفͬ هیلبرت استنتاج̞ͬ دستگاه در نخست را اثبات پذیری

پرداخت. خواهیم نیز (گنتزن)

اثبات قابل هیلبرت دستگاه در φ فرمول هرگاه ⊢L φ نویسیم مͬ و است اثبات پذیر L زبان در φ فرمول گوییم مͬ .١١ تعریف

دهد: رخ زیر اتفاقات از ͬͺی یعنͬ باشد.

باشد. تاتولوژی ͷی φ .١

باشد. تساوی اصول از ͬͺی φ .٢

φ : (ψ t
x
→ ∃xψ) یعنͬ باشد وجودی سور لم از مصداق ͷی φ .٣

یعنͬ دیͽر بیان به شود؛ نتیجه ψ و φ→ ψ قبلا́ ثابت شده ی فرمولِ دو از از استثنائͬ قیاس از استفاده با φ .۴

⊢ ψ ⊢ ψ → φ

⊢ φ
(MP )

∃ψ → χ صورتِ به ϕ فرمولِ یعنͬ شود. نتیجه ψ → χ قبلا́ثابت شده ی فرمولِ از وجودی سور معرفͬ لم توسط φ .۵

است: آمده دست به زیر صورت به که باشد

⊢ ψ → χ , x /∈ Fv(χ)
⊢ ∃xψ → χ

۵ تا ١ قوانین توسط ها ψi و ψn = φ که طوری به است، موجود ψ١ . . . ψn دنباله ͷی یعنͬ ⊢L φ ͬ نویسیم م  ͬ وقت درواقع

شده اند. ایجاد

جلسه، این جزوه ی بارگذاری در تأخیرم علت ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی» «امیر آقای از

بود. کوتاه دوره ی  ͷی در حضور برای تهران به سفر

۴


